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$ 1. Постоянныя и пвремфнныя числа. Въ вопросахь математическаго 
анализа всф величины изображаются числами, выражающими отнотпеня 
разсматриваемыхъ величинъ къ нёкоторымъ, однороднымь съ ними, еди- 
ницахъ. Съ понямемъ о величинф свя- 
зано п понаше объ ея изифняемости, 
тавь что всякую величину: длину лё- 
нш, площадь, объемъ, силу и т. д., 
можно разематривать какъ величину 
‘леремьнную, способную принимать р8з- 
личныя значеня. Если, по условямь 
даннаго вопроса, нфкоторая величина 
не подлежить измфнешяяь, а сохра- 
няеть одно опредфленное значене, то 
такую величину называють постоянною 
дия даннаго вопроса. 

Сообразно этому и числа, изобра- 
жаюпия различныя величины, раздф- 
ляются на числа постоянныя и числа перемьнныя. Обозначая числа 
символами а, 5, с... 2, У, 2... говорят, что нБоторый символь есть 
число постоянное, если этоть символь обозначаеть одно опредфленное 
число, а леремюннымь числомь называють символъ, обозначающий любое 
изъ ИЪекольвихь чисель, называемыхь частными значеёями или просто 
зналенями перемфннаго. Постоянныя числа преимущественно обозназають 
первыми буквами алфавита: а, д, с... а, 3, {....., 8 первмфнныя — 
ПослЬдними: 2, 9, 2... Б, М, С»... Надо однако имёть въ виду, что 
раздфлене чисель на постоянныя и перемфнныя устанавливается для 
Баждаго даннаго вопроеа отдфльно, в числа, постоянныя въ одномь во- 
просЬ, могуть быть перемфнными въ другомъ. 

Положимъ, напр. (черт. 1}, что разсматривается движене точки М на 
плоскоети; обозначимъ черезъ “— разстоян!е этой точки до неподвижной 
точки О, черезь а уголь между прямою ОМ и неподвижною прямою ОА. 

Если точка М движется по кругу даннаго радуса ОМ, то х— число. 
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постоянное, & я — перемфнное; если эта точка движется по запной пря- 
мой ОД, то х — постоянное, а х — неремфнпое; если точка М движется 
по прямой ВС | 94, то ги я — перем$нныя, а произведен 


768%.=0В 


поетоянпое: вообще, если точка М описываеть вавую нибудь линшо МЕ, 
то гна-— перемфнныя, связанныя между собою нфБоторою зависимостью, 
опредфляемою видомь кривой лиши, по которой движется точка №. 

Во вебхь зальнфйшвихь изслфдовашяхь мы будемъ предполагать раз- 
сатриваечыя числа вещественными (положительными и отрицательными): 
если понадобится ввести въ вычислеше инимыя иля комплексныя числа, 
то объ этомъ будеть упомянуто особо. 


$8. Невавшеншыя иперешЪнныя и Функщи. Перемфнныя 2, У, 2... 
называются независимыми другь оть друга, если, приписавъ любымъ 
изъ нихъ опредфленныя значешя, мы этимь не ограничиваемъ значений, 
которыя могуть имфть остальныя. 

Если же каждому данному значению одного перемфннаго 2 соотвфт- 
етвуеть опредфленное значене другого перемФннаго у, то у называютъ 
функмею оть т, а х — независимымь переыфиныхь или аргументом 
фупкци. Точно также, если Баждой пар% зпачен!й пезависимыхьъ пере- 
мЬиныхь 2, у соотвфтствуеть опредфленное значене 2. то 2 пазывается 
функиею отъ двухь аргументовъ х, у, и т. д. Для обозначеня функщй 
употребляють символы: { (2), $ (2), Р’(2), Ё(х, у), 2 (т, у) и тому по- 
добные друге, я для того чтобы выразить, что у есть функц оть =, 
пишуть: 


= {1 (1) или у = (и) ит. д. 


Если у -= (2), то Г (а) обозпачаегь частпое значеше у, при част- 
номъ зизченя 2 — @; также, если д == [ (2, 9), то [ (а, 2) обозначаеть 
частное значеше 2, при х =авиу=А ит. д. 

Фуньшя можеть быть опредфляема при помощи формулы, указываю- 
щей т дфйствЁя, которыя падо выполнить надь каждымъ даннымъ зна- 
чешемь пезависимаго перехфннаго или данными значенями независимыхь 
перемфнныхь, если ихъ нЪскольБо, для полученя соотвфтствующаго зна- 
зешя фуньши. Такая формула называется аналитическимь выражешемь 
функци. Напр. аналятическое выражен площади круга у, какъ фупкши 
его радгуса 2, есть у == их, ГДЪ я обозначаеть постоянное отношене 
длины окружности къ ея фаметру; аналитическое выражен объема прямо- 
угольнаго параллелепипеда 7, какъ функши трехь смежныхь его реберъ 
т, у, 4, есть У-=х.у.2 пт. д. 

Фупьшя можеть изображаться иногда различными формулами для раз- 
личныхь промежутковъ, въ которыхъ заключаются значеня ея аргумента. 
Напр. можно разсматривать функцию 7 (2), которая, для всфхь значенй 


1, задана фориулею Е®=я- 3, 
а для == 1, формулою Е®ф=4а-я 


при 2 = 1, обф формулы дають 
а) = 3. 

Функщя можеть быть задапа и графически, при помощи построешя 
дающаго для даннаго значешя аргумента соотвЁтствующее значеше фуш 
щи. Къ графическому изображенио функши прибёгають и въ тЬхъ слу- 
чаяхъ, когда фупкшя задана авалитически, для болЬе наглядиаго пред- 
ставленя свойствь функши. Объ этомь подробнъе будетъ сказано въ $9. 

Приведенное выше онредфлеше фупкщи иногда замфняють другимъ, 
боле обшимъ, но менфе опредфлепнымъ, а именно говорятъ, что у есть 
функщя оть 2, если каждому значеню 2 соотвтствують не одно, а нф- 
сколько, даже безчисленное множество, различныхъ значешй у, иными 
словами, если, при данномъ значеши 2, значене у нельзя назначить по 
произволу. Напр. если у удовлетворяеть уравненшю 

у — Эжу — 21 = 0, 


то у функшя оть д, потому что, при данномь х, соотвфтствующия зна- 
чешя у будуть: о 
у=е-+аУ? и уе Иа, 

Также у— ася, т.е. дуга окружности круга, синусъ которой равенъ г, 
при радёусф равномъ единицЪ, есть фупкцёя оть т. Хотя одному и тому же 
синусу соотвтствуеть безчисленное множество дугъ, но, задавъ значене 
синуса дуги, нельзя по произволу назначить и длину дуги; если «— одна 
изъ дугь, сипусъ которой равенъ 2, то всф дуги, имфюпия тоть же си- 
нусь, изобразятся, какъ извъетно, формулами 


ат ила (нефа, 


гдБ К пБлое число; формулы эти изображають безчисленное множество 
чисель, но ме всякое число изображается этими формулами. 

При такомь опредфлеши функшй, различають фуньши однозначныя 
и мноюзначныя; первыя имфють для каждаго даннаго значеня незавп- 
симаго неремфннаго одно вполнё опредфленное значеше, вторыя — п%- 
сколько. Когда въ изслфдоваши встрфчаются многозначныя функция, то 
обыкновенно преднолагають, что многозначность устраняется при помощи 
ифкоторыхь добавочныхь условёй; напр., опредфляя функшю у уравне- 
немь у’ -= 2, добавляють, что у обозначаеть напр. положительный ко- 
рень этого уравненя; подь а7с и х попимають дугу, лежашую между 


Би + тд каждому значенно синуса соотвфтетвуеть одно лишь 
зпачен!е дуги, и т. д. 

Укажемь здфов же ив одно услоще, пеобходимое для того, чтобы при 
изслёдонани свойстнь функцй можно было примфнять методы днфферен- 
шальнаго исчислешя, къ изложенио которыхь мы потомь и перейдемъ. 

т 


Ш 


Методы эти примбнимы только тогда, когда аргументь изсльдуеной функ 
ци обладаеть тавъ называемымъ св0йствомь непрерывности. Мы гово- 
римъ, что перемфнное число д обладаеть свойствомъ непрерывности или 
измфняется непрерывно въ данномь промежутеЪ (а, $), если въ числё 
значенй перемённаго х заключаются всф числа, какз соизмтримыл, так 
и несоизнтримыя, лежапия между числами «и. Если же 2 не можегь 
принимать вефхь значенй, лежащихь въ данномъ промежуткЪ, то гово- 
рать, что 2 измБияется ирерыено. 

Такъ напр. если х можеть принимать только пфлыя положительныя 
значеня 1, 2, 3, 4,..., то  измфняется прерывно въ промежутк$ оть 
0 до + <>; также, если # принимаеть лить сойзмфримыя значеня между 
би 1, то 2 изыфняется прерывно въ промежутк$ (0, 1). 

Замфтимъ еще, что когда говорять, что х измфняется непрерывно оть 
а до 5, 10 при этомъ предполагают, что х проходить веб значеня оть 
а доб постоянно возрастая, если а< 5, или постоянно убывая, если @>> 6. 

Если функшя изображается формулою, инфющею смысль только для 
аргумента, изыфняющагося нрерывно, то &Ъ такой функции методы днф- 
ференщальнаго исчислешя не примфнимы; такова напр. функщя 


14) =1.2.3.4. 


ныфющая смысль для однихъ цфлыхь положительныхь значенй х. 

Съ другой стороны важно замфтить, что если формула, изображающая 
функшю, пыфеть смыслъ для всфхъ значений аргумента въ какомъ-нибудь 
промежуткВ, за исключенемь нисколькиха отдлльныхеь значе, то это 
обстоятельство вовсе не исключаеть примбнимости дифференщальнаго 
исчисленя къ изслЬдованио такой функции; такова напр. функщя 


т, 


О =ыу. 


выражеше которой теряеть смысль только при д = Ти при & == 3. 


$3. фунищи явныя и хеявныя. Вели возьмемъ выражеше нбкоторой 
функши оть двухь перемфнныхь 2, у и приравняемь это выражеше 
нулю или вообще какому-нибудь данному числу, то получимъ нЬкоторое 


уравнене 
Гы у 9, 


связывающее перемфнныя 2 и у; разсматривая одно пзЪ них, х напр. 
кавъ перемфиное независимое, мы должны другое —у- разсматривать вакъ 
фунещю отъ 2, потому ч10 при данномь значенн: х нельзя по произ- 
волу назначить значеше у, а надо опредфлить его такъ, чтобы оно удо- 
влетворяло данному уравненйо. 

Такая функща у, опредфляемая по данному х уравнашемъ, не ршен- 
нымь относительно у, называется неяеною функщею оть 2; яеное ея 
выражеше получится, если рышимь уравнеше отиосительно у; но тавъ 


какъ это рыпен!е не всегда выполнимо, то и приходится изучать ме- 
явныя функши, пользуясь только уравнении, опредфляющеими ихъ, а не 
выражевями функшй. 

Положимъ напр., что дано уравнене 


У — му ая 

Всякому значению 5, лежащему въ промежутк между — Уз и + р , 

соотвЪтствують два веществениыя значеня у; поэтому въ упомянутомъ 

промежуткЪ данное уравнене опредфляеть у какъ двузначную неявную 
функцию; явное выражене этой функщи 


уж Иа? — 347 


можеть быть найдено рёшенемъ квадратнаго уравнея. 

Уравнене у’— ху -- 1-0 также опредфляеть у какъ функщю 
оть д, хотя явнаго выражения у черезъ 2 мы и неё можемъ написать. 

Зампчаюе. Слфдуеть замфтить, что не всякое уравненше, связывающее 
4 и у, опредфляеть одно изъ нихъ, какъ функцио другого. Можеть слу- 
читься, что уравненио удовлетворяеть только конечное число отдЁльныхь 
паръ значенй хи у, и такое уравнен:е никакой функции не опредфляетъ. 
Примфромь можеть служить уравнене /— 


(ни =о, 


которому удовлетворяеть только одна система значенй: # = Ъ у == 0. 


$3 4. Примфры функц! одного незавиеимаго нероифннаго, добтавляе- 
жые алгеброй и тригонометрей. 4 
Црлою рашональною функшею отъ 2 называется многочлень вида: 


А” + Аб + А... + Ач А,. .. 0 


гд5 и цфлое положительное число, и коэффишенты 4, А... А„—числа 
постоянныя; если А, не — 0, то цфлая функшя (1) называется пфлюю 
функщею я-ой степени. ЦЪлал функщя вполнф опредфлена для любого 
значевя 2. 
Дробною рацональною функщею оть д называется отнонюню 
|6 
$)’ 
гдБ (2) иф («)—цёлыя функщи. Дробная функшя вполнф опредфлена 
для вебхь значенй х, кромф тЬхь, которыя обрашають ея знаменателя 
$ (2) въ нуль. 
Алаебраическою функщею оть 2 называется перемфнное число у. удо- 
влетворяющее н%которому уравнению впда: 


Хи ХЕ ХР... ХХ, =0.. (2) 


в — 


гдф я — цёлое положительное число, а Х., Х,,... Х,— пфлыя фунвщи 
оть %. Такое уравнеше называется @лебраическимг. При # — 1, уобра- 
щается въ ращональную функдию 


у=— 5; 
у х, 


если при этомь еще Х, — число постоянное, то у- дфлая функщя 
отъ х, При ® =, алгебраическая функц, вообще говоря, ирран0- 
нальна, п лить въ частиыхъ случаяхь можеть сдфлалься ращюнальною- 
Напр. уравпеше 

и Ху-+х, =0 


опредбляеть иррадюпальную алгебраическую функдю, явное выражеше 
которой есть 


если фуньщи Х, и Х, удовлетворяють условшо Х,’=4Х»,, при любомъ 
значени х, то у обращается въ радюнальную функцию 
х, 


= 5. 


Примпиаше. Можно показать, что аслкое выражеше, составленное 
при помощи знаковъ алгебраическаго сложешя, умпожешя, дфлетшя, воз- 
вышен{я въ степень и извлечешя корпей, удовлетворяеть нфкоторому 
злгебрапческому уравнению; поэтому веф функщи, изображаеныя нодоб- 
ными формулами —функши алгебраическя. Такъ напр. функщя 

#—1 
д— УТ? 


у 


удовлетворяеть уравнепио 


Чена тины =0. 


Общее доказательство вышеупомянутаго результата относится къ выс- 
пей элгебръ. 

Трансцендентиыми функшями называются функц, не удовлетво- 
раюнуя никакому алгебраическому уравненю. Бъ числу трансцендент- 
ныхь относятся: 

№) Показательная функщя а”, гдЪ а — постояпное, х — перемфниое; 

2) Лозаривмическая Г09, г. 

3) Тригонометрическя: 3х, с08х, 4х ит. д. 

+) Еруювыя: атс зв т, атс 608 х, ат 9 д п т. д. (а е. дуга, которой 
синусъ. или коспнусъ, или тангенсь, равенъ 1). 

Замфтимъ здЬсь же, что при изучеши тригопометрическихь функшй 
$15, (08 х и т. п. подь буввою х пониають длину дуги, выраженную 
въ частяхь радуса, такъ чю напр. х = Я для дуги въ 90°, 
дуги въ 60° ит. д. 


оля 


| 
ю 


При изучеши хруовыхе функшй, для устранешя многозначности, 
будемъ подразумфвать подъ асзт х и атс ёдх дугп, лежанфя между 


—ви-+ 5, а ПОДЬ 476 608 х — дугу, заключающуюся между 0 и 


Ффуньщи а7с 5 х и атс 605 х опредблены лишь для значен х чис- 
лепно не большихт единицы, (если разематриваются только веществепвыя 
числа), а атс д для всевозможныхь значенй х, потому что 5 и 608 
вещественпой дуги всегда численно == 1, а 7 можеть имфть любое зпа- 
чеше оть — со до + со. 

При разсмотрыи фукщй 4°и Роу, 2, число а считается положитель- 
пымъ, а въ Тод. Е и < считають положительнымъ, если желають ограни- 
читься одними вещественными числами. 


85. Предфжь перешфняаго чиела. Безконечко-малыя и бозконечно- 
большя числа. Положимъ, что въ неограниченпомь ряд послфдователь- 
ныхь значенй нфкотораго перемфннаго числа у 


Ул» Уз Уз сесее Уз Унча 


веВ значеня, начиная съ одного изь нихъ, удовлетворяють неравенству 
<...) 


гдБ Г, — данное число, е — по произволу выбранпое, какъ угодно малое, 
положительное число, и |1 — у| абсолютное (численное) зпачеше или 
модуль разности Ё — 9. *) Тогда говорять, что Ё есть иред»ь.ль перемЬн- 
паго числа у, и пишуть 


Пред. у= Ё или Йту=Ь. 


Для сокращеня рчи говорять, что Г есть предфль у, если модуль 
разности Ё, — у можеть быть сдфланъ менфе любого положительнаго числа =. 
Но необходимо помнить, что неравенство (1) только тогда выражаеть, 
что Г есть предфль у, когда. при произвольпо задаппомьъ положитель- 
помъ числЬ , опо удовлетворяется не при одпомь какомъ-либо значе- 
ни у, а при всъть значешяль, начиная съ пкотораго мфста въ рядь 
поелфдовательныхь зпаченй у. 

Обыкновеппо перемфнная у, предфль которой ищется, есть функя 
[(хк) оть другой перемфнной независимой х, измфняющейся пепрерывпо; 
въ этиуъ случалхь говорять, что функция #(2) стремится кз предьлу ТГ, 
65 приближещемь т ке а, если выбравз по произволу положительное 
число =, можемь указать друюе число й, такое, что при 


|5 


а| <, имвем в | = <... . (2 


*) Мы условимся обозначать символомь [а] — абсолютное значен!е на модуль 
числа а. Напр. | - |= 


— 8 — 


т. е. если для веёхъ значешй х, лежащихъ въ промежуткё между а—й 
иа-+, значеня /(2) будуть лежать между ви С +в. 

ЗВь этомъ и состоить точный смысль болфе краткой формулировки 
опредфленя предфла фуньщи, выражаемаго слёдующимъ образомъ: 

Функщя /(%) стремится къ предблу С, съ приближенемъ # къ а, 
если для вефхь значенй х достаточно блнзкихь къ а, соотвфтствуюнуя 
значеня }(х) будуть какё уюдно близки къ Г. 

Точно также говорять, что функия [(х) стремится къ предълу Г. 
ри безпредъльном5 возрастании х, если выбрав» по произволу положи- 
этельное число =, можемнь указать такое число №, что, для вельть зна- 
чена х > М, импеме 

1 — Г@) < =. 


Формулы, выражаюпуя: что {(2) стремится къ предёлу Д, 1) съ при- 
ближешемь х къа, или 2) при безпредёльномь возрастанш х, мы будемъ 
писать слёдующимь образомъ: 


1) Пред. [7]. = Ё, 2) Пред. [(2)].=» = Ё. 
Формула 


пред. [И (2). =- 
выражаеть, что {(2) стремится къ предфлу Г, когда х возрастаеть без- 
предфльно по абсолютной величинЪ, оставаясь отрицательнымъ, т. е., что 
можно указать такое положительное число №, чтобы при ({— 5) > М, 
{6 — #4) | < в ГД =— произвольно выбранное положительное число. 

Для сокращеня письма часто пишуть { (+ <) и {(— оз) для обо- 
значешя предфловъ, къ которымъ стремится / (2) при безпредфльномь 
возрастави х или (— 2); символы эти, разумфется, теряють смыслъ, когда 
{ (2) ни къ какому предфлу не стремится при безпредбльномь возра- 
стаяйи |5]. 

Напр. если (2) = 


1 


—г› то (9) = 1. 
1+: 
= 
Гели съ приближешемь х къ а численное значеше (модуль) фунЕ- 
щи /(5) безпредфльно возрастаеть, то также для сокращешя питуть 
(а) = 2-02 и говорять, что /(2) обращается въ безконечность при х==а. 
Замфтимъ еще, что формула 


пред. {Ё (2) |... = С, 


если не сдфлано никакой оговорки, выражаеть, что (<) стремится къ пре- 
дЬлу Г съ приблежешенъ 2 къ а, независимо оть того, остается ля при 
этомъх>а или < а. Но иногда елучается, что / (2) стремится къ одному 
предлу 2, при х> а, и къ другому №, или вовсе ни къ какому пре- 
дЬлу не стремится, при х < а. Въ такихь случалхь также пимуть 


пред. {Ё (2) |. = Д, 
приписывая или подразумфвая одно изъ условш: х>а или х<а, 


9 


Примьчане. Хотя поняще о предЪлЪ числа примфнимо только къ 
числамь перемфннымъ, но съ дёлью обобщешя говорятъ, что «иредьль 
постояннаго числа равень этому числу», такъ какъ, если всф значешя 
нфкоторой функц { (2) равны между собою для веЪхъ значенй!  до- 
статочно близкихъ Б5Ъ а, т.е. если } (2) = С постоянному, для вовхь 
такихь значешй 2, то 

№9) — |=, 
т, е. меньше любого ноложительнаго числа =, почему и можно сказать, что 


С = пред. [Г (2) |. 


Введемъ еще онредБлешя пфкоторыхъ терминовъ, часто употребляе- 
мыхь въ дифференшальномь исчислени. 

Перемфнпое число, имбющее предЬломь пуль, называется безконечно- 
малым. 

Если Ё есть предбль переминаго числа у. то Ё — у есть число 
безконечно-малое. 

Перемфипое число у пазывають безхонечно-большимь, если, какъ-бы 
велико ни было число №, всф значеня |у|, начиная съ нёкотораго, 
будуть > №. Безконечно-болышое число ни къ какому предфлу пе стре- 
митея, но для сокращешя рЁфчи говорять, что такое число стремится 
ЖЪ -= < (безкопечности). ” 

Термины «безконечно-малыя» и «безконечно-болышя» примЪнихы 
только къ числамъ перенфннымъ: постоянное число не можеть быть ни 
безконечно-малымъ, ни безконечно-большимъ. 

Пояснимъ примфрами устаповленныя опредфлешя и обозначешя. 


а 


1 ге. 


жа? 


а = #-- а, ваходпнъ 


з 
а = Пред. [2 в а] 
в |. 


такъ какь 
12а — (я @}| = [@— |<: 

при всёхь значешяхь 2 въ промежуткВ оть@ — = до @ -+ =. Замфтимъ. 
что частное значеше разсматриваемой функди! при 2 = а, / (а), ве опре- 
дфляется даннымъ ея выраженемъ, теряющимъ смыслъ при 2 == а. Во- 
обще слёдуеть отличать частное значеше / (2) при х — а, т.е. (а), 
ть пред. [7 (4) 

Какь въ этомъ примЪрф, такъ и во множествв других, /(а} ничфиъ 
не опредляется, а нред. [У ()].. — вполиф опредфленное число; въ 
другихъ случаяхь / (а) существуеть, но не совпадаеть съ пред. [{ (4) ] ==. 


2) Е) = — Е 
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ЗдЪсь также /(2) не имфеть смысла при х — 0, а 


какъ сейчась поважемъ. 
Предполагая 0 < х< 5, имфемъ, какъ извЪфетно, 


тт <, 


откуда 
та зтх > зы х 1> т й 
Р-р, те. > 608%, 
т я ту › 7 
слфдовательно 
зтх . хз 
0<1—----<1 — 6035 = эр (: ) 
Е 2 
а поэтому 


0< 


2? р: 
Взявъ Я < #<У3% гд$ =- произвольное (сколь угодно малое) 
положительное число, имфемъ 


5 5 


=, ИЛИ пред, | "] =, (#>0). 
= 


потому что, отъ замфны х на — 2, я не изифняется. 
. 1 
3) Пред. |1 + - 
р 
1 


потому что, при |х| > „, ижфемь 


9-4 


каково бы ни было данное число <. 
В 


4) Положимъ {(5) = 2 3] эдфсь 
га 


пред. [5 = 0, если 2> 1, 


В 


пред. [: = == + 00, ели х<1, 


— 1 
потому что, при х>1, $—1>0; 5 р Кез съ приближешщемь 
= 


-и- 


1х 


оствется > 0 и возрастаеть безпредфльно: выфст6 съ этимъ 
1 1 


безпредфлью возрастаеть и 2“, а слдовательно 
нулю. . г 


стремитея къ 


Гели с < 1, о #0; 
ближешемъ 2 къ 1, откуда и 


возрастаеть безпредфльпо съ при- 


пред. = + =. 


т 
, 

5) Раземотримъ еше функцию (5) = 5 (5, вполнф опредфленную 

дяЯ 220; легко убфдиться, что при непрерывномъ преближени х къ 0, 


1 
3 „ ни къ какому предфлу не стремится. Въ самомъ дьлЬ, какъ бы мало 


ни было число й, при непрерывномь измёнени х оть — Я © +), 
1 1 1 
= будеть непрерывно паирляться оть — до $, авъэтихь границахъ, 
какъ угодно шпровахъ, <; , пройдеть сколько угодно разъ черезъ любое 
тисло, лежащее между —1 п +1: поэтому и невозможно указать такое 
число 1, чтобы для вефхь значешй х, лежашихь между —й и +, 
й 1 
т. е. достаточно близкихъ къ 0, 3 
какого-нибудь опредфленнаго числа К. 


отличалось какъ угодво мало оть 


$ 6. Непрерывноеть хувкши, Разрызъ непрерывности. Для того, чтобы 
можно было говорить о предфяф, къ которому стремится {(2) съ при- 
ближешемъ 2 къ а, необходимо, чтобы функщя /(2) была опредфлена 
для веякаго значеня 2, какъ угодно близкаго къ а; значене же / (а) 
само не входпть въ раземотрёне при опредфлени пред. [/ (2) |... Мо- 
жеть случиться, какъ мы это и видфли уже на примфрахь, что частное 
значене /(а) совсфмъ не опредблено выражешемь функщи / (2), или 
что (а) не совиздаеть съ пред. [{ (2}]„_„, или, наконець, что ($) не 
стремится къ опредфленному предфлу съ приближешемь х къ а. 

Важно замБтить, что частныя значеня аргумента, при которыхъ имфеть 
мфето одинъ изъ упомянутыхь случаевъ, по крайней мБрЪ для 16хъ функ- 
шй, съ которыми мы обыкновенно имфемъ дЬло въ анализ иего прило- 
жентяхъ, представляють псключене, а обыкновенно будеть имфть мФето 
‘равенство: 


пред. [7 (2) 5-а = (а). с. 


Функщя Г (2), если имфеть мфсто равенство (1), называется ненре- 
фывною при # — а. Итакъ, услове непрерывности функши /(7) при 
2 -= а соетоить въ томъ, что 

1) частное значеше { (4) есть опредфленное число; 

2) предфль, къ которому стремится /(х) при непрерывномь прибли- 
лени х въ а, также вполиф опредфленное число, и 

3) числа: { (а) и пред. [Г (2) ]... равны между собой. 


Функщя 7 (2) называется непрерывною вз промежутку (а, 6) между 
двумя числами Фи 5, если она непрерывна при каждомъ частномъ зна- 
чеши 2, лежащемь между а и 5. 


Услове 
пред. [У (4) 1. == Р(@) 
равносильно условшо 
пред. [Г (е + 2) — (а) 


поэтому опредвленя непрерывности функщи / (2) при $ = 4, или въ 
промежуткЪ между числами а и 8, можно формулировать слёдующимь 
образомъ: 

Функшя пепрерывна при х — а, еели при безконечно-маломз й и 
Г(а+ В — Г(а) также будеть безконечно-мало; функщя / (2) пепре- 
рывпа въ промежутк оть а до $, если при Й безкопечно-малохъ и 
1(2-—й) — Е(®) будеть безконечно-мало, каково бы ни было значен!е 2, 
лежащее между @ и 8. 

Когда независимая перемфнная переходить оть какого-нибудь значе- 
ня х въ другому 2 + Л, то мы говоримъ, что независимая перемфнная 
получаеть приращене 7; разпоеть / (7 + 1) — Г (2) называется ирира- 
щенемз функци } (5), соотвфтетвующимь данному приращеню незави- 
симой перемфнпой; какъ Л, такъ и приращене функщи, могуть быть по- 
ложительными или отрицательными. 

Съ помощью этихъ терминовъ, опрелфлене непрерывности функщи 
въ данномь промежуткф можно формулировать еще слЪдующимъ образомъ: 
функщая /(=) непрерывна въ промежутвЪ оть а до $, если, каково бы 
ни было значене 2, лежащее въ этомъ промежутЕЪ, безконечно-малому 
приращентю независимой перемпиной соотвютетвуетз и безконечно-ма- 
10 приращене функий. 

Если для нЪфкотораго частнаго значешя 2(г-=а) не выполнено усло- 
вые непрерывности (1), то говорятъ, что / (4) иметь разрыва непрерыв- 
ности при г = а. Привелемь примфры разрывовъ непрерывности различ- 
наго рода. 

1) Функщя / (2) =; мейрерыена при вслкомъ зналени м, кромф 


1 


значешя х = 5 Въ самомъ дфлё, при «а 2 $, имфемъ 
1 


1@ = рр п п |. — 


потому что 
1 1 ва—т 


а ба 0-м: 


при вефхъ значешяхъ х, достаточно близкихь къ а, эта дробь численно 
меньше любого ноложительнаго числа =, такъ какъ знаменатель будеть 
вакъ угодно мало отличаться оть ($ — а}, а чиелитель какъ угодно 
близокъ къ нулю. 


— 18 — 


При 2 = частное значеше / (6) пе имфегь смысла; съ приближе- 
шехь 2 къ 6, |{ (2)| возрастаеть безпредфльно или, какъ говорять, при 
х=5, Г (4) обрашается вЪ со. 

Слфдовательно / (2) имфеть разрыез непрерывности при д = 5. 

2) Пусть 

, 2 2 да 
ы`=т + ТИ "а чи 
При 22 0, {(2) есть сумма безкопечной убывающей прогрееси, и 
по извфетной формул алгебры имфемъ 
„2 
Рода - Иан, 
1 
1-х 
Сльдовательно 
пред. [/(#)]. о =1. 

При х = 0, очевидно имфемъ /(0) = 0. 

Зифеь пред. [/'(4)]=о не = /(0). Слёд. /(2) иметь разрывь при 
#=0. 
ро 1 
з) ге=—т 

1+ 2= 
имфеть разрывь при г = 0. Если 2 > 0 и стремится къ 0, то 1 стре- 
а 


МИТСЯ КЪ - оо, 22 также, и 


+ 
1 . 
Если х < Оистремится къ 0, то -; стремится къ (— <), 2* къ нулю, и 


1 
прех. |. - :] =. @<0). 
аи 

Частное значене {(0) выражешемь функщи не опредфляется (по- 
тому что при 1 =0 это выражене теряеть смыслъ); мы можемъ его 
назначить по произволу, взявъ напр. /(0) = 0 или /(0) = 1. Но ка- 
кое-бы изъ этихъ значенй ни взяли, непрерывность {(5) при х = 0 не 
будеть имфть мфета, потому что одно изъ значеяйй пред. [/(+)}-= не 
совпадеть съ /(0). 

4) Г(=) = непрерывна при всякомъ 2, если исключить знз- 
чене 2 —= а, при которомъ выраженю /(х) теряеть смыелъ. Мы видФли 


уже, что 
= пред. а =2а. 
а |. 
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Поэтому, если положимъ, пользуясь неонредфленностью значевя (2) 
при з=а, Г(а) = За, то услоше 


пред. [/(2)].-« = /(@) 
будеть соблюдено, и разрыва при 5 — а пе произойдеть. 

Это замфчаше мы можемъь обобщить, а именно: всяк разъ, когда 
выражеше функцы /(х) теряеть смысль при х —а, а пред. [/(2)}.=« 
есть опредфленное число 1, мы будемъ полагать / (а) = и этимъ до- 
стигнемъ того, что Г(2) будеть непрерывна и при 2 = 4. 

Докажемь теперь осповныя теоремы о предфлахъ, съ помощью которыхь 
легко убфдиться въ непрерывности различныхь элементарныхь функцщй, 


$ 7. Овновныя теореиы о предфлахь. Теорема 1. мели перемфнныя 
У» Ув - „ стремятся соотвфтственно къ предфламъ @,; @., @.,..... Ч 
то сумма 5 = у: у, у -Н 2... 3 у, стремится къ предфлу, равному 
ана, на, — а» т. в иредюль суммы нъесколькить слаемыхь 
‘равен суммь предъловь слезаемыхь. (Число т — конечное и опредф- 
ленное). 

Доказательство. Положивь 


и =а +, а: = 


з-- А, 2... =, й,, 
паходимъ 
Я а, на +. ча, ++...) 


Выбравь по произволу положительное число = (сколь угодно малое), 
и замфчая, что, по условно теоремы, числа й,,й,, ....й„— безконечно- 
малыя, можемъ положить 


Л 


В 
я 
тогха 
М, Л, +... + | <= и |9 — (а, ва, + а, < а, 
иными словами: 
пред. 5 =, на, +а, +... -+а,. 


Замьчане. Теорему оту нельзя примфпять къ суммамъ, въ которыхъ 
съ измфнешемъ слагаемыхь измЪняется и число ихъ. НапримЪрьъ, если 


1 2 3 —1 
Зи и жи. ==, 


то, съ возрасташемъ # до, каждое слагаемое стремится къ 0, а 


пред. 5, = пред. 1 х 2 


р ид 1 
т = 
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Теорема П. Если 
Р= 1..5, т.н, 


и перембнныя 2, Х,, .. 


стремятея къ соотвфтственнымь предъламъ: 
а,. @ь о. @из ТО ° 


=> 


пред. Р=а,. 4... а, 


т. е. предюль произведеня равенз произведеню предьловь сомножителей. 
{т — опредфленное пфлое число). 
‚Доказательство. Возьмемъ сперва т = 9, 


Р=и 


Полагая 
2, = а, 2, =а-+В,, 
имфемъ 
Р= (а +В) (а 1) = ва, ва, В, ная, + йй,. 
Разность 
(Рф аа) = ай, на, ВА, 
имфетъ предфломъ нуль (по теоремф 1-й), потому что каждое изъ 3-ХЪ 
слагаемыхь 2-й части имфеть предфломъ 0. Слёдовательно 
пред. Р =а, . в. 


ЗВь общемъ случаЪ имЪемъ 


прел. 2, . пред. х, . пред. (2,.... 2»). 


пред. х, . пред. =, . пред. т,.... пред. т„. 


Частный случай. Если 


9 =2. #. 
то Р== 
и пред. (=”) = (пред. 2)", 


т. е. иредвль степени (при натуральномъ показателЬ) равенг степени 
яредъла. 
Теорема ТТТ. Предъль дроби (частнало) равенз предълу числителл, 


дтленному на предьль знаменателя, если посльдны ме равенз нулю, 
2 _&а 
т. е. если предфль х -— аи предфлъ у = В не==0, то пред. =. 
Доказательство. Полагая х =а+й, у=ё-+ , ифемь 
а ау _ Ш 


Ба бита Ми, 
у 5 5О+Ь ВЫ? 
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при достаточно малыхъ значеняхь 18|, 5* -- 5 будеть какъ угодно мало 
отличаться оть $", и потому 5+  будеть> № — ГР, гдЬ Р — произ- 
вольное число, меньшее 2. 


Гортому га а, 
у в В 2 
если возьмемъ ы г в 
вр < 2° 
при произвольномъ =. 
Сльдовательно 
д. — ША 
ПРА у 5 — пред. у 
Олльдетвя: 


1) Если пред. р ==1!, то пред. 5 = пред. у. 
2) Пред. [2"] = (пред. х)^ и при т отрицательномъ дфломъ, потому 
что если т == — р, то 
1 
пред. [5“] = пред, #1 = 
—--- т 
{предо} 
Замфтимъ еще двф простыя теоремы, справедливость которыхъ оче- 
видна. 


А. Если перемфнныя х, У, 2 удовлетворяють неравенствамь: х<у<&# 
пли г>у>2, (при всевозможныхь соотвфтственныхь значеняхъ этихь 
перемфнныхь), и перемфиныя 2 и 2 стремятся къ общему предфлу Ё, 
то у стремится къ тому же предёлу Ё. 

В. Если перемфнныя хи удовлетворяють нерзвенству #> у, 


1 
пред. (2) ^— 


== (пред. 2) —* = (пред. 2)". 


и пред. =, пред. у =, то а=8. 


$ 8. Непрерывноеть различныхь элежентарныхь Функийй, ветрфчаю- 
щихея нъ злтебрё и тратононетри. Изь теоремъ $ 7 прямо вытекаеть, 
что алгебраическая сумма и произведеше непрерывныхь функц, сте- 
пень непрерывной функщи (съ дълымъ показателемтъ), частное отъ дьле- 
я двухъ непрерывныхь функойй (исключая значеня артумента, обра- 


щаюнця дфлителя въ нуль), будуть также непрерывныя функши. 
Въ самомъ дблЪ: 


1) Есля РГ = 96), ю 
пред, [172], == прах. [/ (2. «== пред. (еб = (ак (а) = Ра). 
2) Ен Ра) = Га), 


пред. [Ё (2)}.« = пред. [/(2)}..„ пред. [$ (2)}-., = /{@) 9 (а) = Ра). 


Ш 


Такъ же точно доказываются остальные упомянутые результаты. 
Отсюда далфе слёдуетъ, что пёлая рашональная функшя 


1) = Ам Ам... + Аа 4, 
непрерывна при всякомъ значеши х, потому что } (>) — сумма конечнаго 
числа функц, непрерывныхь при всякомъ х; ращональная дробь а 


непрерывна при всякомъ значе т, Ером% тфхь, при которыхъ 
р = 0. 


Функши 52, с03л непрерывны при всякомъ значеши х, какъ видно 
изъ формуль 


. . „ЭЙ й 
3 (х-- й) — зта = эт э воз — 5}, 
.й 
608 (д -- #) — 603 х Эм 5 


дающихь очевилно 
пред. [37 (# - #) — зв Жо = 0, 


пред. [608 (# + #) — с08 № 0. 


что и показываеть непрерывность 3.2 и с08 х при всякомъ х. Функшя 


и я епрерывна при веякомъ г. кромё значений вида 
9 = сна — Непрер р ®, пр М вид 


гдЪ  цфлое число, для которыхь с08 2 = 0. 

Разсмотримъ показательную функцию {{2) = а”, гдБ а положитель- 
ное число. Относительно опредфлешя этой функши, при какомъ угодно 
вещественномь значен х, замтимь слфдуюдщее: 

Когда г — цёлое положительное число, то @” есть произведеше 5 
множителей, равныхь а; при г = 0, /(0) = @* = 1. 

р 


Для х — дробнаго рашюнальнаго, # =, тд ри 4 — цфлыя числа. 


:. 
4” есть ариометическое значеше У 4?; при 2 отрицательномъ, 


1 


а 


а-# 
такимь образомъ а” вполнЬ опредфлена для всякаго рашональнаго зна- 
чешя д, положительнаго и отрицательнаго. 

Значеше 9* для д, — несоизифримаго (иррашональнаго) опредфляется 
слдующимъ образомъ: а^ есть предфаль, къ которому стремится а”, когда 
соизыфримое число д стремится къ несоизмфримому прелфау 2.. 

Это опредфлеше равносильно слфдующему: если 2 < 1, < к. тд Ёиз 
решюнальныя числа, какъ угодно близыя кЪ 42., то 


в 34° <, при в» 1, и &>4^ >41, при в< 1. 
Е. Поссе. _Дофферем, в мнтегра ви. возиеленя, 2 


— 18 — 

Такимь образомъ функшя 4” вполиБ опредфлена для всякаго значе- 
я перемфннаго 2, неярерыено измфнаяющагося отъ — со до + со, т. е. 
для всевозможныхь вешественныхь его значенй. ^ 

Покажемт, что 

пред. [4*].‹ = 1, 

т. е. совпадаеть съ частнымь значешемъ этой функщи при г 

Заифтимъ сперва слфдующее простое неравенство 


(+= 1-м, 


тдБ = — произвольное положительное число, # — пфлое положительное 
число. Неравенство это вытекаеть изъ тождества 


=" —1 _ , ра 
ПЭ № Т-- (Г -= =) + (Г =)... (1 2), 
которое даеть, если принять во внимаше, что 1 +е> 1, 
т- 1 
Ч 5; ->т 
илН 
(И э)" 1+ ме, (1) 


1 
Полагая сперва а>1 иб<х< ’ ТАБ # — произвольное поло- 


й 
жительное число, будемь имфть а < а"; чтобы удовлетворить неравен- 
ству а’ — 1<.3з, достаточно удовлетворить неравенству а —1<в, 
т.е. (Т +в)" > а, а въ силу неравенства, |) АЛЯ этого достаточно, 
чтобы | + же > а, т. в т> . 

Отоюда и выходить. что для вевхь апаченй 2 въ промежутЕВ оть 
0 до = — 1 <а, т. е. 

пред. [21°] = 1, (# > 0) 
Замфчая, что при отрицательномь х равномъ (— у), 


находимъ 
пре ль 
= пред. [а” 


такъ-что и при < 0, . 
пред. [а],=° = 1. 
Наконець, если а<1, 10 положивь а = 1, будемъ имфть $ > 1, 
._ 
"=, 
1 


* По = пред р = 


в -— 


Поэтому, каково бы ни было положительное число а, всегда 
пред. [а”]=5 = 1. 


Отсюда вытекаеть, что а” — непрерывна при всякомъ знэчеши 2, 
потому что, положивъ /(%) = а", имфемъ 


те Гео, 
пред, [/(-+ #) — = а. пред. (а* — Юьь = 0, 
что ит. д. 


$ 9. 0 графическомь изображещи Функщи. Для того, чтобы соста- 
вить себф наглядное представлее пзмфненя нфкоторой функщи { (2) 
при измнеши ея аргумевта, можно поступить 
слёдующимь образомъ. Выбравъ каыя-нибудь ч 
двЪ взаимно перпендикулярвыя пряжыя Ох 
и Оу за координатныя осп ва плоскости, бу- 
демъ разематривать различныя значеня ›' кавъ 
абециссы точекъ и соотвфтствующя значе- 
я у какъ ординаты. Общее мЪсто точевъ, 
которыхь координаты удовлетворяють урав- г 
ненпю 


3 
У=/< Чем. 


будеть нзкоторая кривая лин1я, которая и служить графическимь изо- 
бражешемъ данной функши. Уравнеше у — /(2) называется уравне- 
немь этой кривой. Если фувщя /(=) непрерывна въ извфстныхь пре- 
дБлахъ, то и кривая лин, ее изображающая, представляеть непрерыв- 
ный рядъ точевъ, т. е. если возьмемь на кривой лини нёкоторую точку М 
(черт. 2), то всегда можно на той же кривой Взять другую точку М,, 
для которой разстояые ММ, меныше произвольно малаго числа =. ДЬй- 
ствительно, полагая ОР = < и замфчая, что 


ММ, < ММ-+ М.М, 
28 ММ-=РР, =Ви М, М= М.Р, — МР -рФ=ь 


при непрерывности функци /(2) можемъ сльлать # --#, а слЬдовательно 
и ММ,, вакь угодно малыми. 

Разсмотримъ нфсколько примфровъ трафическаго изображеня функщй. 

Бу = 312 (черт. 3). 

При 2 =0, т, —2ж,.... и вообще д = к, гдВ К цфлое число, 
у =0. Во вебхъ точкахъ, соотв фтствующихь такимъ значенямъ 7, кри- 
вая, изображающая функцию у ря , пересфкаеть ось абсциссъ. 


При измфнеши х оть 0 доз ы ‚ увозрастаеть оть 0 до 1, а прии изифнони Е 
отъа = > до т, у убываеть оть 1 до0. Зь промежут отъ = до = ", и убы- 


веть оть 0 до — а въ промежут$ оть в до 25, возрастветь оть 
ры 


— 20 — 
— 1 до 0. При дальнЪйшемь изыёнени д, значеня у повторяются пе- 
аодически въ силу уравненя 
зв (х + Эк) = 88 2, при #—пфломъ. 


Двумъ значенямь х = +чих = — а соотвётствують два значе- 
шяу, равныя по величинь и противоположныя по знаку. Вс эти свойства 


Черг. 3. 


функши зх наглялно изображаются кривою лиею на чертежь, гдф 


ОЕ ЕА= АТЕВТ = 1, ЕР = ТК = 1. 


2) у= 1х (черт. 4). 
При возрастана 2 отъ 0 до 5, у возрастаеть оть 0 до -= °5; при 
переходЪ х черезъ Е, у претерифваеть разрывъ непрерывности, перехо- 
ДиТЬ иЗь + о въ — зо, и, при возрастави 2 отъ 5 


з/ / 
ДИ 


до =, возрастаеть 


Черт. 4. 


ОТЪ (— =о) до 0. При дальт6йщемь измфнени +, значешя у повторяются 
перодически, въ силу уравненя #7 (х  #=) = &41. при Ё— цъломъ. 
Съ пзмнешемъ х па (—х), у измфняеть знавъ, не измняя величины. 

Кривая, изображающая функшю у — 1х, состоить изъ безконечнаго 
числа безконечныхь вБтвей; разрывы непрерывности соотвЪфтствують зна- 
чешамъ 


тдЪ 7 пфлое число, а точки пересбченя съ осью 2-овЪ значенямъ 2, 
тдЬ А также дфлое число. 


3) Функшя у, которая задана суБдующимъ образомъ;: длял< 0, /=1. 
при 0 я =1 у=1 +2, пи 1252 у=3—х, и пи #>2, 
у = 1, изобразитея ломанною лишею АВСЛЕ (черт. 5). состоящею изъ 
прямой АВ: у=1, отрфзка прямой ВС: у 1-х. отрЪзка прямой СЪ: 


Черт. 5. 


у=3— и прямой РЕ: у = 1. Фуикщя эта непрерывна при всякомъ 
значени х. 


$ 10. Основкыя положевя, дающёя признаки существованя предфла 
перенфннаго числа, Основное свойство непрерывныхь Функц. Опредбле- 
ше предфла, къ которому стремится нфкоторая функщя при безпредьль- 
номь возрастави ея аргумента или при непрерывномъ прибаиженши его 
въ даниому числу, не даеть средства судить о существовании этого пре- 
дЬла. Установимъ теперь нфкоторыя положеня, дающия признаки суще- 
ствовая предфла, основанные на разсмотрфни послёловательныхь зна- 
чен перемфннаго чиела. 

Положене, Если перемьнное число у постоянно возрастаеть (или, 
0 кралней мерь. нивозда не убываетв), т.е. проходитв рядь значений 


но остается меньше диннао числа 4, то у стремится кз опредълен- 
хому предълу Г. меньшему или равному А; аналозично этому, если 
звремънное у постоянно убывает (или не возрастаеть), но остается 
больюе даннао числа а, то у стремится *5 опредъленному предьжу 
1=а. 

Это положеше мы примемъ за акыому (сх, приб. 1). 

Пзь этого положешя вытекаеть нижеслдующее: 

Слёдетые. Если перемънное х получать рядз возрастающих (не 
Убывающиеь) значениз ^ 

‚. а) 


а, = а, =а,...=а 
а перемънное у ряд5 убывеющить (не возрастающих) значенй 
ба... а. с... (2) 


если, при этомь, начиная съ нькоторто п, 
а. <. 


— 9 — 


зп. е. каждый член возрастающало ряда меньше соотвътетвующего 
члена убывающиио ряда, и . 

$, —в, стремиися кк нулю при безпредъльномь возрастанёи п, {3) 
то перемънныя д и у или числа а, и 6», при безтредъльномь возра- 
стан и, стремятся кз одному и тому же предълу Г, который ле- 
жить между в, и 6„, вико бы велико ни было п. 

Вь самомь дЪлЬ, такъ какъ а, постоянно возрастаеть, но остается 
меньше опредфленнаго числа б,, въ силу условия: а. < 6, ==8,, то а» стре- 
мится къ опредбленному предфлу Г, который будеть очевидно больше 
любого члена ряда (1). Такъ какъ $, постоянно убываеть, но остается 
больше опредфленнаго числа @, въ силу условя; 8, > в, а, то иб, 
стремится жъ опредёленному предёлу Г’, который будеть меньше любого 
тлена ряда (2). Числа ри” равны между собою, потому что, допустивъ 
напр. 2/> Г, имБли бы при всякомъ *, 


«<<< Ь, 
бир И--Ь, 
что противорфчить условно (3); также видно, что Ё не > Г/; слЬдова- 
тельно Ё = Г. 
Когда даны ряды (1) и (2), то можно не только утверждать суще- 


ствоваше предфла Г, но и вычислять его съ желаемою степенью точ- 
ности, потому что неравенства 


„< Ь<&, 
Га < в, и 9, — Р<в, а 


причемъ $, — «„ при достаточно большомъ и, какъ угодно мало. 

Мы увидимъ въ дальнЪйвемь неоднократно приложешя установлен- 
наго положен я п его слЬдетвя. Покажемъ теперь же приложеще этого 
слдетн къ доказательству основнаго свойства непрерывныхь функций, 
которое выражается нижесл6дующею теоремою: 

Теорема. Если /(2) непрерывна в5 прамежуткь (а, $), в при 
этому значешя (а) им }(6) числа ‘разныть знаковь (напр. Г(в)>0, 
7 (6) < 0), то 05 промежуткь между а и $ найдется по прайней итрь 
0дно значее перемпннаю, для котораю Г (2) = 0. 

Это свойство формулирують часто елБдующимь образом»: 

Если {(а) и Г(6)—чиела разныхь знаковъ, 10 между а и $ лежить 
по крайней иЪрЬ одпнъ вещественный корень уравнешя /' (5) = 0, если 
{(@) непрерывная функшя въ промежуткЪ (а, 5). 

‚Доказательство. Предиоложимь для опредфленности 


а<в, Г(а) < 0, (0) > 0. 
Раздьлимь промежутовъ (@, 5) на дБ равныя части и `разсиотримъ 
значеще /(2) при д = 59, т. е, въ середин$ этого промежутка. Если 


откуда 


дають 


уз 
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5 
уе и 5) = 0, то теорема локазана: если это чиело 1 


+ 
оно будет >00 или < 0: если ("5") <. то мы потожииь 


@в+8 ъ 
2:1 
а если ие 
8-6 
а =а =, 
и въ обоихь случаяхь получится новый промежутокь (а, 5,), вдвое 
: %—н а 
меньший прежваго, причемъ @ =5 и, 6==6,, 6, --а, = “, обладающей 


тЬмъ же свойствомъ, какъ и первый, а именно /(а,)<0, /($,} > 0. Поступая 
съ новымъ промежуткомъ (а,, $.) какъ съ первымъ, мы или найдемъ зна- 


. Ва. 
чеше 2 = 5", для котораго { (2) = 0, и теорема будеть доказана, 
пли получимь новый промежутокъ (а,, 5,), для котораго 


$ —а 
а, НВ, в — = —- 


Та, <0, Г) > 0. 


Продолжая поступать также далфе, мы или попадемъ на такое значен!е х 
въ данномъ промежутк$, при которомъ { (5) = © (причемъ теорема бу- 
деть доказана), или составимъ безконечный рядъ ‘промежутков 


(а, 5), @,, 6,), (а, 6)... (@» 5,)..-, 
для которыхъ 


причемь 


и, при всякомъ %, 


7) <0, 16) >0. 


Равенство (3) показываеть, что 8, — а, стремится къ 0 при безпре- 
дЪльномъ возрастани %, а поэтому, на оспованш вышеизложеннаго, 2. и 5, 
стрематся къ одному общему предфлу с, лежащему очевидно между и 5. 
Легко убфдиться, что / (6) = 0, ч8ыъ и докажется высказанная теорема. 
Въ самомъ дЬлЬ, если допустимъ, что Г (6) >0, то 


Т@® - Га) > г®, 


потому-что /(а,)<0 при веякомъ 4, что невозможно, потому что, в силу 
непрерывности фувкщи } (2), 
1 @) = пред. [а], 


Ша — 


такъ какъ . 
с = пред. а,. 
п слёдовательно 
г —Гел<ь 
при достаточно большомъ я, гдф =— любое положительное число, 
Допущене / (с) 2 О также невозможно, потому-что 


70) > 0. 
слфдовательно 
Г — Г®> — #@). 
что протлворфчить условно 
1 © = трех Г 6.). 

Теорема сяфдовательно доказана. 

Графически эта теорема поясняется слфдующимь образомъ (черт. 6). 
Если / (=) имфеть разные знаки при х =в их -=Ь, то кривая, ее 


изображающая, имфеть точки М и Х, 
соотвфтствующя значешямъ 


1 = ОА =а, «= ОВ =Ь 


по разныя стороны оть оси 4-овь; не- 
прерывная кривая, соединяющая точки 
М и №, должна пересфчь ось д-въ по 
крайней мфрЪ въ одной точкЪ С, между 
А и В, если каждому значению д въ 
Черт. 6. этомь промежуткЪ соотвфтствуеть одно 
опредфленное значеше { (2), т. е. одна 
опредфленная ордпната. Абсцисса точки С и будеть то значеше д, при 
которомъ / (т) = 0. 
Сллъдетве. Если Г{х) непрерывна въ промежутк® (а, 8), и { (@) = 4, 
# (6) = В, то, каково бы ни было число Р, лежащее между Чи В, 
найдется по крайней ыфрф одно значеше х = с, между а.и 6, такое, что 


1) =Р. 
Чтобы въ этомъ убфдиться, положимь напр. 
А<РЗВ, 


и разсмотримь фувкшю 
Е®ЕГ®-Р 
очевидно непрерывную въ промежутьЪ (а, 5); мы будемъ имфть 
Р (а) = А —Р<0, РВ =В—Р>о, 
сафдовательно между @ и $ есть число с, для котораго 


ЕР (© =1<® -Р=о, т.е. (©) = Р, чо ит. а 


Получепный результать можно формулировать слъдующимь образомъ: 
при непрерывномъ измфпеши хоть @ до $, пепрерывная фуньшя } (/)} 
пройдеть черезъ всё промежуточныя, между /(а} и { (5), значеня. 

Зажво только замфтить. что при непрерывномъ возрасташи 2 оть а 
до > а, [(=) можеть пройти черезь каждое изъ промежуточпыхъ зна- 
чей между Г (и) и ($) не одинъ, а нЪеволько разъ. 


$ 11. Фувкщя обратная отновительно данной. Если уравпене 
=) [0 


опредфляеть у какъ функцию оть х, то, вообще говоря, можно и + рая- 
сматривать какъ функшю оть у: если рыпешемъ уравненёя (1) относи- 
тельно д получается 


2=Р (у), (2) 
то функшя Р (у) называется обратною относительно функши / (2), и 
функши 7 (у и К (у)—взаимно-обратными. Нри обращеши одпозпачной 
функши вообще получают- 


ся фуньщи многознаяныя, ——— 


папр. изъ уравпешя у=.“”, 


находимь ру. изъ 
у=яна, & = ас зту 
итд 


Но легко убфдиться, что, 
если при возрастания 2 вънф- 
которомъ промежутк$ (а, 0), 
функия у измфняетея въ 
одномь направленм, т. е. 
или постоянно возрастает 
или постоянно убываеть, 
оть значешя у, = { (а) до 
= (0), то д = Ё(у) будеть однозпачная функшя оть у въ проме- 
жутк$ (у, Г). 

Нрилагаемый чертежъ наглядно обнаруживаеть справедливость этого 
замбчашя. Положимъ, что лишя АВ (черт. 7) изображаеть постоянно 
возрастающую функшю у =: {(2) въ промежутеВ (а, 5). Взявъ произ- 
вольное зпалене у = ОР между у, и У, ипроведя РС] Ох. мы най- 
демь только одну точку пересфченя прямой СР съ лишею АВ. п абсцисса 
этой точки С, х = ОЕ, ибудеть единственное зналене х, соотнфтствую- 
ее данному у ОГ. Очевидно, то же самое будеть и при постоянно 
убывающей функции у въ промежуткЪ (а. 5). 

Однозначность обратной фунещи только тогда не будеть имть мфета 
когда при возрастанши 2 оть а до $, у=(х) будеть то возрастать, то 
убывать. Въ этомъ случа, какъ легко покажеть чертежъ, одному и тому же 
значенню у будуть соотвфтствовать нВсколько значейй 2, такь какъ 


# 
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прямая, параллельная оси 2-въ, пересфчеть кривую АВ въ нфеколь- 
вихъ точкахъ. 
Примфнииь сказанное къ обращению тригонометрическихь фуньщй 
$2, с08 ф и шт. = 
1) Положинь у = зтх// ИПри возраставфи 2 отъ — э пдона, у ш- 
стоянно возрастаеть оть — то +1; поэтому функшя 2 = @7с 8 у 
однозначна, при услови 


г . 
2) у = 6031 ’постоянно убываеть оть +1 до — 1, при возрастани 5 
оть © до п; поэтому функшя х = а7с 608 у однозначна при услоши 


О=у=я 


3 у=# = посмяшио возрастаеть отъ — со до + со при возраста- 


ни 2 оть — оо + 5; поэтому фуньщя х = атс уу однозначна при 
услови 


—5<#<+ 


Не трудно также убфдиться, что если Г(2) непрерывна въ проме- 
жуткЬ (а, $) и изыфняется при вограстайи хоть а до $ въ одномъ 
навравленщ (монотонна, какъ товорять для краткости), то и обратная 
функшя х = Р(у)—непрерывна въ промежуткВ (у, И), гдЪ 

. и =Г@, У=ГО). 

Положимъ для опредфленноети, что { (2) постоянно возрастаеть при 

возрастани х; возьмемь любое значеше у — 1 между у, и У (черт. 7); 


ему соотвфтствуеть одно опредфленное значеще т, & = # (1), лежащее 
между а и 5. Нало доказать, что 


пред. [Р (9), =Р (9 


этимъ и докажется непрерывность функши Р(у) при любомъ значеши 1) 
между у и У. Выберемь произвольное положительное число = и будемь 
измфнять 2 оть Е —® до 5 +; при этомъ у будеть непрерывно возра- 
стать оть т, = 7—2) до 1. = УЕ +), и 1. << 1. Каждому зна- 
ченйю у въ промежутк$ (л,,1,) будеть ‚соотвфтетвовать одно опредфлен- 
ное значене 2 въ промежуткВ (5 — в, 5+2). 

Обозначивъ черезь 8 меньшую изъ двухь разностей 1 —1, и 1, — т, 
замфчаемъ, что промежутокъ (3—8, ц-=&) будеть заключаться внутри 
промежутка (1, 7:), и оказывается, что произвольно выбранному по- 
ложительному числу = соотвфтетвуеть другое число 8, такое, что каждому 
значеню у въ промежутеВ (и—8, {-+-5) соотвфтствуеть значеше функ- 
ни 5 = (у) въ промежутв (Е — в, Ее), т. е. 


(Р (9) —ь РЯ +в, 


а эт0 и значить, что 
прех. [Р (и) = = РС. 

Такъ напр. замфчая, что у—=а“— непрерывная, постоянно возрастающая, 
при а>1, и положительная функщя оть <, при любомъ звачени 2, можемъ 
сказать, что функшя х == 09. у непрерывная функшя оть у при вся- 
комъ положительномъ у. 

Такимъ хе образомь изъ непрерывности тригонометрическихь функ- 
ЩИ у = 5%, у = 6085, у = 9х вытекаеть непрерывность обратныхь 
имъ, круговыхь функщй агсяй у, атс озу, атс чу. 


$ 12. Функши оть хункди. Если каждому значеню перемфинаго х 
соотвфтствуеть опредфленное значене перемфинаго м, и каждому значе- 
вю # опредфлепное значеюне перемфпиаго {, т. е. если 


н=2(2) и у=р(ы, (..... (1) 


то, очевидно, у будеть также фувкщею оть 2, и зависимость у отъ 2 
можно представить или при помощи двухь формулъ (1) или одной 


= (2) н.. 


Въ подобныхь случаяхь у называется фунюйею отё функции Напр. 
если у —= а", # = 5х, 10 у = а** * есть функшя оть функщи. 

Легко видёть, что если и = (2) — непрерывная фунещя оть 2, & 
у = /(и)— непрерывная функшя оть #, то у—также непрерывная функ- 
щя оть 2, потому что безкопечно-малому прирашеншю х соотвфтетвуеть 
безконечно-малое приращение #, которому въсвою очередь соотвфтетвуеть 
безконечно-малое приращене у, откуда и слёдуеть сказанное. 

Это замфчане позволяеть обобщить формулу 


пред. [5"] = [пред. 2]^, 
доказанную для и Плаго, на сяучай т дробнаго и иррашоналытаго. 
При и несоизмЪримомъ, функшя д”, подъ условемь х>0, овреди- 
ляется Уулою. 
форму: де ат. я, 
хоторая, при и— рашональномъ, ‘выводится изъ того, что 
109, (17) = т 09,5. 


Обозпачая чи 209, черезъ и, и замфчая, что 09, х — непрерывная 
функщя оть 2, при 2>0, и а" = =”, непрерывная функшя оть и при 
любомъ значеши #, мы и заключаемь, что 2” — непрерывная функщя 
оть 2, при 2>0, Поэтому 


пред. [2"],.= = [пред. #м.-в, = 2". 


$ 13. Вычислене овновавя натуральныхь нли Неперовыхь догарио- 
жовъ. Основажемь натуральныхь или Неперовыхь (по имени пютланд- 
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скаго ученаго Мари, изобрьвшаго логариомы) служить число, опредф- 
ляемое какъ предъль, къ которому стремится функщя 
' 


{1 на)? 


при непрерывпомъ приближени: я къ 0; число это обозначается обыкно- 
венно буквою в, такъ чю/ 


1 


= пред. [1 о уни 


; 1 
Чтобы убфдиться въ существованш этого предфла, положимь х =. 
и замфтивъ, что [и| возрастаеть безпредфльно съ приближешемь я къ 0, 
будемь имЁть 
1} 
е — пред. {1 + - оне 6} 
#15 
Иредположимь сперва, что и возрастаеть безпредъльно, принимая 
только цфлыя положительныя знзченя: 1, 2, 3, 4.... ит. д, 


Пользуясь формулою бинома Ньютона. можемь написать 


(3) 


откуда 


Слфдовательно, каково бы ни было цфлое положительное число я, 
2<|1 1'< 3. 
2 -- 2. 
в. 


3) При замфнф и на (п + 1), вс члены второй части формулы (3). 
начиная съ 3-го, очевидно увеличатся и число членовъ на единицу уве- 
личится, & такъ какъ вс эти члены положительны, то оказывается, что 

/ 1» . 
число \1 — В) постоянно возрастаеть при возрастати я, оставаясь 
меньше 3. Отсюда, на основанш положеня $ 10 заключаем, что 
1 . : 
( 1 д) стремится къ опредфленному иредфлу, который будеть <Зи>?, 
въ силу замфченнаго выше. 

Для вычислен!я этого предфла съ желаемою степенью точности, обра- 

шаемея опять къ формулЪ (3), и обозначивъ для краткости 


ей) 


д 4 
нанитемъ формулу (3) такъ: 
(1 -— 1) ЕТИ, Ни, + (ии иыьа-Н....-Ни,). <). 
Выражене (1) показываеть, что й 
1 ый 1 
<}. сев = вал Зал’ 


поэтому 


Ньы < Я Тег. 


инь: < пы рр 
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откуда 
1 1 


и, 
рен -НИи, <; РА ты 1 ры рее 


Ча Нео, « та 
и формула {3} даеть, при А < я, 


О 
<(1=,) Рае. УЕ . 65) 


Увеличивая % до оо и разсматривая при этомъ & какъ постоянное, 


находинъ 
1 2 
(+ 
т 


(.- 
пред. %, = пред. | --- 


пред. (1 - В =е 


и неравенства (5} дають 


| 1 
9<е- (1 1+ т 


гдф А — произвольное нфлое положительное число *). 
Итакь, принявъ за риблиокенное значене числа е: 


мы сдёлаемъ положительную погрьшность, меньшую, ч$иъ т? 


которая при достаточно большомъ & будеть меньше любого даннаго 
ЗиСлЗ 5. 


Положивъ напр. # = 21, иаходимъ 
е = 2,71828182845904523536 .... 
вфрно до 20-го десятичнаго знака. 
Число е — несоизмёримо, потому что допустивъ, что е = 2, гр 


>} Неравенства (6) мо могуть обратиться въ равенства вольдотые опредюленности 
зисав е и произвольности числе Ё, 
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и 4 — цфлыя числа, и положивъ въ неравенствахь (6) А ==4, нашли бы 


1+1 


откуда, по умножени на 1.2 
М№Мхр.1 


г № [1 1 5 + 1.2....4.4 — число пф- 


. 9.9. вытевало-бы 


а<иЕ. 


лое, что очевидно певозможно: между двумя смежными ифлыми числами 
Ми №- 1 не можеть заключаться пфлое число р.1.2.... 1. 
Неравепства (6) можно замфпить равепствомъ 


. (2) 


вар, +... 


1 
е< 1+1 +та+. 


при любомъ цфломь положительномъ значеши #. 


Убъдившись, что ( 1+ Бу стремится къ опредфленпом) предфлу при 
возрастави челазю положительно п до со, поважемъ, что разсматри- 
ваемая фупкшя стремится къ тому же предфлу, при непрерывномь возра- 
стаНи -= # ДО со. Предполагая пока я — положительнымь, но прини- 
мающимъ любыл значеня, соизифримыя и несоизмримыя, обозначинъ 
черезь т — ближайшее къ # цлое число, меньшее я, такъ что 


т << 1. 


... ® 


При безпредфльномь возрастани и, положительныя и пфлыя числа же 
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и т-+ 1 также возрастають безпредфльно, причемъ по доказакному раньше 
+: 


‚› пред (1 и. =5 


1” 
реа. (1+) 

и очевидно 
1 1 ) —1 
предл. (. == ия 1, пред. |1 Чит | 


Изь неравенствъ (8) видно, что оба числа, между которыми постоянно 


1\^ р 
находится ( Е >) стремятся въ общему предфлу ©, поэтому 


п” 
„|+ = 

пред. [ [| 
причемъ » уже не ограничено условюмъ принимать тольго пфлыя значеня. 


Наконець, если я —= —^ — число отрицательное и стремится къ. 
(— о=}, причемъ х стремится КЪ + <>, то будемъь имфть 


: 
Изъ всего предыдущаго выводимъ, положивъ „ = а, что 
1 


пред. [1 :] 


при непрерывном приближени а къ 0, какъ ©0 стороны положитель- 
НыхЪ, такъ и со стороны отрицательныхь значений а. 

Положивъ г” —= у, мы будемъ называть х неиуральныме или Ненеро- 
вымз логаривмомъ у и писать 219 у, удерживая знакъ 109, у для обозна- 
чешя логариема того же числа при другомъ основан а, и знакъ 09 у, 
когда въ обозначен основашя логариьмовъ пфть надобности, 

Въ теоретнческихь вопросахь встрёчаются исключительно натураль- 
ные логариьмы; въ практическихь вычнелешяхь наобороть почти исклю- 
чительно десятичные пли Бригговы логариемы, при основани а = 10. 

Для перехода оть натуральныхь логариемовъ кь десятичнымь и 
обратно, служить формула 

109,9 = М. чу, 


— 33 — 


: . 
ив = 0,4342944819....— модуль десятичной системы лога- 


г М 
риомовъ. Формула эта выводится слфдующияь образомъ: если 2 — #9 у, то 
у = #7; если #, 09 ви, то у = 10%, откуда 44 у = 2, 49 10, или 
парт. в. ну = МУ. 

Для вычисленя натуральныхь логариомовъ будуть указаны въ курсь 
удобные способы, 


$ 14. Безконечно-малыя разлачныхь порядковъ. ЗамЪна однихь 6ез- 
конечно-малыхьъ другими при вычислеви предфловъ отношенй и суммъ, 
Мы назвали безконечно-малымь перембнное число, имфюшее прелёломь 
нуль. При розыскани предёла, къ которому стремится яЪкоторая функ- 
шя, когда ея аргументь приближается непрерывпо къ какому-нибудь 
предлу а или безпредфльно возрастаеть, всегда можно свести вопросъ 
къ розысканию предфла функшиг отъ безконечно малато аргумента, потому 
что если 2 стремитея къ предфлу а, то ф—а стремится къ нулю, & 


р 1 

если |2| безпредфльшю возрастаеть то 3; стремится къ 0; поэтому, полагая 
1 

& —ч=у въ первомъ случа их 80 второмъ, и разсматри- 


вая дапную функцио какъ функцие оть у, въ обоихъ случаяхь можемь 
разсматривать аргумепть у какъ число безконечно-малое. Поэтому и 
называють вопросы, въ которыхъ требуется найти предфльъ перемфннаго 
числа, вопросами анализа безконечно-малыхь. 

При одновременномь разсмотрфиш нфеколькихъ безконечно-малыхь 
иногда полезно бываеть установить раздёлеше пхъ на безконечно-малыя 
различныхь порядковъ. Съ этой дфлью мы установимь нижеслфдующия 
опредфленгя: 

1) Два безконечно-малыхь числа а и В пазывають безконечно-ма- 
лыми одного и того же порядка, если отнонен 1 имфеть предфль (ко- 
нечный), не равный нулю. 

2) Число В называють безконечно-малымь вмениио порядка относи- 
тельно а, если отношене © есть также безконечно-малое число, т. е. если. 


пред. (8) =0. 


3) Принимая @ за безконечно-малое перваго порядка, называють 
8 — безконечно-малымт порядка К, гдф #> 0, если 
В 
пред. Е — конечному числу, не равному нулю. 
Замьчане. Изъ этихъ опредфленй не слёдуеть, чтобы всякое без- 
конечно-малое число, какъ функшя оть 2, было числомъ опредфлепнаго 
порядка. Мы увидкмъ въ дальнЪйшемь примЁры таких функц Х (&), 


7 


для которыхь отношене -„:”, какъ бы мы ни выбрали число К, будеть 


5. Носсе- Дафферел, и интегральн. почпелелья, 3 
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имфть предёломъ или 0, или со: тая функщи слёдовательно не могуть 
быть названы безконечио-малыми опредфленнаго порядка. 

Для пояспевя предыдущихь опредфлевый приведемт нфеколько при- 
мфровъ. 

1) яна, при а безконечно-маломъ 1-го порядка — безконечно-малое 
также 1-го порядка, потому что 


та 
вред. | „ ие 


2) (1 — с08а) — 3-го порядка, если «— безконечно-малое 1-го порядка, 
потому что 
Г] — с05а 
прод. ‘г | о Ре 


3) вх — Яна безконечно-малая 3-го порядка. въ томъ же предпо- 
ложени объ я, потому что 


пе ща— та пре [8х (1 — 603%) —_ 
ел. | 2 == ред. 52 6052 =) 


Если 3—безвонечно-малое порядка А относительно 2, т. е. если 
В 
пред. [] =, 


гдв Ё не = 0, то 


3 
Ев, 
Е 
тдБ =— безкопечно-малое, а поэтому 
= А. 


Первый членъ Га" называють злавнымь членомъ въ выражеши без- 
конечно-малаго порядка #; второй членъ_-безконечно-малое порядка выс- 
шаго, чЬмъ д“, потому что 


пред. [ 


Если предфль отпошеви двухъ безконечно-малыхь Ви 7 равенъ еди- 
нид, то Ви {| называють эквивалентными безконечно-малыми. 


в 


Е\ | — пред. = = 0. 


. 1 
Напр. зая из или | —с05а и 52’ — эквивалентны, потому что 


пре 5 9 1 
В ао 
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Безконечно-малое порядка № и его главный членъ эквивалентны, по- 
тому что, если 5 
ь ЗЕ На, 


тд С не з— безконечно-малое. то: 


пред. О — пред. | + й =1. 


Можно еще замфтить, что разность двухъ эквивалентныхъ безконечно- 
малыхь Вит есть безконечно-малое выештаго порядка относительно 3 и 7: 
вЪ самомъ дёлЬ, если 


то 


ГДЪ з— безконечно-малое, а слёдовательно 1 порядка высшаго чЬмъ 1 и В. 

Въ приложешяхь апализа безконечно-малыхь къ геометрии перфдко 
пользуются нижеслёдующею теоремою. 

Теорема. Предъль отношения двухв безконечно-малыть и предьль 
суммы безконечно-малыхь слазаемы.гз одно в тозо же знака. число кото- 
рыть возрастаеть безпредъльно, не измънится при замънь данныхь без- 
конечно-малыхб другими, им5 эквивалентными. 


Доказательство. 
1) Пусть ия, 8 и В, попарно эквивалентны, т. е. 
шрек [**] = 1, пр. [| =... а) 
м р 


надо показать, что 


== == 


Для этого замфчаемъ, что по условямъ {1) 
9. = (1 +=), В, =В(1 +1), 


ТДЬ в и у—безконечно-малыя. Отсюда: 


Е? д 1-е 
3, 81+ 


а 
ед. — пред. -. . пред. 
тр [] тел в 


р 
что и требовалось доказать. 
2) Положимъ, что разсматривается сумма 


ааа. а,, (1; 


въ которой вс слагаемыя зависять оть числа я, и что при безпредфльномь 
возрастанш я, каждое изъ слагаемыхь, сохраняя озить и тоть же знакъ 
з 
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(-= напр.), стремится въ 0, т. е., кавъ говорять для согращешя рфчи, 
сумма безконечно-большое числа безконечно-малыхв слагаемых. Поло- 
жимъ, что съ возрасташемъ # до со, ата сумма стремится въ нфкото- 
рому опредёленному предфлу 5 (или остается постоянно равною данному 
числу 5). 

Прамфромь можеть служить сумма 


т р й 
воторая стремится къ предфяу = 5, при безпредфльномъ возрастан #. 
{Всякое конечное число $ можно разсматривать какъ предВлъ суммы в 
слагаемыхь: 


не... + 
в и # 
при возрастанш и до 05). 
Положимъ далфе, что 8, ...-Выь Вы — безконечно-малыя, со- 
отвфтетвепно эквивалентныя числам 9, 2,...-2.ь 9, 
По извфстной теорем алгебры, дробь 


... 


есть число, по величинф заключающееся между нанменьшею и наиболь- 
пею изь дробей 


ыы. 


--) 
1, 


(ее. в) 


8 3 
тавъ что, если 5’ есть наяменычая, а <* — наибольшая изъ этихь дро- 
п 
бей, то ‚ 
+ 3 


<®. 
ет 


а; в & 
Велфдетвые эквивалентности чисель 8; па, (1 = 1, .. 2), при 
возрасташи ® до со, . 
пре й = 1, пред ь =1 
ед. | п, | — Ъ пред. |5. |= 1. 
8 слфдовательно и предфль дроби (2) равен 1, т. е. 
пред. [3: + 3, +... 4- Вр == Пред, (2, + а, +... анны 


Что и докззываеть вторую часть теоремы. 

На основаши сдланязго выше замфчаня о разности двухъ эквива- 
лентныхь безконечно-малыхь чисель, доказанную теорему иногда форму- 
лирують сяфдующимь образомъ: 


Ири вычислении предьловз отношений безконенно-малыгг и суммз без- 
коненно-больиозо числа безконечно-малыль слашемыгь, можно пренебре- 
тать безноненно-малыми выснипо порядка по отношению къ диннымь без- 
коненно-мплымь (т. е. замфнять а, черезь 8, отбрасывая разность 8,—а,). 

Переходимь теперь къ установлению основною ионяия диффереп- 
цальнаго печисленя—попямя о яронавойной дапной фупкции оть одного 
аргумента. 


$ 15. Производная и дноференщаль Предиеть днфференщальнаго 
иночисненя. Положимъ, что у = {(7} есть иБкоторая функщя, непрерыв- 
ная въ дапномь промежуть (а. 5); возьмемъ два значеня независимой 
перемфнной хи т-+й въ этомъ промежутеЪ п разсмотримь приращене 
Га- № — Г@®. получаемое фуньшою. когда независимая перемфнная 
переходить оть значевя х къ х + й. Возьмемь отношеше иращешя 
функщи къ приращению независимой перемнной 
гео -г® 1 
еее 
и, разсматривая = какъ число данное, будемъ приближать Й къ 0; всльд- 
стНе непрерывности функции 7 (5), ея приращене будеть также прибли- 
жаться въ 0, а отношеше (1} будетъ, вообще говоря, стремиться къ пф- 
которому опредфленпому предфлу. 
Этоть предфль пазывають иронаводною данной функши /(+) и 0бо- 
значають зпакомъ {’ (2). табъ что 


О] 


=” 


РИ) (2) 

Обозначая фупкцио { (5) одной буквой у, часто обозначають ея при- 
рацеше /(х-+й) — /(2) символомъ Ау. причемь и прирашен{е числа х, 
т.е. й. принято обозпачать символомъ Ал, а производную символомь у’, 
такъ что 


оне (0% 


Сиуволы (")', (Ё), (эт) и т. д. обозначають производныя фупк- 
щи 17, Ё, т 

Производная данной функши /(2) вообще зависить оть 2, т.е. бу- 
деть нфкоторая функшя оть 2. 

Данная функщя /(х) по отношеню къ ея производной называется 
первообразною функшею. 

Если для нфкотораго частнаго значеня 2. отнотеше 

Га — {о @ 
ъ уе 

съ приближешемь № кЪ 0, ни къ какому опредфленному предлу не стре- 
мится, то /(2) для этого значеня х производной не иметь. 


У’ = пред. [9 
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Вь этихь случаяхь, впрочемь, вмфсто этого говорять, что произвол- 
ная {’' (+) обращается въ сс, если 


Ге-й га) 
й 


съ приближенемь # къ 0 по численной величинф безнредльно возра- 
стаетъ, или, что производная {' (2) становится неойредьленною при част- 
номъ значени +, чтобы оттЬнить, что вообще 


вх [Ге-® ге 


7 о 


опредфленное число, & 65 частных случая, при нёкоторыхъ частныхь 
значешяхь г, предфлъ этоть можеть и не существовать. 

Замъчане. Въ настоящее время указаны нЪкоторыя непрерывныя 
фуньщи, которыя не имфють производной ни лри какомс значещи неза- 
висимаго перениннаю, но эти фупкый викакихъ, ни теоретическихь, ни 
правтическихь приложенй не имбють, и мы ими заниматься не будемъ. 
Указаше существования такихъ функщй имфло значеню лишь въ тохъ 
отношенши, что положило конець нопыткамъ доказать теорему о суще- 
ствованн! производной для всякой непрерывной функщи, встрфчаемымъ 
ВЪ нфкоторыхъ старыхь руководствахъ. 

Когда говорять, что /(х) имфеть опредфленную производную при 
данномъ значеши х, то этимь выражають, что 


пред. | =/ “|. 


пр 


в 


не зависить оть того, приближается ли й къ © оть значенй большихь 
нуля или менышихъ нуля, иными словами, что 


пред. [= 0-го = тех С #5 = 2] — Ро. 


Можно также опредфлять производную {' (5) формулою 


ИЕ ® , 


#' @) = ше. 


. —2 


получаемою изъ предыдущей замфною # на ж, — х. 
Пояснимь опредфлене производной нЪкоторыми примфрами. 
1} у= 22-6, гдЁ а и $ постоянныя, 


у = пре, | а. 


СлЬд. производная линейной функции ах -- 5 равна постоянному а. 
Въ частномъ случаЪ, когдаа =0, у= 5 — постоянному, у’ = 0, т.е. 
эроизводная тостояннаю числа равна пулю. 
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Если Ч =. 8=0, о у=ь, У = Ь т. е. производная независи- 
мазо перемъннао равна 1. 


( СВЕ 
2 и=7, у == пред. =” "| = 
й м0 
= пред. [25+ И] = 2, (2) = 2. 
1 
5) ны! и’ — пред а —_ 
3) У: "= пред. в ьь = 
—1 1, 
Пере (.) = 
.: Ух-й = 
4 —_ ‚= . - — 
} и=Их, У == пред У о 
п Е] = на | - 
Е = 
; 1 
= (= р 
Изь опредьлешя производной: 
Рем _ „о. 
прех. | -ь = ре), 
слфдуетъ, что 
А Г инь, 
А 
тдБ : — безконечно-малое при 2 — безконечно-маломъ, 
и те Г =Р(®. 1-й 


замфчая, что /’ (2) вообще не = 0, мы видимъ, что приращене функши 
ге+—/%) 
вообще будеть безконечно-малое одного порядка съ й; злавный его членъ— 


произведеше /"(2).й называють дифферениаломь функщи /(7) и 0бо- 
значають символомь 4/(х) или @у, если у = (5), такъ-что 


®-Г®.а. 


Въ частномъ случаЪ, когда / (2) =, /' (2) = 1, предыдущее опре- 
дЬлене даеть 4х =, а поэтому можно писать 


(= Г (ах и Чу... . и (и) 


Итакъ, дифферениаяь функши есть произведене производной на 
произвольное приращеше независимаго перемфннаго, которое можно об0- 
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значать символомь 4; и называть дифференщаломъ пезависимаго пере- 
мвипаго. Велфдств:е этого нолучаемь новое обозначене производной 
функщи 

у_ 

‘=: 
въ видЬ отпопешя дифференщала функши къ дифферешиалу ся аргу- 
мента. 

Разность между приращенемъ функши и дифферепаломъ 


ду) — Чата го -—Ра. = 


ость бозконочно-малое высшаго порядка относительно Я или 42. 
Дифференцировать функщюЮ значить найти ея производную, а сл- 

довательно и ея дифферсншаль. Дифферешиальное исчислене имфеть 

своимь предметомь изложене правиль дифференцироваюя функций. 


== = 


$ 16. Геометричеекое значеше производной и дихференщала. Певтрее- 
Ше касательной къ данной кривой въ данной точкЪ. Покажемъ тенерь 
геомстрическое значене производной и дифферешиала. 

Уравнеше у = { (=) 
можно  разсматривать 
какь уравнеше нфкото- 
рой плоской кривой въ 
прямоугольныхь коорди- 
натахъ. Возьмемъ па этой 
кривой дв точки Ми М, 
(черт. 8), координаты 

= точки М будуть +=ОР, 
У=1{ (0) = МР; коор- 
Черт. 3. динаты точки М, будуть 


1 = ОР,, у. =Еш- 1) = М.Р, ть й=РР,. 
Проводемъ сЪкущую М, М5 и прямую МО || Ох; тогда замБтимъ, что 


м — Р(х 
М. 9255 М, М0 о Гехо ° у 
Положимъ, что съ приближешемъ й къ 0, отношеше (1) стремится 
кь опредфленному предфлу /’(2}, т. е. что /(2) имфеть опредфленную 
производную при дапномъ значеши х. Тогда точка М, будеть стре- 
миться КЬ совпадещю съ точкою М, оставаясь на данной кривой, а 
сЪкущая М,МЯ, вращаясь около м. будеть стремиться къ совпадению 
съ которою пряхою МТ, которая пазываетея хасательною къ данной 
кривой въ точкЪ М. Ноложене этой касательной, т. в. предъльнаю 
направлетя еткущел, проведенной черезь точку М и точку безконечно 
иъ ней близкую на данной кривой (это и есть общее опредълене каса- 
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тельной прямой). опредфляется угломь я, образуемымь прямой МТ 
съ 0х, для вычислейя котораго имфемъ, согласно вышесказанному 
формулу 

{95 = пред. [#9 М5«] = пред. | 2 й ы й ‚= г”). 

При этомъ подъ ях понимается уголь паправлешя МУ, идущаго въ 
сторону возрастающлхъ орланать. съ положительнымь направлещемь оси 
абециссъ. 

Итакъ, вопрос о про- 
ведеши касательной къ 
плоской кривой въ данной 
на ней точкЪ, если урав- 
нее кривой въ прямо- 
УГОЛЬНыЫХЪ координатахъ 
есть у = (2), приводится 
къ вычислентю производ- 
ной }{' (2) для даннаго зиа- 
ченя 5. - Черт, 9. 

Производная }' (т), три 
данномь значени х, веть 1 фола, обуазуемито с осмю х кавательною 
кё кривой у = [(®) в5 точкь М, которой абещисси есть ато данное 
значеше 5. 


Если М’ есть точка на касательной, имфющая абециссу ОР, = д. 
то М'% = МР, МР =1.щ5=}(т).1 ЧР 
а М9 = М.Р — МРЕТаЕ-Ь — Г) = АГ. 


Слёд. омфферениаль фупкщи Г (2) можно разсматривать какъ при- 
ращев1ю, которое получаеть ордината точки Д/, при перемзщеши этой 
точки 90 касательной МТ до точки М', пиъющей абедиссу г + Л, а 
АГС) есть приращене ординаты при перемфщенй точки М по кривой 
до точки М,, ихБющей ту же абецисеу (х-нй): отрЪзокъ 


М'М, = №9 — М,0 = 9Г (2) — АГ (а) 


есть безконечно-малое высшаго порядка относительно Л. 
Примьры. 1. Касательная кз параболь (черт. 9}: 


=, 


, ен! 
у пред. [а 


Если МТ — касательная въ точёЪ М (2, 9), то 


9 МТ» 


МР 
я МТ. 
Слёдовательно, для построевя касательной въ точкё М, надо сре- 
дину отрёзка ОР, точку Т, соединить прямою съ точкою М. 
2. Прямая лия: у = а +5, да = У = а — постоянному. 
Касательная въ точкф М совпадаеть съ данною прямою, что и с0- 
тлаено съ опредфлешемъ касательной какъ иредъльназо положеня сФку- 
шей ММ,, совпадающей съ данною прямою при всякомъ положе- 
щи точки М, . 


ТР = 


Прибавлене Г. 


Свойетва непрерывныхъ функщИ, 


Вс дальньйшня разсуждены основапы на нижеслфдующемь освовномъ поло- 
жении . 

Положеще, Если перемьнное число у ве можеть принимать произвольно боль- 
ихь энвчены, то существуеть число Г, отфамяницее числа, которыхь не можеть 
превзойти у, оть веБхъ остальныхь чисель, т. е. обладающее слфдующими свой- 
<твами: Г ви одно значеще у не больте Г.; 2} каково бы ни было положительное 
число &, существуеть по нрайней МЬрЬ одно значеше у большее Г — =. 

Это’ число Ё называють очною вертнею зраницею или эточнымь высшимь прейпломь 
значен:й перем®вваго у. 

Для краткости мы будемь называть 1. просто верхнею зравинем звачеши у (ОЪеге 
(тспае, ЛивЁе заренеигей. Можно такще сказать, что есть наименьшее изъ чисель. 
которыхь не можеть превзойти у. 

Аналогично этому опредьляется низная мочная уранишь пли иизний точный предо 
значенй перемфннаго числа у, ести извЬетно, что у ме можеть принимать зваченй 
чпебраииески меньшикь любого даниаго числа, т. е. когде (— 5) не можеть прини- 
мать произвольно большихь значены. а пменно: 

Низшая пранииа знечешй у есть такое число $, что 1} ни одно значение у не < 
2} каково бы ни было положительное число в, существуеть по крафней мёрф одно 
значение у 1+2 *). 

Есла перембиное у можеть принимать произвольно бодьхвя, по абсолютной вели- 
зинЪ, позожительныя и отрицательныя значения, то ве существуетъ ни верхвей, ни 
нижней гравицы значенЁЁ у; выфсто этого можно говорить условно, что верхная 
траница есть + 00, а вижняя {— 90}. 

Верхняя или нижняя граница опачеш!И у можеть входить въ совонупвость зна 
чешй, принимаемыхь перемьнвымь числом у но можеть и не входить. 

Въ первомъ случаь говорятъ, что перемённое У досиниаеть свосй верхней ити 
нижней границы, и назызають верхнюю границу заибольшиль, 8 нижнюю яоимень- 
Шимь зналешемь перемфннаго чиела у. 

Для поясненйя Этихъ повятЁЁ разсмотримъ выражеше 


В 

, 1 
я и 
тдь п обозвачаеть произвольное цёлое положительное число. 


Е 


*) Перемфнное, веф значеьИя которзго заключаются между двумя данными чис- 
лами А п В, называють хонечнымь Установленное положение гпасиеь сльдовательно 
зто всякое конечное перемфнное ихфеть верхнюю к нижнюю (точную) границу. 
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Всь аничешы у будуть ля: 


очаться въ ряду чисель: 


получаемых изъ 1) при я:= 1,2. 3,1... 
`Нижияя гралица значен:й у равно \.. она ме ы нанменииие значене у, потому 
что входить въ совокупность зизчеш у. Верхняя граница равна 1. потому что 


1: вп одио значение у не ^ [; 2} каково бы ны было положительное число =, найдется 
В в 1—= 
такое зпачеше „1 ‚ которое больше 1—1; дая этого падо взять >> ‚ тогда 
р 


р 


п - п 
Число „ТТ ве достигиеть своей зерхой гриницы и потому намбльшино опа- 


чвыш не пифеть. 

Въ разсматриваеномь примёрЁ верхняя гропица значений у есть также предль, 

хо хоморому стремитея у при безиредъльномь ворастани п, потому что, при произ” 

вольпо задаппомт положительномь члсль & 
* 


:- 2, при вежсь зпачеынхь в > — 
ятсН ЧР : 


Но вообще, ерхняя или нижняя граница значешй у н иредёль, къ которому 
стремится у, при опредёленио установасыиой послёдовательности его значе в но- 
намя рааличныя. Напр. если у = 1 + (— 1)", тд я получаегь посльдовалельно аич- 
зешя 1, 2, 3, 4, -. ныфсть нижнюю границу 0, а нерхнюю +2, так какъ веЪ зна- 
зеня у будуть равны апбо 0, либо + 2, емотря потому, будеть пн и нечетное пли 
четпое, но пи 0, ни > не будуть предёломь, иъ которому стремится у, при возра- 
стадии в до 06; такого предёла не существуеть вовсе. 

Чтобы можно было устаповить опредьлеппую поетфдовательность значен пе- 
ремфяшаго у, мы будемЪ ого разоматриьзть кокъ функц отЪ одного аргумейта &, 
воторому можемъ прпппсывать произвольный рядъ значенй. Нащеслдующял те- 
орсмь укозывветь услоше, при которомь верхиня грапыца зпачен!й у веть вЪ то же 
время и предёть, къ которому стремится у при безпредьньномь возрастнш аргу- 
мента 4%. 

Теорема, Если при безиредфльномь возраставёи *, неремьное у таке постоянцо 
возрастаеть, оставалсь меньше ныкотораго дапнаго числа А, то верхпяя грапица значе- 
нЕ у есть п предёль. къ которому стремится у при возрастания до безконечности. 

Предфль этотъ очевидно < или = 4. 

Вь самомъь ДЬЛЬ, тайъ вакъ всб значешн у по условю < А, то существуеть 
веркояя грапица Г. причемь Е == А. По опредьлению числа Г, каково бы ни было 
положительное число =, яайдетоя таков знечен!е у, которое будеть «Би > Ё- =; 
а такъ какъ у, о услово, ностояжно возрастветь, то 86% посятдуннийя за этимъ значе- 
мл у будуть также > [ — =, по < Г, & 210 п значить, что Г, =: пред. у, ири #20. 

“Совершепно тавф же убъидаемся, что еслн у лостояяко убываеть, останаясь больше 
нфкотораго данного числа а, то иишшия грыница } 25а будеть предъть, къ которому 
стремится у ири безпредьльномь возрастан х. 

Заянчащи. Мы видить изъ предыдущаго, что основное иозошеше 3 10 1-Я главы, 
дающее призвокъ существовьв!я предфль перемфинаго числа, вытекаеть кавъ слёд- 
стые изъ устьновлениаго здЬсь положены о существоващы зерхней и нижней гра- 
ницы зпочешй копечнаго перомьннаго. 

Докажемь теперь ныкоторыв свойсльв непрерывныхь фунющИ, которыя па пер- 
зый взглядь кажутся очевидными, но прп боле внимательном раземотрьшт ихъ 
сущиоеты оказывается, что эти свойства заключають въ себф нфчто большее. чфчъ 
10, что утнерждается самымъ опредыешемь непрерынности функц, и поэтому, 
либо надо ихъ принять вакъ экоомы, независимыя от опредфленя непрерывности, 
либо нывести изъ опредфленя пепрерывности путемь пъкоторыхъ разсумдешИ. 
Танъ какъ разсуждейя эти очень просты, то мы ихъ и ириведемъ, 

Теорема А. Если Г (=) непрермена и конечна в промежутки (а, 5), то она достилаеть 
верлней и ныжнев зраниюы свошаь значений в этомь промежутнь но крайней мирь для 
одною значещя т. ежащею между а и 6. 
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Разсуждеше, пры помощи вотораго мы убдимеи въ спранедаиности отой те- 
оремы. нполиф пналогично тому, съ помощью котораго доказано было оснонное 
свойство непрерывной функции въ 8 10 Г.В главы. 
Пуеть Г верхяя грапица значений / (2) въ промежутев (м, 9, прочемъ $ 
Разобъемь этоть промежутокъ па два: 


ЕР 


хь по крайней мЪрЬ верхняя граница значен!! /(*) будеть 


Въ одномь пзъ в; 
также = Г, 
Замфнияь первопачальный промежуток новымт (а, В} въ которомъ 


ъ-а 


а: Ея, 


п верхаяя граница значев:й / 12) вЪ этомь промежуте равна 1, 

`Этоть процесетъ можно продолжать до безконечтости: каждый повый 
токъ (а; ,) вдвое меньше прежняго, п нер: 
равна 1. Числа а, а. . сам... 


промежу- 
эидомь промежуткь 
., какъ изьфетно, 


стремятся въ одному общему предёлу ©, при чемъ 
Значеше /(2) про 2-е и будеть равно 1, какъ сейчась, увидпыь, 

Донуствыъ, что Ге, не = Г. те. Г — в, гдф = иЪкоторое положитель- 
ное число; псльдотые непрерынности фувишй / (2) при г == с. можно уназать такое 
число й, чтобы дли вобхь значе л между с — В ис В, 71) заключалось между’ 


Съ другой сторовы, при достаточно большомъ п, а, и В, будуть отличаться оть 
своего предфла © какь утодно мало, п сльдоватеньно промежуток (а,, &,) будеть 
заключаться въ промеяууть {6 — 1, 6-Е Н); т, в. ей ла, ЕВ, <2-+ В; выхо- 


дать, что дай воъль значений 2 между а, н 6, /() < В &, между тЬшь канъ 


Бор 


изъ опредфлены верхпей греницы 7, доляшо быть между а, р В, о крайней бр 
одно значен!е =. при которомъ 


1) 


Наше предаоложеше, что /(@) < Г ведеть къ проглворьчию, и поэтому /(е) должна 
быть = 1, такъ вавъ и >> Г она не можеть быть, Такъ же точно убЪждаемся, что (=) 
достигаеть сноей нижней границы въ промежуткв (а, 8). 

На основаы и доказанной теоремы можемь утверждать, что если / (2) непре- 
рывна въ промежуткь (д, $. то ея верхняя и вижняя граница будуть и ея напболь- 
шимь и ваименьшимь значешемь. 

Зальчане. Дяя разрыяной фупкиш Х (2). доказанная теорема можеть и не имёть 
мфота, кань показываеть нижеслёдующЕ примфръ. Положимъ, что въ промежутьЬ 
©, Г. /(2) опредёлева сладующимь образомъ: при 2—0, /(0} = 0, а при 2-51. 
И =1— я Верхвия граница значенЕ  / (2) въ прочешуть (0. 1; очевидио == 1, 
по (1) ед не добтигаеть ни ирн какомь значенш 2 нъ дьппомт промежутеф. При- 
чина въ гомъ, что при 2 = 0, /(2} — разрывиа: 


. -а 1 (0):= 


Теорема В. ели У (2) непрерывна въ промежуткь (а. И), и = — промавольное положи- 
энельное число, то можно подреадьжить промежутокь (а, 1) на опредъленное число частнысь 
промежутиовь такниь, что 

Ги ле ь, 


ховда 2’ и 2" дежать въ одномь и томь же частномь промежуткт. 


1.—- 


пред. {5 = 


Чгобы убедитьси шь справедливости это ‚теорем захботть прежде всего, что 


если раздфлимь прометутовъ (а, 5} на два (в ° Чо а [11 В 


‚в ‚ п допустаяъ спра- 


веднпвость теоремы для важдиго аъ этихь промбщутковз. то ой будеть сиране- 
дливы н Даля всего промежутка, потому что, раздёливь оба промежутка па так. ко- 
торые удовлетворяють требованую, утверякдаеноху теоремой. мы и весь промежу 
токъ (а, 6) раздьлимь на требуемые прочежутки. Портому, предположивъ, тто тео- 
рема несправедливы, мы должны допустить, что опа песпранедлияа по крайней мьрь 
для одного изъ упомянутыхь днухъ промежутновъ. Переходя оть этого поваго 
промежутка къ спфдующему, полученному при раядълени его пополам пт. д, мы 
"останциь безконетный рядь промешутконь 


аа бар ВЫ. сы ВЫ. 


ЕдЬ 


в 


Въ кыждожь паъ нихъ доназываемая теорема не будеть справеданва, если она не- 
справедлива въ первоначальномь промейсутиь (а, $), тацъ что вълюбомь промежутк 
и», ®,} найдутея чпела с, и ть для которыхъ |/ (х,› — 7х.) | ^ =. Числа а, п 5, 
етремятся въ общему предьлу ©, лешащему между а п 5. По непрерывности фупк- 
ци Л при 2-6, мы мошемь укваать таное число 1, чтобы 


11е 


О] 


а сльдовательно 

У) — лы 
если д’ п д" лежать въ промежутнь ей ис-+ №; съ другой стороны промежуток 
а». В При достаточно большозь п будет заключаться въ промежуткь с Ан 


с-4-№ потому что с есть общий предьчь а, п В; поэтому, допустпеъ, что наша 
теорема песправедлива, мы приходимъ нъ сльдующему протаворьчию: 
5 Малер ть 


вогда 2’ п 2“ юбыя два чиела между а, п 6,5 

2) существують числах; и х, между а, и В,, для которыхъ 

у) — Лене 

Отсюдь и завлючаемъ, что наша теорема долина быть справедливою. 

`Изъ, доказанной теоремы вытекаеть, канъ слфдотье, нижесльдующее свойегно 
нелрерывяыхь функц, которое назынають равноширною непрерывновтью въ дан- 
вохть промежуте. 

Теоргиа С. Если у (п) непрерывна въ промежуткь (1, 5), то всякому положитель- 
ному числу з соотофтстнуеть другое положительное чпезо т, такое, что 


Ме) — ле] сы пра № - | . 
каковы бы ни были чпела хи х” въ промежутк (а. 8). 
Вь самомь дЬЗЬ, раздьллиь промежутокъ (а. в} на таь@ частные промежутел. 
чтобы для двухь пропавольцыхь зпачешй 2’и д", лежищихь въ одном и томъ ше 
частномъ промежуткь, 


и -ле 
что, нъ силу теоремы В, возможно. ` 
'Обоанвчиять черезъ х нфноторое число, меньшее запиеньшаго пзъ этпхь про- 
межутковь. Оно п будегь требуемое теоремой. ДЬНстивтельно, есля |2 7—2” | `_ т, 
то # п д” упадуть либо въ одинъ п тоть ше частный промещутокь, либо вЪ дпа 
смежныхь, раздьленинхь, полошиягь, чпеломь } вь перпозь случай 


ме 


во второмъ 


а-я < мег о. 


откуда М) — гар <ь 
что и требовалось доказать. 

Не мышаеть замфтить, чго довазинная эдёсь рааномирния вепрерыввость въ дан- 
вом промежутев пе равносильна Тому свойстиу фушищИ, которое привято было 
за опрудьленй непрерывности въ отомъ промежутиЬ. По опредёленйю непрерывности 
можво утверждать только, что при всякомь дапвомъ значени 2-24’ между @ и 6. 
произвольно заданному числу = соотвётствуеть другое \, таное, что прп 


арт ее. в 


это число | можеть зависть оть #`и испоередотвенно нельзя еще заключить, что 
данному в соотвфтствуеть од и тоже число 9, каково бы ни было 2’. Ривномир- 
зая же непрерывность утверждает имеппо эту независимость числа п оть зназе- 
вн 2 въ промежутьв а, 0). 


ГЛАВА П. 


Производныя проетьйшихъ Функщ@ и оенов- 

ныя правила диффФеренцирован1я хункщй оть 

одного аргумента. Производныя различных 
порядковъ. 


$1, Производныя проетёйшихь супец, выведешкыя непосредотвенно 
изъ окредженя кроизводной. 
А, Производная отё и“, при т-—цуломг и положеительномь, равна 


тд” бт. 


Позагая [(т) == 1”  имфемъ 


гео =а-" — =" 


тать В а... Ё", 
(1) — —1 
[. м Г те" ан. в А-Ь 


я в — щек еж ге тат, 


(27 = та”, 4 (27) = тд" ах. 


я — 


В. Иронзводная оть зв т равна с0зт. 
Если {(5) = зи. 10 


Вы — А) == ат (2 -- В) — зп = 20% 
в 
з 


( ы . 

с081ж— 5 

| = 608. пред. 
+9 


(5) 


(5х = 055, 8 г = 608 2. Ши. 


== 6087. 


[’(@) = предх. | 


С. Производная оть 60; г равна — зв г. 


608 608 (2 ^) — 6082 _ 


® 


откуда 
(083 = — т; 4609г = — мил, 


ПВ. Проваводная отё пд = де: 19х)у= 


1 й 
109% +1) -—-109 (т) тоя (* = 91+] 
й й й ы 


й . 
ПолоЖиВЪ „, = и, И исключивъ значене  — 0), при котором 109 г = -— сс. 


замфчаемъ, что съ ириближенемь А къ 0 и а стремится въ 0: ириэтомъ 


1 


10912) _1 = 
ах = 09 + 4) * 
Слфдовательно 
_ Е 1 1 [: 
{409 =) = пред. ее = одел ла :] = ры 


Итакъ 


и. е 


р 
Фора ПА ори = ИИ, 


для натуральнаго логариома находимъ, (замфчая, что (фе = 1), 


1 4 
(зу =т и 99 =т. 
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Е. Производная отг `0°, чдъ а — постоянное положительное число, 
равна 04а. 
а — 4" _ 9"@— 1. 
И ии п ы 
положизъ ^—1—, заифчаемь, что съ приближешемь № къ 0, 4*, какъ 


извфетно, приближается къ предфлу 1, аа кь 0; взявъ натуральный 
логариемъ оть а*=1-+-а, имфемъ 


— Ня 
Аща = 9 (1-на); А = па 
2 а” 
я [С 94" а — а _ а. 


» 9 -на ва-+а: 
Съ приближешемь а къ 0, (1+ ах стремится къ предфлу —е, з 19 { 14а) 
кь 9е = Ь елбдовательно 
пред. И — а" фа, т. е. (4) = в"ща; 4 (а) = а" цайх. 
При а =е: (6) =; 4 (г) = бат. 


$. Оеновиых теорены м нранила дщефероядированн Функц. 

1) Производная и дифферетиоль поотояннаю числа ‘равны нулю- 
Если Г(2) =е (постоянному), то и (д =е 
при произвольномъ Л, слёдовательно и 


теж — г 
в А=0 


пред | —оте ы= 0 и 47 (2) = 0. 


3) Если двъ функии отличаются одна отз друюй постоянннымь 
слеаемымь, то итз производныя (и дифференщалы) между собою равны. 


Если $ (2) = Г(х) + е, то ф(д--й) = (ао, 


з@-+м —}2 а--— 1) 
в Г ы 


слбдовалельно: 
уф=Р®); аз ® =47@). 
3) Если а есть постовнный множитель, то 
(вгу = «Г (@) и 4(а7(@)) = ааГ (2), 


эп. е. постоянный множитель можно выносить за знакз днфферениало. 
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ЯЪйствительно, если ф (2) =} (2), то ф(#+ №) =а/ (5-1), 


ф(2-+) — 2 (2) = — (т) 
й =“ й ы 


откуда . 
$' (2) =в[ (2); 44 (@®) = а4Г(%), т. в. (а (2) ) = аа (®). 


4) Прюнаводная (дифферениалз) суммы нпеколькить функийй ‘равна 
(равенг) суммь производныхь (дифференигаловь) слтаемыхе. Положимь 


$ (2) =Г@) = Р(®), тогда (в + й) = (2-2) = Р(а-+); 
+++ _ Га -Г@ , Ре ЦЕФ 
® = » — В. ы 


переходя къ предёламъ, находимъ 
Ч (2) = { (2) +- Е' (2) и 45 (2) = 4{ (а) - аР(®). 


Доказательство примфнимо независимо огь числа слагаемыхъ. 
5) Сь помощью доказанныхь теоремъ и формулы: 


мы 
можно найти производную оть неякой цвлов функши, а именно: если 
1 (2) = ам нада +... ая -а,, 


то 
1 @) = ат -- в — Па (я— ад... чан. 


Сльдовательно, производная цёлой функц я-ой степеми есть цфлая 
функтя (и — 1)-0й степени; для составлешя этой производной, надо 
каждый членъ данной функцш умножить нз показателя степени пере- 
мфнной въ этонъ членф и уменылить показателя на единицу, 


Принтуа. Г (а) = бд — 2; 1 (2) = 45° — №5. 


6) Производная и дифферениаль функийе отз функ. 

Если у — /(м), г в = $ (2), то у = ($ (=), какъ было сказано 
выше, называется функщею отъ фуикцит. Чтобы найти производную оть у, 
взятую по 2, т, е. предфль отношеня приращетя у къ приращенйю х, по- 
ложимъ, что х получаеть безконечно-малое приращеше Ал; тогда и полу- 
чить безконечно-малое приращеше Ал, 8 у соотФтствующее ему безко- 


з ду _ № № 
нечно-малое приращеше Ду; замфчая, что ^2 = ды ^ Аа’ И Ч10 предль 
произведешя равенъ произведение предфловъ, находимъ 
и. (8 
пред. (5) о 5 Пре ино" ПРМ Аа) 0 
или 
чу 
==), @ 


К, Ньссь. Дафферсии, в зяторальи. похиежения. 4 
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т. е. производная от у, взятая по $, равна производной оть у, взя 
пой 10 и, умноженной на производную отз и, взятую пот *). 
Положимъ для примфра 


у == зщ (2”). 


Обозначивъ 2’ черезь м, получимь у == ти, и =". производная оть 
т и, взятая по №, есть с08 и, а произаодная оть 2”, взятая по <, есть 
24; слЬдовалельно у’— с8и.22; у = 24 608 (42°). 

По формул (1) находимъ 


Яу= (м) (2) 4, во $ (2) 4х = 4и, 


слЬдовательно 
Чу —= Г (и) 4, (2) 


т. е. если у есть функшя оть и, здъ и какая уюдно функщя отв т, 
то дифферениаль угравень производной отз у, взятой по и, умножен- 
нов на дифференшаль этой функии и. 

Мы видимъ отсюда, что формула (2) даеть обобщеше формулы 

9 =Р (ах, 

гдь х было независимое перемфиное, въ томъ смысль, что позволяетъ 
писать эту формулу ч тогда, когда х замфняется черезь и, т, е. какою 
угодно функшею отъ 5. 

Замфтимъ особенно частный случай, когда у — фи, гдЬ и какая 
угодно функщя от х. 


Если /(м) = 9ы, то Р(м) = 1, и потому 
и 
а4=—`, =; (3) 


Нроизводная натуральнаго логарнема функци называется «логариемиче- 
скою» производною этой функши; формула (3) показываеть, что 40за- 
иемическая производная функии ‘равна производной самой функийи, 
дюленной на эту функивю. 


Напримръ, Е 


Поза ку — 9082 
(9х) = = 2049 т. 

Точно такъ же обобщаются формулы для дифференщаловь оть 4”, 
1, сов т, <". ° 


4 (а“) = а’ чади, 4" = еды. (4} 
Чат и — 608 и 4и, 9008 & = — эти аи. (5) 
а") = ти"? ди. (6) 


*} Проваводная оть у, вивтая по в, т. е предыть отношешя приращения у ы% 
приращенью м, беротсл тамъ, жань если бы и было незавненкыи» перемЪинымъ, 


—ы_— 


Примтры. 
1 уе"; = 4 (27) = в". тах, у = 9”. 


2) у= 3 2; ду = 3 зи? д азт т = 3 81? 608 245, у = Ззй 2 0082. 
7) Дифференщаль произведения. 
1. Пусть у = мо, гдё в ие фунвши оть 2. Логариемируя, находимъ 
Уи е 
дифференцируя, получимь 


9 у у 
у = ->5. 49 — 1 №, 
и а (#2) — оду + и (0 


т. е. чтобы получить дифференшаль произведещя деуть функцй, надо 
каждый мпожитель умножить на дифферетиаль друштю и получен- 
ныя произведеня сложить. 

Положимь Теперь, что 

. У=и.9.1....2.% 


ТД в 9, №,. 
Возьмемъ 


2, ® — фуньши отьз, а число множителей какое угодно. 


Чу ии уич+.... цао 
и дафференцируемъ, тогда 


9 _ в № 4 42 до 
Нч. + ; 
у и 9 р 2 ® 
отсюда 
— Эры ы Я 4 = 
ду = „аи 5 шт... + 2 + „= 
=0м,...20 ими... оф... Фи +... + 
- вм... Фар ши .... 24%, (2) 


т, е. чтобы получить дифферениаль произведеная сколькить уюдно 
функц, надо умножить дифференийаль каждой из нить на произве- 
деще осталаныхб и результаты сложить. 

8) Дифбферениале частнаю или дроби. 


Пусть у = *, гдё ши 9 функщи отьх. Беремь 9 у=9и — 197 
и дифференцируемь; 
ву 4 № _# у 
у т; Чу —= и — 5% 
Слфдовательно р 
зе 1 # 94 — н@% 
49 =4 (5) ия 41 = я (1) 


4” 
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т. в. дибферениале дроби ‘равен разности междр знаменателемз, умпо- 
эженным: на дифферензала числителя, и числителемь, унноженнымь 
на дифферениваль знаменателя, дъленной на квадрата знаменателя. 
Зампчаще. При вывод формулъ 
@ (0) = о + ов и ое 
мы брали | 
19 (0) = био, ч(5) = и — 4, 


слёдовательво предполагали # и т положительными, (иначе {9 и, 9% 
не имфли бы смысла, когда разсматриваются лишь вещественныя числа); 
но результаты остаются справедливыми и въ случаЪ % и ю отрацатель- 
ныхь. Напр., если и>0 и 9<0, тогда (—7)>0, и, положивъ 


У=н (—9), находимь ду = и@ (— 9) — о4и = — чо — од; 
4 (— и) = — (и + 4%), откуда 4 (#0) = ид +- оды. 
Так же обобщается формула при < 0 иф< 0. 
Приморы: 


у = с0зт, ду — 6? с0$ # -+ 603 2 4", 


@у = (— "зто -Н 6" 6051) 4%; у = е* (— тт -+ 005%). 
27". 9% (2—2) 
я = * 


= 
У: я я 
9} Производныя и дифферемиалы отз д”, здь т—какоз уюдно по- 


стоянное, 9х, с04 д, зес хи с08ее т. 
&) Полагая у = 5”, имфемь ду = тут, 


Ч, ат) = тата; (27! = ва, (1) 


(формула уже иввфстная для # цфлаго ‘и положительнаго, & теперь 0боб- 
зценная на всякое постоянное 3%). 


Например  (Узу = (*) = = ут 

- а [2 
) = (1 - 2)" ааа) 
= аж { 


1 х 
2 тж 


Ъ) Полагая у=уе ==, инфемъ 
Е 032 азтх — 8124608 — (6081 4 ви? 2) ар 4х 


и а 
609 & 603" 60 


— 53 — 


Итакъ ау 1 
42 = 9%) = др = 0%, аще 


2) 
6) Полагая у = ее, найдемь, поступая по предыдущему, 
@х 


6087 2 ` 


1 
(сов ж) = — Яив=- 00806" =, ео = — р (3) 
4) Нолагая у = 565 == я находимъ 
6085? 
ЕЕ 24 , 

Ноя = 19вес зах; (вес т)’ —=19 4866 5; 4 ес т= цлзес тат . (4) 

е) Нолагая у — с05ес < = Яир: ТАКЪ же найдемь 
(созес® = — —= — 6049 2 с0зест, 4с0зес = — су жсозест ат . (5) 


Зампчаще. На основаши правила дифференцировая функща оть 
функщи, во всвхь формулахь (1), (2), (3), (4) и (5), дающихь выраже- 
я дирферениаловь, можно вифсто 1 взять какую угодно функцию 
оть 2, напримфрь, написать: 419% = =, тдБ и — фунещя оть 2. 

Въ этомъ, между нрочимъ, состоить одно изь преимуцществь обозна- 
чен!а съ помощью знака дифференщала, введеннаго Лейбницем». Для 
выражешя производной у’. оть у, ваятой по х, мы должны писать двё 
различныя формулы: 

у. = Г (8) или у. — фи. 
смотря по тому, дано-ли выражене у непосредственно черезь 2 или че- 
резъ посредство другой функши: у = /(%), гд® и — функшя оть 2; 
а дифференщаль у выражается одною формулою 4у = {’ (и) аи, 6у- 
деть-ли и независиное перемфнное или какая угодно функщя оть неза- 
висимаго перемфннаго. 

10) Дифферениаль отз и’, здь и и о— функшн оть т. 

Полагая у = и", иыземь ду = фи, 

ау 4и 


т =, + Туи, а (6) = и" {оди -- и диав. (5) 
427) = = 2194 = 2 (1+ 142) 45. 
а (ат =) = 5 ие -- 209 6052} 4х. 
11) Производная функийв обратной относительно данной. 
Пусть у= 7%), 2) 
2=Е(9) @) 
даЪ взаимно-обратныя функция. овом, что 


ГО=Ры- 
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Обозначая черезь 2 и у одну, а черезъь 2+ 42, у-= Ау другую 
пару соотвфтетвующихь значенй перемфнныхь, связанныхь уравненями 
(1) и (2) и уравненями 


у Ау= Г(® -+ 42), (18) 
+ А =: Р(у-+ 5), (20) 
находимъ изъ (1) и (19), 
Ау _ Ге) — 7) 8 
45 45 2 
а изъ уравнений (2) и (24) 
Ах _ Ром — 
= 6 г Ро. 6) 


А) 


Ау, 
стремится къ 0, находимъ 


Замфчая, что т = [о и, что съ приближенемь 42 кь О и Ау 


п ( 


т, е. по (3) и (3@): 
1 
г® = )’ {4) 
что и требовалось доказать. 
12) Производныя круювыхь функции. 
Примфнимъ доказанную формулу къ розысканию производныхь оть 
хруговыхь функцщуй; а7с р 2, @7е с03 2, атс 9 т. 
1) Полагая у = а7с зв т, имВемь х — у, при условяхь 
сз 
5 
зд /'(2) = висзт т, Р (у) = эту, Е' (У) = 0039; по формуль (4) 
находимъ: 


т 
559 = + 


1=з=+Ь 


т УТ 27 вадо взать въ +, ибо 08 и >0, 
пр — Ту +® 
р === +5. 


Итакъ 


{атсзт х) = >. (5) 
2) Полагая 


у @7св08 ® = [(#); # =сзу= Ру), (Озвузвт), (—1=52735-1) 


находимъ: т 


эту яя 


Е уф зту йа) = 


с0 знакомъ + при корнЪ, ибо пу 0 при 0-= ук 
Сяфдовательно 
1 


(атсваняу = ры (6) 
т т 
3 улесыр = Гу зщу= Ри, 354+, 
Е) = гаи — 5 у = Та". 
Сяфдовательно: | 
Г@®) = тв, (ас 9%) = та. (7) 


Изъ формулъ (5), (6) и (7) получаемъ, по известной теорем о диф- 
ференщалё функши оть фунещи, слБдующия: 


(8) 


(9) 


(10) 


тд м какая угодно функщя отъ #. 
Примпры: 
4 атс в (2?) = 


атс Ух = 


Замьмаие. Функщи атс сд д, атс весел, атс созес 2 опредфляются по 
соотношещямъ 


1 1 
вис ооуе  атовр (},атозеся — втсовя ), пноооев атози :) < 


сяФдующимь изъ формуль 


1 1 
609 у ду’ 29 газу’ 208669 Эту" 


Для упражневёя предлагаемь, при помощи соотношений (4), найти 
(атс с0ё9 #), (ате вее ж), (ате созес т), а именно: 

—1 
хуя’ 


‚(атс созест) 


—1 1 
И ‚ 
(атс со 2) ур (6362) ду 
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причемъ знахь Уд?--1 будегь одинаковь со знакомь числа 2, т. е. 
Уй—1>0, приз > 0, ара < 0, прил < 0. 


Таблица главнёйнихъь формуль дифференшальнаго 


исчисленя. 
[123 
1. а9ч= ж} 
2. 4(#) = е4и, 4(а*) = а дан, (а — постоянное > 0); 
.- 4 
. @(и") = ти" ди, (т — постояни.), ФУн = 5 : 


3. 
4. ати = 608 и4в; 
5. 


. 9 608 и = — мии аи; 


4% —4 
6. 4 и — зу: Ч со и — тт 
_ . аи — 4 
7. Чате т в = И’ Час 608 и = УЕ, 
8. Фары 
„ Фата и т а; 


9. 4-й = два; 
10. 4 (и0) = ие + аи; 

“ Фан — нае. 
п, 


12. @ (и")} = и" (оди = и 14 и). 


$ 3. Производлыя к диеееренщалы разхичныхь порядвовь Фувкый 
оть одного незавиежнаго перемфилаго. Пусть у есть нёкоторая функщя 
оть аргумента 2, у = {(2). Производная у’:= {'(2) есть новая функ- 
щя оть 2; производную оть У’ называють второю производною или про- 
изводною 2-го порядка функщи у и обозначають знакомъ у” или /" (2); 
производная 3-го порядка есть производная оть у’ ит. д. 

Такныъ образомъь можно опредфяять посяёдовательно производныя до 
какого угодно порядка я. Производная и-го порядка оть у иян (2) 
обозначается знакомъ у“ или /“° (2). 

Напр. дя у= 2", имфемъ 


У, Ум, ума, = у =0 
и вообще 


3} = 0, при я == 5. 
Дифференыиаломь м-ю порядка данной функыи называють ировз- 
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ведете производной и-го порядка на я-ю степень дифференщала неза 
висимаго перемфннаго и обозначають знакомъ 4“у, такъ что 
4 = У" (а). 
Вифето (4)" обыкновенно пизуть 45”, причемь необходимо отличать 
этоть символь оть символа 4 (х"), обозначающаго дифференызль функ- 
щи 2’, т.е. д" " ах. 
Дифференщалы разныхь порядковъ можно вычислять и послдова- 
тельно съ помощью формулы 
Фу = 4 (4—9), (@) 
разематривая при поелфдовательныхь дифференцированяхь дифферен- 
щаль независимаго перемфннаго 42 какъ число постоянное. Справедли- 
вость формулы (@) легко показать. Въ самомъ дЪль, по опредЪленню, 
Фу = а", Фу = уда 
изь послёдней формулы имфемъ, при 4х постоянномъ, 
4 (4"—1 у) = 4"-2аз"=, 
во ду"-в — ума, 


слЬдовательно 
8 (4—5) = у? ад", что и требовалось доказать. 


Услове 452 = постоянному зяечеть за собою какъ слЬдетве, что 
4: =0, 9 = вт. д. 
'Изь предыдущего получаемь слёлующуя обозначеня производныхь 
различныхь порядковъ 
гу 


а 4 
и= т, и, с дд ° 


Не мЬшаеть замфтить, что если у= Г(м), то формула 4у = }' (и) 4в 
справедлива, какь уже было показано, и тогда, когда м обозначаеть не 
независимое перемфнное, & любую функщю оть 2, между тфиъ какь фор- 
мулы для дифференщаловь высшаго порядка фуничём отз функши уже 
не получаются простою замфною буквы <, обозначающей независимое 
перемфнное, -буквою и, обозначающею функдю оть +, въ формулЬ 


Фу = (фах. 
Дуйетвительно, если у == /(и) и в фуньшя оть 2, то въ формуль 
4 = Г @) 4 
оба множителя {” (#) и 4и перемфнные, а потому 
ау = а" (6) вы} = дай + Г вы, 
ту = "(а 3 р" (в) и в а в ит. д, 


кавъ легко получить послфдоватеньнымь дифференцироващемъ. 
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Изь этихъ формуль, черезъ раздлене ау, 4%, ..... на 427, 42,. 
для пот производныхь получаемъ ри формулы: 


(+ ло, 


п (зо тег чуньх 


Дифференщаль я-го порядка суммы нфсколькихь функций равемъ суми$ 
дифференщаловъ того же порядка оть слагаемыхъ, потому-что, если 


у=и-+о, 
то 

Чу = аз + 4%, Ру = 4 (ау) = а (4в) + 9 (4) = Ф% + Фо ит. д. 

Также очевидно, что 4* (ау) = в4“у, если а- постоянное. 

Найдемь теперь выражешя производныхь я-го порядка ифкоторыхь 
простёйшихь фунещй. 

1) у= 2" 
гдБ т постоянное. Мы имфеиъ 
у т, тт итд 

и вообще 


349 =т(т— 1) (®—2)... (тп 0, 


Если т—цфлое положительное число, то, положивъ и — т, находимъ 


91 =шт— 10 (т—2)...2.1 = постоянному, 


а производная порядка выше т равна нулю. Отсюда слёдуеть, что про- 
изводнаа порядка т оть ифлой функши степени ® 


Г@) = ди" + Ато... + А, 
равна постоянному 
ПыфЕАтт—1)...81 
а производныя порядка выстаго чфиъ жщ ранны 0. 
2) у = а", У = "ца, у’ = "(198.9 — 4" (а). 


При у= е" (е — основаше системы натуральныхь логариомовъ), 
у = "== у при велкомъ ю. у 


3) у=зта, уни (2+3), 
ина ( +2 5, "= вг — в (5 +3 5) 
вообще 


ви (= 3). 
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Формула эта провфряется при я==1, а допустпвъ вя справедливость 
при данномъ я, находимъ 


= (+ 1) =), 


и видивъ, что она справедлива при замы» я на я + 1, аслёдовательно 
и при всякомь #. 


в у = 6082, о в [2+ 5, 
доказывается такъ же какъ предыдущая. 
1 
5) У—12, УЕЕ т", 
отеюда 
4" (2—1) 
рт ([—-ПС-2) ... С @—1) =" =( 


Дифферениаль в-ю порядка произведена двуть функц (формула 
Лейбница). Изь формулы 
@ (и) = и@о + зав 


новымъ дифференцировашемъ получаемъ 
4* (и%) = иа?о -- дифу + до4и + аи, 


4? (15) — иа?о — Заиао = оаи, 


Легко убфдиться, что вообще 
#®—1) 


4" (шо) = ид“ + панд" + та ^ Фи +... 


-= даша офи. (р 

Замфчая, что при и = 2 справедливость формулы видна непосред- 
ственно, достаточно показать, что если формула (1) справедлива при 
какомъ-нибудь значеши я, то она будеть вфрна и при зам я ная-+1. 
Обозначая для краткости биномальные коэффищенты степени и черезъ 


п, ЯП» #»..-ь... 


причемъ 


_#и—1) И 


ть 
напишемъ формулу (1) такь: 
4* (#6) = ид“и = пана"... + паи 24. фи... (1) 
Дифференцируя еще разъ, получимъ, соединяя подобные члены, 
4" (10) = чан + (п, + 1) дидмо - ,-+п,) Фи +... 


+ бы) Фано... очи, 


Замфчая, что 
пы. =. @-ЕКО ява) 


1,2..й 1.2.0 
ФП —1...@ #2) 


(#1), 


получимъ 
Ч" (ие) — ибо + (п + 1) див... + 


— в - П], фе и Ни, (2) 


8 9т0 и есть результать замфны я на (в-+ 1) въ формул? (1). Слфдо- 
вательно формула (1) справедлива при всякомъ значенши цфлаго поло- 
жительнаго числа п. Раздфливъ 36 члены ея на 44", получинъ 


2 (2) ие пу + ® @— 1 ин 
= а пи — т2` а +... 
лв +... о. 
Напр. 
2) 


а = 4#".3.2.1466°.3. 25+ 46", 327 + в"? = 
де + 12 + 365 +24. 


ГЛАВА Ш. 


Приложен1е дихференщальнаго иечиеленя 

къ изучен!ю евойетвъ Функций. Разложене 

въ ряды. Выражен!я неопредфленнаго. вида. 
Махипа и Мита, 


$ 1. Теорема Ролая, Если функщя Г (1). непрерывна. в5 яроме- 
эжутяь (а, 6} и для каждаю значетя 2 в5 этомз промежуткь 
иметь опродъленную производную {"(2), ш если эначещя [(х) на зра- 
ницать промежутка ‘равны между собою, т. ев. р (а) = [(6), то вро- 
мзводная }’ (=) обраталнея в5 нуль по крайней ипрь при одномз эначе- 
зв 2 вв этом промежутки, иными словами, существуеть нъкоторое 
число Е между в в Ь, для которо у’ (Е) = 0. 

Жоззратезьатво. Полагая /(а} = /(8) = 4, разсмотримь функцию 

Ф® =Г@® —4, 
Аля которой 
$ (@) =0, 248) = 0 и-9' (5) = Г (2). 
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Пустьа<6. Нри непрерывномь изм5нен{я 2 оть @ до $, функшя $ (2) или 
постоянно равна нулю, и тогда $' (2) = /" (2) = 0 при всёхъ значеняхь 2 
въ промежуткЬ (а,5), или $ (2) принимаеть и значеня, не равныя нулю, 
положительныя или отрацательныя. Если ф (х) принимаеть холожиитель- 
мыя звачешя, то наибольшее изъ нихь будеть соотвтотвовать нёкото- 
рому аначеню # = 8, гдЁЁ не = ни а, ни $, потому что ф (а) = 0, 
$ (60) =0. ба. а<Е<8. 

Такъ какъ $ (2) наибольшее изъ положетельныхь значенй функше 
$ (2) въ промежуткЬ (а, 5), то при произвольномъ положительномь зна- 
ченш #4, подчиненномъ только условно, чтобы Е —й и Е-+ й лежали 
между а и д, будемъ имфть 


(+ —20)=0 зЕ-№Ю—з®=0 

откуда 

< М} — (Е — 1) —4 

А о, “№ са) 

А Е 
Съ нриближешемъ # къ 0, числа (1) стремятся къ одному и тому же 

предфлу 2’ (<), а такъ какъ одно изъ нихъ == 0, а другое == 0, то +’ (#) 
можеть быть только равно нулю. Поэтому 


Ф=Р@ =о, 
что и требовалось доказать. 

Если бы (2) принимала только отрицательныя значешя въ про- 
межутк$ (а, 5), то ея наименышее значеше соотвфтетвовало бы нфкото- 
рбму значешю 2 =, тд а<ё<, и разсуждеше, совершенно апало- 
гичное вышеприведенному, показало бы, что для этого значешя 

#®=АР@ =0. 

Теометрически теорема Ролля интерпретируется слёхуюлнлиъ образомъ: 
если ординаты кривой при х =ви = равны между собою, и въ 
промежутеЪ (4,8) кривая имфеть въ каждой точкВ опредфленную касз- 
тельную, то найдется въ томъ же пронежуткЁ такзя точка на кривой, 
ТДЬ касательная параллельна оси абецисеь (угловой козффищенть = 0). 

Приморы: 

ге 24° — бя + П2— 6, /(1) =1 (2) = Г(3) =0; 

фз — 129+ 1; 


эта функшя должна обращаться въ О въ промежуткВ между Ти2и 
въ промежуткь между 2 и 3, и дЬйствительно, корни уравнен!я - 


37 — 22+ Ш =0 
будуть: 
> 1 
1.18, 1, = 2+3 03; 15, < 2<а,<3. 
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Функщя /" (2), производная оть /’ (2), обрашается въ нуль въ про- 

нежуткЪ между т, и т,, з имепно; 
ГЕ?) 

обращается въ 0 при 5 — 2. 

2) [(®) = та, ГО) =Г@)=0; (4) = 08% 
Л (@) обращается въ 0 при =, между 0 ит. 

Вь дальнЪйшихь изслдовашяхь мы будемъ предполагать, что раз- 
сматриваемыя нами фуньщи удовлетворяють усяовно непрерывности и 


существовантя опредёленной производной, не оговаривая этого въ каж- 
домъ отдёльномъ сяуча$. 


$, Формузы Язгранжа и Кощи, 
Формула Лозранжа./ Если Г (2) непрерывна в промежутнкт (а, 5), то 
Е. 
10 —г9=6-—9г@), 
30% Е — нюкоторое число среднее между а и 8. 
Доказательство. Раземотримъ функщю 
з®=/,-—Г9—6-эрР, @) 
гдВ Р’ есть неопредфленное пока чиело. 


Функшя 9 (2) удовлетворяеть, очевидно, условно $ (5) = 0; число Р 
можно такъ выбрать, чтобы и © (а) =0, з именно положить 


#6) — Га —6-а@Р=0, 


т. е. 
р_Г®-г@. 
$ а 
Взявъ производную оть $ (2}, находимъ 


ф=-Р@-+Р. 

Но теоремф Ролля, +’ (2) обратится въ О при д = Е, гдь =— н%ко- 

торое среднее между а и 6. СлВдовательно 
$ = -Г®-Р=о РЕД(>, 
такъ что 
$) — {@ „ . ` 
ОГО ранге гов -9й@, 

что и требовалось доказать. ^ 

Ольдетаве 1. Если производная функщя /' (2) равна 0 для ость 
значенй т, въ проиежуткЁ между аи $, то первообразная функшя / (2) 


сохраняеть одно и то же значене во всемъ этомъ промежуткЪ, вНыМЖ 
словами, будеть число яостоянное. 


Доказательство. Взявъ по произволу два числа а и В, (8>а), въ 


— 63 — 


промежутк$ между а и 6, будемь вифть по формул Лагранжа 
18 —Га=в-баге, 


тд а<Е< В; но, по условно, {" (2) =0, каково бы ни было значеше Е 
между аи В; слёдовательно /(8) — Г(а) =0 или /(3) = (®), при про- 
извольныхь значешяхь я и 8, что и требовалось доказать. 

Оопоставляя этоть результать съ тёмь, что если /(2) = постоянному 
числу, то {' (1) = 0, при всякомъ значеши х, мы можемъ теперь выска- 
зать сл6дующую теорему: 

Теорема Г. Условае` необходимое в достаточное для тою, чтобы 
функция Г(®) содраняла одио и то же значене для веъиь значенй т 
65 каком-нибудь промежутиъь, т. е. была'равна постоянному, состоит 
65 томнь, что производная ея }’(х) = 0, для веьаь значена т вз этом 
промежутит. 

Слюдстве 2. Если производныя оть двухь функщй /(2) и Р(+) 
равны между собою, при всякомъ значеши 2, то разность 


Е (2) —Г®=е 
тдф с— число постоянное; въ самомь дфлЬ, обозначая 
$8 = Р(®) — [@), 


У =Ра Г -ь 
слёдовательно $ (2) = постоянному, что н требовалось доказать. Этоть 
фезультать, сопоставленный съ извфстнымь раньше, по которому 


' (2) = (2), ели Р(в) = {(@) нс, 


гд%: с— постоянное, даеть слдующую теорему: 

Теорема 11. Услове необходимое и достаточное для тозо, чтобы одна 
функиая отличалась отз друзой лшвь постояннымь слалаемымь, состоить 
85 томз, что производиыя этихз функшй равны между собою тожде- 
ственно. 

Формула Коши. Если {(2) и (7) имыють опредфленныя производ- 
ныя въ промежутеВ (а, $), и $' (2) не обращается въ О внутри этого 


‘промежутка, то А” 
т о-ю_Р@ 
$0 —Ф® 90’ 
тдБ & среднее между а и 6. 
Доказательство. Взявь функию 


) — 
во = ге го) оО в 0 


инфемъ 


изфемъ . 
Р«=0, Ро РФ-Г®) 


1 — <) 
28 =). 
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По теоремф Ролля, Р'() обращается въ 0 при ==, гдЁ = еред- 
нее между а и5; поэтому 
10 — Г® 


ГО 0—5? 
а такъкакь $'(2) не = 0, то 


ОГ Е (5) 
+8) —24^ 9@’ 

Формула Лагранжа получается изъ формулы Коши, когда положимь 
9 (2) =® 

$3. Призкаки воврасташя и убывашя Фуницй. Махинат и пепла 
ФУВкЦИ оть одвОЙ неззвисимой перемфяной. 

Опредьлешя. Функща /(2) называется возрастающею въ даниомъ про- 
межуткЬ (а, 5), если, при произвольно выбрапныхь значешяхь 2; и 2, 
въ этомъ промежуткф, разности /(2,} — {(2,) и (2, —2,) имфють одияъ 
и тоть же знакъ, т. ©. 

Ге) — Г), 


т, — 2 


9 =0, 


функщя /(7) называется убывающею въ томъ же промежуткЪ, еели раз- 
ности {(2,) — / (2) и (2, — 2.) имфють разные знаки, т. е. если 
Ре) — Гео 
я, — 2, 

Теорема. Если [(2) возрастающая в5 данномь промежутть (а,8), 
что ея производная }’ (5) не можетз быть отуинительною ви для ка- 
хо значешя 2 в5 этомз промежутиь, т.е. [' (1) ==0, при а-55=6. 

„Если [Г (2) — убывающая 65 данном» промежутит, зно |" (1) че 
может быть положительною вз этомё промежуткь, т.е. [' (1) =, 
при в=2 =. 

‚Доказательство. Если } (7) возрастающая, то 

Ге) — Г), 
2—1, 


каковы бы ни были т, и х,„, слАдовательно 
{@) — ей) — Г(а, у 
пел, РО = пра ГИР] а 


будеть > или == 0, что и требуется локазать. Такъ же доказывается}. я 
вторая часть теоремы. 

Чеорема обратная. Есаз производная ["(®) будеть положитель- 
ною для встть значенй х вв промежуткь (а, 6), причем она можета 
быть и равна нудю дая отдпльныхь значе т, то первообразная фуни 
зёя У (2) будете возрастеющею вь этомз промежутат. 
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„Есль |’ (2) < 0 для встлё значенй т вв промежутиь (а, 5), при- 
чемз для отдюленыхь значений х можеть быть |" (2) = 0, то }(®)— 
убывающая в5 этомз промежутяь, 

Доказательство. Положимъ, что {” (1) > 0 дла вефхь значенй 5 
между а и 6. Взявъ по произволу два числа 2, и 2, въ данномь про- 
межутеВ, по формул Лагранжа имфемъ 


Г(а,) — Га) = @, — в) Г), 
тд & н8которое среднее между 2, и х,; отсюда 
Га) — Га) _ 


2, — 1 


# (> 0, 


т. е. / (2) — возрастающая. 
Сдьланное заключеню остзется справедливымъ и въ томь случа, 
когда /’ (2) = 0 для отдёльвыхь значенй г. 
Въ саномь дёлЬ, положимъ нёир., что /' (2) обращается въ 0 при 
1 =сих = @, причемь 
д <е<4<а, 


& для всхь другихь значений 2 въ промежутЕВ (а, 0), }' (2) > 0. Тогда 
по формулВ Лагранжа 
Г@ —Ги>о 
74) — Г) >06 
Ге) — Г@ >60. 
Откуда черезь сложеше получаемъ 
#2) — Г(@)) > 0 при 2, > 2, что. и треб. док. 

Совершенно такъ же доказывается вторая часть теоремы ддя случая 
Го =0. 

Отредъленя. Функщя }(2) будеть талуиния при 2 = д, еслы-воз- 
можно увазать такое положительное чисто а, чтобы функщя быша в0з- 
‚растающею въ промежутЕВ оть 2, — @ до 2, и убывающею въ проме- 
жутБВ оть 25 до 2. + @. 

Функшя р (2) будеть ифиитит при х — т, если она убывающая 
въ промежуткв оть 2. — а до 2, к вбзрастающая—оть 2, до 2, -- а. 
Число а можеть быть какъ угодно малынъ; зЪ случа татипиига 
Г (=) > Г(@) лия значенй г достаточно-близкмхь КЪ 2, 80 об стороны 
0тз 25; въ случаБ жинииита Г(х.) < Г(®), для х костаточно близвыхь 
к 2, 0 -0бю стороны отз х„ (т. е. при 2 >Я 2 < 1,), 

Теорема. 1) Есль фучкийя Г(@) будета татипит при т = т, то 
эроизеодная |" (2) обращается в5 0 при х — 2, м переходить изв 
85 —, т. е. будеть > 0.0дя 2< т, и достаточно близкаю ква, в < 0 
для > 1% и достаточно баменио кз т,. 

К, Ураско.--Деффренх, и зкхверллык. иеижени, Ё 
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2) Если фувкщя Г(а)-инийтит при зат, то |" (2) обращается 
8 Ожия=щ чи 15 — в +. 

Обратныя теоремы также справедливы. При этомъ предпололается, 
что }' (1) непрерывна при т = 5. 

Доказательство. Если Г(ть) есть тазётит функщи / (2), то Г(#)— 
возрастающая въ промежутВ оть 2, — а до 2, и убывающая оть 2. 
до 2, + а, СлЬдовательно, при й 2 а, имвемъ: 

Гы —№=о Ра +в =0; 
подводя # къ 0, находимъ (по непрерывности }' (2) ), 
Ра) = 0. 
Вь случаф лиийтин’а также находимъ 
Гы = Гы 
‘откуда. П@) =0. 
Теорема доказана. 
Обратныя теоремы почти очевидны: если 


пы -№>0, Лад =0, Личи < 0, пиво 


то /(2) возрастветь въ промежутк отъ 2, — а до х, и убываеть въ 
промежутеф оть 2, до 2, + а. Олфдовательно, при 2 == 2, (2) дости- 
гаеть тазтит’а, а если {’ (2, —№) < 0, И (,) = 0, Л (в, + В)> 0, 
то Г(т.) есть инийтит. 

Изъ предыдущаго вытекаеть сльдующее правило для розыскащя тёхъ 
значеный х, при которыхь /’(2) будеть тазитив или тинзиия. Ирирав- 
нивземъ производную /" (2) нулю и ищемъ корни уравнешя /" (5) = 0. 
Если т, есть ОДННЪ ИЗЪ НИХЪ, ТО 

1) #(х.) будеть тахитиит, если производная переходить. изъ + въ — 
при переходф 2 оть 2, — # вЪ 2, + # (# —какъ угодно малое полож. 
число); . 

2) [(о) будеть пийтит, если Р (=) переходить изъ. — въ —; 

3) /(<.) ви мазжтит, ни тйитиии, если. Г" (2), обращаясь въ 0, 
знака не м5няетт. Въ посдфднемь случа, если 


1% —В)>0 в Иа >0, при в<а 
то Г (2) вазрастветь во всемъь промежутЕ$ оть 2, — а до 2е-+- а, и если 
Гы <0 и Гщ-в< 0, 


то { (2) убываеть во вбемь промежутк$ оть 2, — а лох, -на *). 
Примпры. №) Г (® 3%; ГР’ (в) =ова. 


* № этяхь случаяхь говорять, что 
ря ит ао /(®} фунишя возрастающая или убывающая 
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При измфненн х оть 0 до 5, 608х>0; при = = 5, 608 & = 0; въ 
промежутк& отв до т, 0082 < 0. Сльдовательно, зи и возрастаеть 
въ промежутв оть 0 до 2, убываеть въ промежуте$ оть® до п, при 
#= ы достигаеть мазинии’а, равнаго -+ 1. Въ промежутьВ оть п до 
=, с08х < 0, зтх Убываеть; въ промежутеь оть ыы до 2т, с08 # > 0, 
&т и возрастаеть; при 5 = =, эт = — 1 (жби. 


2) Га) = — ра = 2). 
Г (@) =0, пя з = +2; пих<2, Д(2) < 0; пи 2> 2, [(2)>0. 
Стфдовательно /{(2) = — 7 есть зйннит. 
3) То ++ 4 
Р@®) =4@' — 32+ =4(— 1 (# +2). 
Г(®=0, приз =т и при х 2. 


Приг=1, (2) ни махйнаит, ни тфилит, ибо |" (1— в) и {" (1) 
при # достаточно маломъ, больше нуля; при х = —2, /(2) — ттипит, 
потому что /’ (2) пзреходить изъ — въ +, когда 2 переходить 


бъ= 2 —йщя = —2-+й. 


$ 4. 0 сходимости безконечныхь радовъ. 
Положимъ, что данъ безконечный радъ чнсель 


Чоу ль М, Мау. Ми Нине, (1) 


составленныхь по извЪстному закому, т. е. дана формула, позволяющая 

вычиелить значеше обинио члена и, по данному значешю указателя *, 

и позволяющая, слёдовательно, написать сколько-угодно членовъ рада. 
Обовначимъ черезь 5, сумму # первыхь членовъ ряда, т. е. положить 


Вю Ни, +... +; 


если, съ возрасташень # до оо, сумма 8, стремится къ нкоторому опре- 
дфленному предфлу 8, иными ‘словами, если существуеть такое число 5, 
что абсолютная величниа разности: $ — 8,, при возрастани п до со, 
стремится къ мулю, то рядь (1) называють рядомъ сходямиемся, а чнепо 8 
+го суммою, и тогда пиитуть: 

= и № +... Жы.... . - (2) 


Если же, съ возрастанемъ п до со, сумма я первыхъ членовъ ряда (1) 
8, возрастаеть безпредёльно или, хотя и не возрастаеть безпредёльно, 
но ни къ какому опредьлениому предёлу не стремится, то рядь (1) на- 
зывають рядомь расходямиимея; расходящуйся рядь суммы не иметь. 


Пояснимъ эти опредфлешя примёромъ; разсмотримъ геометрическую про- 
гроссо: 44 6,19, ее ®) 
Для этого ряда имфемъ * 


ее 
1) Если 4 <1 по абсошотной величинй, то, съ возрастанемъ % до со, 


4 будеть стремиться въ нулю, и формула 


ат 


ъ" 1—@4 }—а 


1 
показываеть, что 8, будеть при этомъ стремиться къ предёлу 1} 
слвдовательно, при — 1<4<-+ 1, 


предль 8, = 8 = 


рядь (3) есть радь сходяцийся, сумма его = тя ‚и можно написать 


реке... 


2) Ши 4>1 по абсолютной величин, абсолютная величина числа 

“—1 

чи 

очевидно, возрастаеть безпредфльно съ возрасташемь #, и рядь (3) еств 

рядь расходяпийся. То же самое надо сказать и въ случа 4 = 1, когда 
5. = *. 


8.= 


3) При ч=—1, 


5. = 1+ —1+41—.... + (— 15 


при ® четномъ, 8, —0, при я нечетномь, 8, = |, и въ возраставемъ я 
До со, 8, будеть постоянно переходить оть значеня, раннаго 0, къ зна- 
чению, равному 1, не стремясь ни въ какому опредфленному предёху; 
слёдовательно, и въ этомъ случа радь (3) есть рядь расходапийся. 

'Усломе необходимое, но недостаточное само ло себф, ддя сходимости 
рада, сосгоить въ томъ, чтобы съ возрастанюмь № до сз, общуй членъ 
рада и, стремился къ 0, иными словами, члены ряда должны безпре- 
дёльно убывать по эбсолютной величин, начиная съ нфкотораго ыЪста, 
если рядь есть рядь сходяцийся. 

Вь самомъ дёлЬ, по опрехфленно сходимости ряда, 5, дозжно стре- 
миться въ нфкоторому прехёлу 3, при возрасташи ® до со; а потому 
при достаточно больпомь п, разности 9 — 8, х 8 — 8.1, а слфдова- 
„тельно и 5»: — 8», будуть какъ угодно малы; и“ 


Зин: — В, = и. 
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слАдовательно и, должно убывать безпредёльно съ возрасташемъ п, что 
и доказываеть необходимость высказаннаго условЁя для сходимости ряда. 
Недостаточность этого условя легко обнаружить на слфдующемь при- 
ыфрё. Разсмотримь рядъ, извфстный подъ именемъ зармоническаю, 0об- 
п членъ котораго и, = 1, т. е. радь 
1 1 


1 
ино. ее + @ 


Члены этого ряда убывають безпредьльно, & тёмь не менфе рядь 
этоть расходяпийся, въ чемь можно убфдитьея слфдующимь маперомъ, 
Положим я = 2” и напишемъ сумму 8, слёдующимь образомъ; 


5, =1 (+ т: 1. 
А ВИ ВА ЗВ ОИ) Пмыю 


1 1 и 
+ = + +2) 


Эта сумма, очевядно больше чфыь 


1 1 1 ,1 
Теа у а: = 
а Ту Тетя 
= Вы += 5 


При достаточно большомъ м, это число можеть превзойти всякое 
данное число, а потому съ возрасташемъ т, а схбдовательно и я, хо 
`безконечности, 5, также растеть безпредёльно, и рядъ (4) — расходяцийся. 

Для радовъ съ одъими положительными членами можно вывести 
простой признакъ, рёшающый вопросъ о сходимости или расходиности 
ряда во многихь случаяхь. Выводь его основаиъ на слёдующей теорем: 

Теорема 1. Если члены нпкоторало ‘ряда вст >0 и соотвютственио 
меньще членов нлкоторао сходяшелося ‘ряда, то данный ряд слодящейся, 

Доказательство. Положимъ, что дапь рядъ положительныхь членовъ; 


Ме М, №... №1, 


и извфетно, что 
Мн < 9, 


39, \ <®,, .. 
и рать ` ..@ 


Фот бо Я +. Фа е 


— сходяцийсл. Обозначнвъ 


8, = Из-ни, +в... мы, 9, = НЯ, +, +... 


будемъь инёть 8. < 8'.. 


_ #0 — 


Съ возрасташемь #`ло о, 8, и 8’, возрастають, потому что ве8 
члены этихь суимь положительны; по условно, 5’. стремится Еъ конеч- 
ному предёлу 5’. СлАдовательно, 5, < 5, < 8’, и сумиа 5,, постоянно 
возрастал, но оставаясь меньше конечнаго числа 8, стремится къ 50- 
нечному предфиу 8 < 8’, что и доказываеть теорему. 

Зампчаше. При изслудовави сходимости ряда всегда можно отбро- 
сить конечное чнело членовъ оть начала ряда, потому что очевидно ряды 


> а, Ма, с. аь Мы ыы, с. Иня се + 0) 
я ых Вы ан еее (2) 
тдв Ё конечное число, будуть одновременно сходящимися и расходя- 
щимися. Если сумма ряда (2) есть 8, то сумма ряда (1) есть 


8+4, д ЕЩЕ... №, 
Признак слодимости и 'растодимости '0яд0вз сз положительными 


членами. 
Теорема 2. Раф положительныхь членовз 


о» Шу И... >. 


:. М 
будета стодящйся, если начиная сз никоторозо мпета, отношене ;„”, 


остается менмие нъхоторою числа 4, которое само меньше 1; рядь бу- 

деть растодяиийся, если — будеть> 1, начиная с ньыхоторало миста. 
Доказательство. Согласно сдфланному замёчаню, можно предполо- 

ить, что услошя теоремы 2-ой выполнены, начиная съ перваго члена. 
1) Положимъ, чо 


м < и <4, 2 <% 
ТАБ 9 < 1; отсюда 
и Зо в, Зи, и, <" 
Рядь: 
ЗД, в... м. 


при 4 < 1! убывающая геометрическая прогресойя-—сходянийся, слфдова- 
тельно и данный радъ сходялийся. 

2) Есяи = > те и, ри, начниая съ ибкоторато мфота, то 
члены ряда возрастають, и рядь— расходящиеся. 

Слпдетве. Если пред. [= Х < 1, то рядь сходяпийся, по- 
тому что, ваявъ число 4 между Аи 1, т.е. < 4< 1, можемь взять я 
достаточно большииъ, чтобы 


= 


Ч <а-ь 


#1 
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а тогда для вебхъ ®, начиная съ ифкотораго мфста, 
" 
1, 
и. 1 < 4 < 
откуда и слфдуеть сходимость рада. 


равному 1, оставаясь > 1, то рядь 

расходяпийся. Наконець, если и стремится къ предфлу, равному 1, 

оставаясь < 1, то © сходимости или расходимости ряда, по изложенному 

выше признаку, судить нельзя, Это есть такъ называемый сомнительный 

случай для признака, основаннаго на раземотрёни отношешя двухъ по- 

слёловательныхь членовъ ряда. 
Ириипры. 1) Радь 

й ЕЯ 2 = 

> 15° 1.8.3 Таз 


сходяцИйся при всакомъ х, потому что 


Е са о 
и К вы 
каково бы ни было значеше 2. - 
2) Радь ° 
. 2 2 # 
м Зои» = 
сходятся при т < 1, расходящйся при х > 1. Здь 
и, _ 2—1 са = 
в [т 
При 2 = | — сомнительный случай. Расходимость ряда 
11 1 
1, Ви" 


доказана была рапьше, независнио отъ теоремы 2-ой. 

Относительно рядовъ съ членами холожительными и отрицатель- 
ными хокажемъ слфдующя теоремы. 

Теорема 3. Ряд с членами разныть знаков будеть стодяийяся, если 
„ряде модулей членовз есть рядь стодяийиася. 

Пусть 8. сумма и первыхъ членовъ ряда, 5, „сумма положительныхь 
членовъ въ 5, а (— 5") —сумма отрицательныхъ, такъ что 5, =8',-— 5", 
Сумма ряда Зодулей членовь по условно, есть конечное опредфленное 
Число <, и ч = пред. (5', + 5",). Отсюда видно, что суммы 5’, и 5". 
постоянно возрастая, остаются меньшими х, елёдовательно, и тё и 
другая стремятся къ опредфленнымь предфламь 5’ и 8", а тогда 
8. =5', — 8", стремится къ прадёлу 5’— 8", я слфдовательно данный ° 
рядь сходяпийся. 


— 78 — 


Обратная теорема не имфеть Мфста: радъ модулей членовь можеть 
быть расходящийся, & радь положительныхь и отрицательныхь членовь— 
сходящуйся. 

Напримёръ, ряды: 


1 1 
1-5 жи -. 
фасходящйся, з рядь: 
ГЕ 1 
а аа 


Бакъ сейчась увидимъ, сходящййся. 
Сходяпуйся радъ называется абсолюиию сходящимся, если рядъ мо- 
дулей его членовь также сходящйся. Тазовъ нанр. рядъ 


= х 


ЕВ 


не абсолютно сходящёйся. 
Теорема 4. Рядз членовз поперемьнио положительныть и отрица- 
зпельныхь, постоянно в безтредъльно убывоющиить, есть рядь стодящияся. 


Пусть ии, +, фи... - 

есть радъ, въ которомъ всё и, > 0, #=0, 1, &,.... 
>И ри >и,.... и пред. [и = 0. 
Возьмемъ четное число членовь и положимъ 
Вы Ш Ни, — М; +... + бы а — и 
Эту сумму можно написать въ двухь видахъ: 
1) 8. = (шв) + (и, и) + (та — и) 

и 


2) Я. = — щи) — (в — №) — .... — Шт, 
Изь 1) видно, что 8.,„ постоянно возрастать, какъ сумиз пояожитель- 
ныхь чисель (и, _мь_1), Число которыхъ возрастаеть, а изъ 2) видно, что 
8. < %- Слёдовательно, `б„, стремится къ опредёленному предёлу. 

Жь тому же предфлу стремится и „в, потому что 

Вы == 8, м, и пред. и, == 0, 

Слфковательно, $, стремится къ опредфлеимому предфлу 8, будеть ии 
=  четное ‘или нечетное, и рядь будеть сходяцийся. Если естаповимъ 
рядь на членВ м..., о остатовь 


Ти = ЗЕ (Ми — Мама щь + ...), 
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откуда видно, что |»,| < м„. Слфдовательно, принявъ приближенно $ =5., 
мы дьлаемъ погрфвность, численно меньшую перваго изъ отбрасываемыть 
членовъ. 
Примтрь. Рядь 
1 1 1 


Те. 


273 з 
сходянИйся, потому что члены ряда постоянно убывають, 
1 
ши [о 


Зампинте о рядать 65 мнимыми (комплексными) членами. Во нно- 
гихь вопросахъ разематриваются ‘ряды, члены которыхъ комнлексныя 
числа вида:- а + 5 45 $-=У — 1. Рядъ 


+, а, +6, а, + В ща... . 

называють сходящимся, если ряды 
в, @,, @,, --.. вы 2) 
$,, 6; 6,5 --.. 6, {3) 


> - . 
— 063 сходянщеся. Суммою ряда (1) называють комплевсное число: .А-1-В$, 
гв .4- сумма 2-го, а В—сумма 3-го ряда. 


$ 6. Формулы Тейлора и Маклорена. 
Всякую цёлую функиио (я — 1)-0й степени: 

(= А+ А+ + А А (1) 
можно представить въ видё многочлена, расположеннаго по степенямъ 
2 — @, гдЁ а произвольное число. Это разложеше можно получить съ 
помощью формулы бннома Ньютона, замфчая, что 


ао тадртечьцр-аа 6 (1—а) а 1+... +(а—а 


примфняя эту формулу къ каждому члену выражешя (1) и соединяя члены 
съ олинаковою степенью (5 — а). Результать будегь вида 
1 (@) = В+ В, (#—а) - В, (#— в) +... + В, (2—а)**, (2) 


тдё В, В,,...Вьа оть 2 не зависять. Значешя этихь коеффищентовъ 
можно найти очень просто. Взявъ послёдовательныя производныя оть 
обфихь чабтей тождества (2), находимь 


(= В, -- 38, (#—а + ЗВ, (# — а) +-..+ ®— ПВ, (5—4, 
'@=28, +3.28,@—а)+..+®— 08—28, (2—4) *, 


1—®=@-0@—>)-..2. В 


—_м- 


Положивъ здЬСЬ 2 == а, получимъ 
В,— (а), В, =Г'@), 


1 (а) 1 (а) _ "о ® 
т’ тар ВТО. 


Подставивъ въ формулу (2), находимъ 
= го -гое-9+- Г Феи + 
-. г (а) ет р 


В, 


9— а -+ 


“ре © 


Эта формула называется формулою Тейлора для пфлой функции. 
Положивъ х —= п +- В, можешь написать предыдущую формулу въ 
слъдующемь вид: я 


Гав = Ра + р@ь- 


= (а) 
Если /(2) не цфлая функщя (я — 1-ой степени, то формула (19) 
не будеть имфть мФота при произвольныхь в ий. Разсматривая вторую 
часть какъ сумму первыхь # членовъ безконечнаго рада, ряда Тейлора, 
общйй членъ котораго изображзется Формулою 
От 
1.2... и 
предложимъ себф найти усломя необходимыя и достаточныя для того, 
чтобы сумма этого рада была равна { (в + №). 
Числа аи # будемъ разоматривать какъ данныя, подъ ® будемъ под- 
равум®вать произвольное цфлое положительное число, фунещю /(2) и 
ея послёдовательныя производныя 


Г "а... 
предположивъ непрерывными въ промежуткВ оть ха до дай 
хромф того положииъ, что {0 (2) имфеть опредфленную производную 
Е (®) въ этомъ промежутк®. 

Обозначимъ черезь В, разность между / (а-+й) и суммою в первыхь 
членовъ разематриваемаго безконечнаго ряда; для того чтобы { (а -+- №) 
была суммою этого ряда, ‘необходимо и достаточно, чтобы Ё„ при без- 
предфльномъь возрастанн я, стремился къ 0. Постараемся найти такое 
выражеше для В„, которое было бы удобно при разыскаши предфла, 
къ которому стремится В,„, когда ® возрастаеть безиредфльно. Замфчая, 
что В, = 0 при # = 0, положинь 

В, =№.Р, 
гдё р- произвольное положительное число, и будемь имфть 


И (а) 
ий? + © —0* . 


Пава) ад 
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Положивъ еще у — а + й — х, разсмотримь фуньшщю 


оу" 
хдд Пн чур. = В 


Относительно этой функщи замфтимъ слёдующее: 
при 2 = а, у —1, р (а) = Г + №), 
при # =а-+й, у=0, зан в) = (а - #), 
$ @ =э@- а). 


При сдбланныхь выше предположеняхь, къ функши $(2} можно 
слдовательно примфнить теорему Ролля, въ силу которой производная 
$' (2) будеть равка 0 при нВкоторомъ х==&, лежащемъ между аиа-+ 4. 

По формул (В) имфемъ 


$' (2) = Га) нуг@) ну ++... = 


КИ = вы: и 
"т..(—5/ чт и 5"®+ 


м1 


Ио а 
“та у.Р, 
ТВ У’ = — 1, въ силу формулы у=енй—х. 


Поетому, въ предыдущей формул, вс члены, кромё послёднихъ 
двухь, попарно сокрашаютсл, и ны получаемъ 


[м ®-Р. © 


Эта функшя должна обратиться въ 0 при 2 =6, гдЁ & лежить между 
ана}, т.е. при х=а-+ 8, г 0<8<1. 


Но пи х=а-8, у=анй—х=1(1—8), 


и формула (С) дасть 


у 
таз. @—0р“@ + =Р, 


откуда . 
(1—6)? о 

В.Р таз. пр! +0 0<0<Ь (Р) 

и 


Ре =Г@«<-ИФЬ-....-+ (Е) 


Формула (Е) называется формулой  еворь съ. дополнительным чле- 
ном. Формула (ПР) даеть выражеше дополнительнаго члена, найденное 


— 16 — 


впервые ПГлёмильхом. Въ это выражене входить положительное число р, 
хоторымъ можно распоряжаться по произволу, и невзвеюениое число $, 
лежащее между 0 и 1. 
Взявь р=и, получимь дополнительный члень въ формь, данной 
„Лагранжемь: у „ 
ИИ 
Вит @ +. (7) 


Взявъ р == 1, получимъ дополнительный членъ въ форм, данной Кони 


2" (1 — 6 п 
Вто” @ +. (С) 
Буква 6 въ обфихь формулахь обозначаеть ифкоторое число между 
Он 1, во ве одно и то же въ той. и другой. Въ приложешаяхь встр- 
чаютсл почти исключительно двз послЁдяя формы дополнительнаго члена. 
Если въ найдейныхь формулахь положимь х —=а+%, А =х— а, 

то получимъ второй вилъ Тейлоровой формулы: 


Поуке аура Щеннв, (И 
о ВИ ава 9), [) 


аа в 
шк В, ВОО Г пе (ажвы 4) © 


Если въ формул Тейлора положимъ а = 0, то получимъ формулу 
Маклорана: 


2 . + 
Пока О-В (8) 


Е 
м вата. ви” 69) в, 
го — 0" 
пар 9. К 


Приведенныя выне формы дополнительныхь членовь В, и р» дають, 
какъ сейчась увидимъ, во многихь случаяхъ, средство узнать, стремятся пи 
эти числа кЪ нулю съ возрасташемъ п до-безконечности; когда это усло- 
ще выполнено, формулы Тейлора и Маклорена дають разложешя функ- 
щи Г (2) въ безконечные ряды, расположенные по степеяямъ д — а млн 5. 

Для вычислевя коэффищентовъ этихъ радовъ нужно только вычислить 
зивчетя /(2) м ея послдовательныхь производныхъ при 7==а или 2==0. 

ЗВыраженя дополнительныхь членовъ дають также возможноеть суди 


— 7 -— 


о погрёшноети, которую сдфлаемъ, принявь за приближенное значеше 
Ё(®) сумму опредфленнаго числа членовъ ряда. 
Такъ напр. изь формулы 


в- 8. =. я (+92 — а), Ох <Ь 
видно, что если наименьшее и наибольшее значешя /® (2) въ предё- 
лахь оть а до В будуть ти М, то В, заключается между 


#— а)" . 
оО о. 


въ этихь предфлахь и будеть лежать яорлиииость въ приближенной 
форнуль 

= а +... + 
при в<5<8. 


При розыскаши предфла В, в.р, съ возрастаШень # до со, Часто 
пользуютея слфдующею леммою. 
Лемма. Каково-бы ни было чиело 2, 


= 
прел. | 


Число д очевидно можно считать положительнымь, потому что при 
розыскани уномянутаго предфла можно замВнить 2 иё — 2. 

Пусть ж-_ближайшее меньшее 2 пёлое число, т. ев. ж=а < т +1. 

Взявъ я_> т-н 1, предетавимъ разсматрыеземую дробь въ видь 


(2 — а) 


1.2. (20! °®, 


А. 2 #.... 4 
1.2.8 “`т+1° та в’ 
г 
7% тт 
Обозначая ть, низемъ 


13.2854". 


При безпредъльномь возрастаи #, 9“^” стремится къ 0, откуда и 
слёхуеть справедливость лемвы. 

Замбтимъ еще одинъ видь формулы Тейлора, получаемый изъ формуль 
(Е) и (Т.), вели замфнимъ букау а букзою 2, положнвъ # = 42 и за- 
жётимъ, что /"® (2) 92° =Ф[ (2). 
` Обовначая еще Г (= 192) — /(2) = АГ(%), находимъ 


Ре в &- ве 
А-а и т + р Р-Я Пк и). 
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Формула Тейлора даеть слдовательно разложен:е приращена функщи 
по ея дифференщалемь различныхь порадковъ. Дополнительный членъ 


Ре 0%) 
1.2....в 
обозначаеть результать подстановки числа 2 -= 9 вызсто 2 въ 4578. , 


приченъ 6 обозначаеть неизвестное число, лежащее между О и 1. 
Приложиму формулу Маклорена къ частнымь случвянъ. 


$6. Разложеныя е”, #1 х, с0з, (1-- 2)" шо етепеняжь х. 
1. (2) =", ннфемь {® (5) = #", каково бы ни быяо й; откуда 
РФР =-ЕРЮНЬ 
__ Е 
Р» — 1.2 . 
5 0<6< 1. Формула Маклорена даеть слЁдовательно 
ЕЯ ="! х 


= 


о 
ет, 


Дополиительный членъ р, стремится къ 0, съ возрасташемъ я до со; 
каково бы нн было значеше 2, потому что #\= веегда лежить между 1 
и 6", апервый множитель при всяконъ х стремится къ 0, и потому имфемъ 
сяфдующее разложене е” въ радь: 


д? 

#"—1.+ +15 —..-н тип (1) 
хахово бы ни было значеще т. 

Замфчая, что 

6" = 68, 
и замвняя въ ряд (1) < черезь 21а, получимь 
р 
4—1 + ща а... + (2) 


при всяком значение 2. 
Замфнивъ въ равенств® (1) х на — 2, получимь 


_, 2? 2 „1“ 
е =1—2-+ та Таз. + с. (3) 


Черезь сложеще и вычиташе радовъ (1) и (3) получимъ, по раздВ- 


звени ‘на 2, 
е 
5 “+ т . @} 
е_е* д д дееы 


р +53 “Та "та бык © 


— 9 — 

о чет 2 —-* 
Функщя —- называется зилерболическима косинусомъ, а г 
затерболическимь синусомъ оть 2; для обозизчешя этихь функщй упо- 
требляють знаки: 


= — = 
с03 Вир: в == С, зы вур. в = = 


2 


Чтобы судить о величин® погрёшности; которую мы дёлаемъ, когда 
при вычислеши ©“, съ помощью ряда (1), остановимел на я-омъ члемь 
этого ряда, т. е. когда положимъ приближенно 
а 


т Е х д 
е а 15-ти ц= +), 


з 


замфтимЪ, что 
ина 


в — = 
а) Если > 0, то 


а 1 Е Е 1 
Ради 1 рик = |< 


г Е Е ЩЕ 1 
тат ро ОИЕИ 
в] 
«Слёдовательно, при 2 > 0, 
=” 1 
<: и Е 
®-—1 


Ъ) Если х<0, то изъ выражешя 


тв 


е'= 


находимъ, положивъ х = — & 


тд$ 0 < 9 < 1: такь какь 0 < е-® < 1, то 


= 
|е <15_ в: 


Полагая, слфдовательно, приближенно 


; ё . 
Г =1 ета ты 


мы двиземъ погрФнность меньшую перваго изъ отброшенныхь членовъ 
-и одинаковаго съ нимъ знака. 
Изъ разложеня 6” въ рядъ вытекаеть слдующее свойство фуньци г”. 
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при ‘безпредъльномь возрастани 2, отношене Ри также возрастаеть 
безпредфльно, вакъ бы великъ ни быль показатель т, иными словами, 
фувкшя с” возрастаеть быстрёе, чАмъ какая угодно степень отъ 2. Въ са- 
момъ ды, при 2 > 0, всё члены ряда (1) > 0, и потому 


ОЕ 
Та, 


какъ бы велико ни было я: взявь в > т, находимъ 
в" == 


Гав’ 


а такь какъ 4”, при я —т_>0, возрастаеть безпредёльно выфств 
СЪ <, то отсюда и слфдуеть сказанное. Это свойство фувыши 6” можно 
выравить слёдующею формулою: 


Е|-- “ 


Замечание. Въ приведенномь выше разсужденуи число т было какъ 
угодно велико, но постояянюе; формула (а) уже не будеть имфть м%ета, 
если съ воерасташемь х и чисяо т будеть воерастать безпредфльно. 


Такь наприм8ръ: 
|= 0, а не > 


[= = =>. = [ эщ|_ = о. 


Изь формулы [= о можно вывести, какъ слЁдетве, что 
отнонее ры стремится къ нулю при возрастаи х до со, и что про- 


потому что 


изведеше а стремится къ 0 съ приближешемь х въ мулю, какъ 
бы мало ни’ было подожжинельное число а. 


Въ самомь ДЬШЬ, полагал 6” зд, имфемь д = 94, и 


= 
ИЕ -(=. 
— (85 \98/ 


сь возрасташемъ 2 до со и  возрастаеть ДО со, а такь какъ 


Е -- 


то изъ предыдущаго преобразовае!я находимъ 


1 
Ел 
а 


откуда 


1 
Полагая „ — а, причемь а будеть какъ угодно малое положительное 
число (но постоянное), такъ какъ ж было какъ угодно большое число, 


м == 0, первый изъ упомянутыхь выше результатовъ. 
Полагая здесь # = з ‚ находимъ 
192 
52 Му, У О пня но, п |, |= [у"19 У =0, 


второй изъ упомннутыхь результатовъ. 
П. Полагая /(2) = 082, инфемъ 


11° (2) = 008 (=) . 


2 

Отсюда 

79 = (1); 
при я нечетномъ получиыь  /® (0) =0; 
при ® четномъ, вида я = 4%, гдф #—цфлое число, получимъ 

190 (0) — с08 фт = + |; 
а при # = 44 +- 2. 
1 (0) == 008 (26 = и) == — 1. 

КромЁ того 

г Ем 

ГО нь тан" 


Такъ какъ 008 (= + "2 всегда остается въ предёлахь +1 и —1, 

5 ие стремится къ 0 съ возраставемъ *, при всякомъ значени 2, то 
608 разлагается въ ряль по степенямъ д, каково бы ни было значете х. 
Подставляя найденныя значев:я /®(0) въ формулу Маклорена, уви- 
Димъ, что всф члены сь почетными степенями 2 пропадуть и полузимъ 
22 = д“ =“ 

Та таза Ка тада 


Ш. Полагая /(#) = в, нмфемъ 


608 ®=1 


Но 0; Мод = (5-5); о („ =); 


Е, Повов.-_Дафферени, в питегрожьл. вочиомюби, * 
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отсюда 
ОО, (уче И О — ВР 


— т (= 9) 
.в 2 


Такъ какь эй (65 = ^) всегда оствется въ предёлахь — 1и + 1, 10 
пред. [2.*-» = 0, 
каково бы ни было значене х, и формула Маклорена деть 


в ина пез 
«гащайко тадакк» 


2 


т 1134 


@ 


при’ велкомь значенш =. 

Зампчаще. Выражешя доиолнительныхь членовъ вЪ рядахъ (1} и (2) 
ясно показывають, что, останавливаясь на какомъ-нибудь членф въ рядахъ 
(1) и (2), мы двяаемъ погрёшность численно меньшую величины перваго 
изъ отбрасываемыхь членовъ. 

УЕ Формулы Эалера, выражающая свазь между показательными и 
этрипонометрическими функшями. 

Мы нифли для 6", 5х, со; х ряды: 


. ЕЯ 2 Е 

Таз ав а) 

. Ем Ем 

та — Таз Таз ( . @ 
=? = 

608% =1 а газа (44 . (3) 


Замфнивь въ (1) 2 на &, гдё $ = И, условимся подъ в“ пони- 
мать сумму того ряда, который при этомь получится во 2-ой части фор 


мулы (1); замфчая, что # ,я ИЕР Е-НЬИТ А, 
находимъ 
о 
...: + (—1 ти +....| + 
. ды 
"Са дето " 
т. е. 
в = за та, 
отсюда 
67 — 6085 — $5тх 
„ 
еее — в 
608 = 5. ‚т; = ыи т (А) 
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Формулы (.4) принадлежать Эйлеру и имфють важныя приложен!я. 
Если 2 = 2-+ й, есть нфкоторое комплексное число, го подъ е* понн- 
мають комплексное число 


ее. = 2" (08 у + 1ят у); 

такимъ образомъ функщя е’будеть опредфлена какъ для вещественныхъ, 
такъ и для комплексныхь значевй показателя, 

У. Полагая 1® =ач+з)", 
тд т какое угодно вещественное число, будемъ имфть / (0) = 1. 

Для производной порядка # пыфемъ 

ПР ®=тт—Пш—2.... (пп 1) (1+2) >, (“) 

откуда . 
ЛФ=т; (0) = т (т 1);.... "9 (Ф=т(т--1)....(т— #9), 


—1 —1 —п-+-2 | 
р инь, 0) 


тд р» по формул Кови, представител въ видЪ 


г, 
м=тТ,9... @—2 10/9 = 


т(тр—1).... (вв “а — 68)" о 
1.2.3. Пи (2) 
на основани выраженя (а) для {” (2), при чень 0<8<1. 


При условш: пред. [р„|»=» = 0, формула (1) даеть для разложешя 
(1-+ =)” безконечный рядъ 
тп, тб (2) , 
+ 1.9.3 2+... 
т(т— 1) 
ви 


(1 2)" = 1-е 


(3) 


Это есть обобщене формулы бннома Ньютона на случай зи дробнаго 
и отрипательнаго. При ж цфломъ и положительном, рядъ этоть обры- 
вается самъ собою, потому что веЁ коэффищенты обращаются въ 0, начи- 
ная съ извёстнаго мфета; при всякомъ другомъ значевн т, рядь (3) 
будеть безконечный. Когда х численно >> 1, рядь эготь будеть расхо- 
дящся, потому что члены его будуть постоянно возрастать но числен-- 
ной величимЁ, начиная съ нфкотораго ифста, какъ легко видфть изъ того, 
что для даннаго ряда 


= т—п-—+1 
пред. |„__-|, = пре. * |= — <. 


а 
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Поэтому, можемъ ограничиться значенями 2, не превосходящими чис- 
ленно 1; предположимъ || < 1, и новажемъ, что для тавихъ значенй я 
р» стремится въ 0, съ возрасташемт в до безконечиости. Для этого напи- 
вемъ р, нъ вид: 


1—6 „. т—Ю(т—2)....®—"- 0 
а и, 


и замфтимъ, что при 0<6<1 и —1<5< 1, имфемь (1-— 6) < 1-6, 
откуда 
1—6) 
(=ы) <н 


зла число конечное, (1-+65)"-" всегда ложить въ предфлахь 1 и (1-4) 
что же касается выражешя 


п—1(т—?2):... п—в+1 
Р.= 1.2.3... @-П 


=, 


то, кавкъ сейчась увидимъ, Р„ стремится къ © съ возрасташемь ® до с> 
откуда, очевидио, и будеть слдовать, что р, также стремится въ 0, 
Въ самомъ дЪлЬ, при |2| < 1, радь абсолютныхь значешй членовъ дан- 
наго рада (3) будеть сходящбяся, потому что мъ этомъ рядь отношене 


ро в: — #-+-1 т-+1 1 

РЖ ® =} = { в _]% 
стремится къ предфлу |2| <1, при # ==. Слёдовательно, общуй чдень 
рада (3), т. е. 


-).... ж-в+2) 
2.3...@-9 
стремится къ предфлу, равному 0, а замфинвь т на (т — 1), нахо- 
димъ, что 


=, 


ш— Пт 2)... тбв-+и 
пред. Р. пред | 1.9.3... @-0 т == 
что и требовалось доказать. 


Итакъ, при || < 1, т.е. —1<2< +1 имфемь слёдующее раз- 
ложеше 


т(т—1) т(т—1).. 
та бе 1.9..в 


(1--2)^==14- 1 Ви... 6) 
Изъ формулы (3) можно вывести безчисленное миожество другихъ, 
замфняя х какою угодно фуньшею оть 2, не забывая тольБо условя, 
что чисяовая величина того количества, которое постанимъ на мЪето #, 
должна оставаться меньше 1; точио таЕъ же числу #2 можно давать. раз- 
Чичныя частныя значешя и получать различные, болфе или менфе зам?- 
‘чательные, частвые случаи формулы (3). Замфтныъ нфвоторые изъ нихъ. 
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Полагая т — — в, получимь 
1 
аа = ==, 
и по формуль (3), при [21| < 1, 
1 во, Ва Оф 2) 
=! + то —1.2.3 +... @ 
Замвнивъ здфсь 2 на — х, находимь у 
1 Оо, Во ЕО и +2) 
а-= 1 + ая 93 2" + -..:: + 6) 
При в = |, ряды эти дедуть 
1 Ща Ш + 6. 
1+5 ие: 
1 
18-1! + ++ ее: . (1) 


Замфнивъ здфсь с черезъ* , при условш В < т. в ххаш 
численной величин, находинъ 


11 2.17 Г 

анали -и+... 

1 1 Е 2 2? 

ати ти +... 
Положивъ въ формулЬ (3) т = — $, и замёнивь 2 черезь — 27, 

при услови 2’ < 1, находимъ 
1 1 и би + 
у 18 2.4 5.4.6 


. (0) 


$ 7. Истинныя значеныя выражен неопредёленнаго видя. Если при 
икоторомь частномъ значени х— а, выражен извоторой фунешуи ф (2) 
принимаеть неонредюленные' вид: 5 , 5, 0.со, ит. д., то ПодЬ исишин- 
нымь значещемь ф (2) при += а понимають предёль, къ которому стре- 
мится ф(2) съ прибляжещемь х БЪ а, конечно, если такой предёль 
существуеть. Это ножимное значеше мы будемъ обозначать символомъ 

[6 

Дифференщальное исчислеше даеть способы находить эти истинныя 

значешя во. многихь случаяхъ. 
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А. Выраженя виде 5. 
Теорема Т. Если Г (2) и Р (2) непрерывны пря 5 =а, и 


Р(в) = Га) =9, 
ы [® — о . 
Е) ПР 


Доказательство. По формуль Коши 
®-#® _Г® 


т-—Р& РР’ 
тд Е среднее между аиЖи Е’ (Е) не — 0; при нашихь усломяхь 


#(@) — Р(@) — 0, 
слёдовательно 
| 7 _Г® 
Ри) Е® 


Съ приближешемь 2 въ ди Ё стремится къ а, поэтому 


[5]..-Р6)..-Р8]-. 


что и требовалось доказать. 
Отсюда, кавъ слфдетые, вытекаеть, что если /* (2) и Ё’(2) непре- 
рывны при х = а, я РЁ’ (а) не = 0, то 
[12° _Р®. 
Р@)»ь. Ра) 
Если Р'(а} = 0, а Д (@) не = 0, то 
[ (2) 


Ре). —® 


потому что тогда 


2] Ра) _ 
| 


а слфховательно 


[е..- =. 


Если { (а) = Е! (в) = 0, то кь проба © можно примфинть дока- 
занную теорему и получимъ 


С 


откуда выводятся аналогичныя вышеприведениому слЬдствш, 
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Примпчаще. Выведенное правило справедливо и при а = х. 
Положимъ, что 

ГЕ] 0. 

КР). 00° 


положивъ $ = находниЪ 


1 
у? 


Р(#) 


а ы ой | -/ " ,) 


что и требовалось доказать. 


Примтры: 
т со х 
ы [-., = РЁ. =' 
2 1 — 6082 ЕЕ 605% Л 
) о О ИР ЗиК 


В. Выражетя вида © 

Правило, пызодонное. для выражей вида $ ‚ можно примфнить и 
въ выражешямь вида 5 на основаши слёдующей теоремы: 

Теорема П. Если } (2) и Е(®) обращаются въ >> при х = а, то 


г] Им 
вы. |... . 
Доказательство. Положимъ, что искомое истинное значеше 


1%] _ _ 

2®..= № и Ае=0. 
Если м ‚ при х = а, приннмаеть видъ <, то, предетавивъ данную 
дробь въ видф 


го _ (2) 


(г. 
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получамъ выражене вида 5, и применяя теорему Т, найдемъ 


1. __ Е) 
„И ® | | Ра 
ро _. 1} | 7х > 


7) Ду -=. 


ее. 


откуда 


Р'(#) а, [1 А =“ 
|, Гы “ РО) 
что и требовалось доказать. 

При доказательств предполагалось А не = 0, но результать спра- 
ведливъ и при А = о, т е. вела [70 ==0, то и [= 6. Въ 
самомъ дЪлЬ, при нашенъ услови, обозначивь черезъ 5 произвольное 
число, неравное 0, имфемъ 


а Ра) = 
РР) (2) 
Кь этому отнонюнйо теорема П примфнима, и мы получимъ 


о-ььРе _ кары _ [Ре 
‚| 2) -[ РЭ | [и 


ке 


Зампчаще. При доказательствь и въ приложешяхь этой теоремы 


всегда предполагается, что отношеня в в/ 25 сх стремятся къ опредё- 


леннымь предфламь съ приближенемь 5 къ в. ожеть случиться, что 


откуда 


28 2% имфеть опредфленный предфль при х= а, а ра — не имфетв пре- 
дла при 2 = а, тогда, конечно, теорема П не можеть служить кь ро- 
зысканно Са. 

Принпры. 


= абон = 
=. 


= = и. 
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Здфеь т обозизчаеть произвольное цфлое положительное число. *) 


1 
э [м = |] = [=] =° 


Здёсь и обозначаеть произвольное положительное число. (Этоть резуль- 
тать можно получить изъ предыдущего, положивъ 2 = 9 У). 


8х 
хзта 1+ & 
3) ра -— 1. 
® — 9} Тр 1 зтх 
2-ю 


Теорека П въ этомъ примфрф ничего не даеть, потому что отноше- 


. 1+ вв : 
не производныхь ее |= Ч8сло неопредфленное. 


С. Розыснаше истинного значеня @туить неопредюленностей при- 
водитея кь розысканйо истиннею значещя выраженй вида о или я 
а} Пусть 
у=/(2). Р(2) 
и положимъ, что {(а) =0, а Р (а) ==>; тогда, при 2 ==а, у прини- 
маеть вид.0. с. Нерепатемь выражеше у въ видь: 


7 или 28 р 


Р(®) #®) 

и получимь выражешя вида 5 или ©, которыя и раскроемъ по преды- 
дущежу- 

Примпры. 

х Е 1 
1) = [3] 0.== [ =| = Ё =! = 2. 
ао [29° 2], 
„ 49% 1 —_ 
2) у= [9-6 (п>0); У= = [-- = 0. 


Ъ) Пумь 
И 
У-т@ т’ 
в положимъ, что /(а) и Р(а) =0; тогда, при 2=а, у принимаеть 


*) Ревультьть` справедливь и при % попожительномь не пАломь, потому-что 
чак [2] при в конь о [©] 05 ник в 
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ВИДЪ <> — со. Переписавъ у ВЪ ВИДЬ: 
_Р@) — =) 
У Р@-Г@’ 
получимъ, при 2==а, выражене вида 5 съ которымь и поступаемъ по 
извфстному правилу. 
Если 


у=Е® —Р(®), 

и положимъ, что / (а) = + <, Р(а) = +, 10, переписавъ у въ видЁ 
ЕР(2} 

па[!— зе 

раскрываемъ значене 
ы 
Ро) |= 

подставляемъь въ выражен у, и, если снова получинъ неопредёленность 
вида 0.<, то съ нею поступзеыъ, какъ выше показано, 


Примпры. 


1) (ет 492),-1 с — & [= 


тт 
608%]. > 
; 


1 — #82] Ко — 208 х 
5085 =: о т о. 


2) (ух — ль (9 1). 


= 
Здфеь 


сяфдовательно 
Пух =. 0 =, 


3 ® ® _ т 2 
д [2 веки“ Е т) = =.0 
[Е Е 1 
Аа 6" + Цно [4 (6*4-1 Е |. 
ЕР 
Е 0 1 5; 4 (ее. 5). з_ 


Сафдовательно у = = ‚ при #=0. 


Здфсь 


©) Если у= Г (1) 9, при х=а, принимаеть виды 0°, ©2° или 
1®, то 
Чу=Р() 191) 


принимаеть видь 0.< и должевь быть раскрыть по предыдущимъ пра- 
виламъ. Найдя значене 19 у, получимь и значеше у — е**. 


ШПимлры, 
= р 
ру [: < уе 2.92 2 
о 


1 
© х 
= 6056с* х 


арын, МУ ии = о" = 


9: 
6019 х | 


[99.50 


1 
м о У 


2608 == 

Весьма часто истинныя зназеня выраженй неопредфленнаго вида 

находятся при помощи разложеня фуньце въ ряды, и при томъ проще, 
чЬмЪ съ помощью изложенныхь правиль. 


Примиры. 


= + ы -- ы = 
— 1 1.2.3 1.2.3.4 
откуда 
1 Е 
т 1 , 1 
т 6+7 [езяжеер яка 


1 


2) Ий+я-+!1 —Я ==>. 


Этоть результать получаетел изъ слфдующаго разложешя (съ по- 
мощью формулы бинома Ньютона): 


прет -- 
== а - |= 


— 9 — 


трея +) +. == 


Откуда и видно, что 
1 
Иен = 5. 


3 8. Махноа и пшшпа функ оть одного незавивинаго переифн- 
ваго. Положимъ, что #(2) и ея послёдовательныя производныя непре- 
рывны въ нЪкоторомь пронежуткф (а, 8). Формула Тайлора даеть воз- 
можность весьма просто вывести услове необходимое и достаточное для 
того, чтобы {(2), была шахипит или шишов, при =, ГД 2 н8- 
которое число, лежащее внутри этого промежутка, т. ©. такое, что пере- 
мЪнное х можеть принимать значешя какъ больш, тавъ и меньшая, 
ЧВыЪ 2. 

По опредфленшю /(х.) будеть шахниит, если 


Ро) > ре, + № вши’, - В — Г) < о 


для вовхь значешй 4, лежащихь въ предёлахь — аи -+-а, гдЁ а сколь 
угодно малое положительное число; аналогично эгому, /(2.) будеть пй- 
прпаш, если 

Рау р пла Га, +) — Га) >0 
для вофхь значешй 4 въ промежутЕф (— а, + а). 

Поэтому, розыскане значенй перемфниаго 2, при которыхь / (2) 
шахриаш или шыиаш, сводитсл къ розысканию такихь значенй 2, при 
которыхь /(2-- 1) — Ё(<} сохраняеть одинъ и тоть же знакъ для всёхЪ 
достаточно малыхь по численной величин® значенй #, причемъ, если 
[а -- 6) —[(2) сохраняеть звакь (—), то {(2) шахшипш, в если 
(в +1) — [(2) сохраняеть знакъ (—-), то /(2) шиииат. 

Формула Тейлора даеть: 

АГ (2) = а-+- Г = (®) + —5 ме + 8) 
тдБ Ох <Ь 
Если {’{2) не —=0, то при достаточно маломъ |} знавъ Ау (2) опре- 


дёляется знакомы числа 2} ' (2); это сдёлается очевиднымь, если напи- 
неыъ А/(1) въ видь 


Агора +8. 


Число 2{’ (2) маняетв знавъ при измёнени: знака А, поэтому, если 
{' (2) ве = 0, то Г(т) ни шахииош, ни шо. 
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Если /" (2) —0, а /" (2) не = 0, то, по форнуль Тейлора, 


АГ геи открыт, 


пря достаточно маломъ |#], знакъ АГ (2) опредьляется знакомъ числа 
1.8 /" (2), которое, при изифнеши знака №, сохраняеть знакъ (+) при 
>, и знакь (—) при {" (2) < 0, 
Поэтому, если при данномъ значент х имфемъ /" (5) =0, {" (2) <0, 
то Г(®) мазитит, а если }' (2) = ®, {["(2) > 0, то [Г(2) нйитиия. 
Положимъ теперь, что при нЪкоторомь значени х 
==... Г ф = №20. 
Формула Тейлора даеть 
АГ (2) = Геи -— га = 
ри 
.@- 1} 
откуда видно, что при достаточно маломъ |1], знакъ АГ (2) опредфляется 
знакомъ числа ъ* 


1. 


1 (®) + 


+тэ 19 (2+), 


71°). 


Если и четное число, то это число и А{(2) сохраняють знакъ (-+) 
пря /“ (1) >0, и Г(<) шиншии, или знакъ (—) при /® (2) <0, и { (т) 
шахипит, 

Если же п нечетное, то АЁ(2) иБняеть знакъ при изифнен!и знака Л, 
и { (2) ни шахновт, ни миншотш. Отсюда и заключаемь, что услове, 
необходимое и достаточное для того, чтобы /(2) было шахипаш или в - 
тише, состоить въ слёдующемь: 

Чтобы [(х) была татипит или тийтиит при нъкоторомь значе- 
ти х, необходимо и достаточно, чтобы первая изз послтдовательныхь 
производныхь функщёи (т), не обращающаяся в5 нуль при этомз зна- 
че 2, была четнею порядка, причемз, если эта производная < 0, 
то Г(2) тазтит, а вели > 0, то р (х) питтит. 

Зампчане. Во всемъ предыдущемъ предполагалось, что переифиное 
независимое можеть принимать значешя какъ болын1я, такъ и менышя, 
чЪмъ 10 частное значеше х„, при которомь { (2) есть шахищий или пи- 
пишит. Во многихь вопросахъ перенфнное х не можеть, по условяхъ 
вопроса, выходить за извЪстные предфлы и можеть принимать лишь зна- 
ченя, удовлетворяюнья неравенствамъ 


==, 


тАЪ а и $ данныя числа. Въ этихъ случаяхъ значеня / (а) и /’(6), с0- 
отвфтствуюнуя гранипамъ промежутка (а, $), могуть быть шахзииий или 


= 94 — 


шп, т. е. наибольшинъ или наименышимь значенюмь функщи / (2) 
по сравнению со смежными значенями, в производныя |” (а) и} (6) мо- 
гуть и не быть равными нулю. Такъ напр., значение / (а) можно сравни- 
вать только со значешями / (а + 2), при #>0, потому-что г не можеть 
быть <а, по условно; если {’ (а) > 0, то при достаточно-малыхь поло- 
жительныхь значешяхв # разность { (а + #) — {(@>0, и { (а) ш- 
ини, хотя {’ (@) и не равно нулю. 

Когда требуется опредфлить наибольшее изъ ветаь змаченй функии 
7 (®), соотвфтствующихь значешямъ х въ промежуткЪ оть а до 5 вклю- 
чительно, т, е. когда а == 7=5, то издо найти всю мансимумы, соот- 
вутствующе значеняиь х, лежащииь между аиф, и выбрать изь нихъ 
наибольший (шахипат шахниогит); пусть онъ будегь равень М. Срав- 
нивъ затфиъ число М съ предфльными значенями { {а} и { (5), выби- 
раемъ наибольнее изь трехъ чисель 


7®, м, 10), 
оно и будеть искомое наибольшее изъ всфхъ значенй функщи / (2) въ 
данномь промежуткЪ. Понятно, какъ надо поступать, для опредфлешя 
наименыиазо из воть значене функцаи }(®), для а = =5, 
Примпры. 1) Разложить число а на ива слагаемыхь такъ, чтобы 
произведеше этихъ слагаемыхь было наибольшее (шахиниш), Пусть одно 
изь слагвемыхь есть х, другое будетв а — х; полагаемъ; 


7 =2@в—з; Пы=а-фифа-о 


приравнивая это количество 0, находинъ 


а—21=0т 5:9 2. 


Оафдовательно, при 2 =. /(2) = # будеть шахииии. 
2) Найти шахниит функщи / (2) = 492, при > 0. 
7110 Е 1 пвх 
гя= Е сит. 


Полагая 1 —я192=0, находимъ 


1 1 
=, а= ет; 


1 
при 97< 1, Г (2) >6; пи ы=>1, ра < о. 


Сльдовательно га), обращаясь въ 0, переходить изъ (-+-) въ (=); по- 


этому при х=е*, /(2) = г будеть шахишат. 
3) Пусть 


ое ева фи — Эта е*; 
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при 2 = 0, { (2) =0, 7’) = — 908 + 2” == 0, 
=4. 


ПИ = и тает -=0, Ге Зее ей 


Слфдовательно, при х = 0, / (52) = 4 есть шим, Можно зам\- 
тить, что /’ (2) = 0 только при одномъ вещественномь значени х=0, 
потому что {" (2), какь легко видфть, постоянно больше 0 для #2 0; и 
слфдовательно, /” (2) постоянно возрастаеть вмфстЬ съ 2. 

4) Найдемъ шахшина п шишииии функши 


1 (2) = 5" (а — 2", г т. пиа>0. 


Рыф=т ах ид" (ах (а— 2! [т (а-2) бп 


= 4" (а — 2)" [та — (т + я) =]. 


Полагая {' (2) = 0, находимъ 
та 


= =виа= 
тя 


ат=,"“_ даоть шахипит, ибо Г (®) пе ехОДИТЬ изъ 4 в — 
ии № р , 


при переходЪ 2 оть величины < „/_, КЬ величинЪ >, яя 

$) х = 0, при ж нечетномь, те ь Даеть ни шахуиин"а, ни шиншо»а, 
ибо |” (2) ие ифняеть знака при переходф х черезь 0. При м чет- 
ном, (т — 1) нечетное, и для 
< весьма близкаго къ О число 


(а— та — (п +в) 2] 


остается  положительнымь, а 
“1 переходить изъ — въ + ; 
слфдовательно, при я = 0, й 
Р @) = 0 будетв пишит, 

когда 2 четное. 

с) х=а; при в нечетномъ 
Е(@)==0 ви шахииию, ни лнп- Черт. 10. 
шит, при # четномь — пиипиш, 

5) Найти наибольшее и наименьшее значеня разстоянёя отъ точки А, 
лежащей вм окружности круга, до перемфнной точки М ва окружности 
хруга (черт. 10). __ 

Полагая ОА — е, инбемь { (2) = АМ* = (х — с + у, но 


тина, 
гдЪ а — ражусь круга; сифдовательно, 


@ + — Зе. 


ТЕР 2-х 
1 @®) = — 2с вв разно 0 ии при какомъ х. 


Замфчая, что — вл а, и [ (2) < 0, завлючвемь, что { (27) 
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постоянно убывает» при возраставш х оть — а до -- а. Слёдовательно, 
а =а + 95 = (@ + 0 есть шахидит, & 


аж че — 36 = (в — 6} 


есть шипит разстояшя АМ. 
На чертежЪ шахинаш соотвфтствуеть точ К, а шнышаш точк® 7. 


ГЛАВА Е. 


Оеновныя понят!я интегральнаго иечиеленя. 
Квадратура плотцадей. Главнвйе премы 
интегрирован1я. Спрямлеше дугъ. 


Подобно тому, какъ задача о построевш касательной къ плоской кри- 
вой приводить къ основному понятно дифференщальнаго исчислешя, по- 
нятно о яроизводной, тавъ задача о вычислеши площадей, ограничевныхь 
кривыми лишями, кеадреилура площадей, приведеть насъ къ основному 
понятно интегральнаго исчислешя, понятно объ опредюденнома интералть. 


#1. Ввадратура площадей, Опредёленный интегражь. Разсиотримъ 
(черт. 11} площадь АСРБ, ограничевную частью осн абсциссь АВ, двумя 
ординатами АС и ВВ и кривою лишею 
СТ, заданною уравнешенъ у= / (2) въ 
прамоугольныхь воординатахь, гдБ / (2) 
функщя непрерывная въ промежуте 
оть д = Од=а ю #=0В=8. 
Предиоложимъ еще, что /{(2) остаетсл 
положительною въ промежуткЬ (в, 5). 
Площадь АСРВ будеть ифкоторая 
опредфленная величина 5, вычислене 
которой и представляеть частный случай 
задачи о квадратурь площадей. Если 

Черт; 11. проведемь прямыя, параллельныя Ох 

черезь высшую в низтую точки (на 

чертеж» Ри С) кривой СР, по длинф равныя АВ, то построятся даа 
прямоугольника, плоцкади которыхъ будуть соотвфтственно равны 


10-а) и 160—&а), 


гдф Е наибольшее, а ? наименьшее значеше / (2) въ промежуткВ (а, 5), 
и число &, очевидно, будеть заключаться между этими числами: 


16—4)>8>16 — а). 


— 97 — 


Слфдовательно 5=Р®— а), 
тДЬ Е>РЬЕ 


ВелЬдетв!е непрерывности /{5). между числами @ и 6 найдетел нЪ- 
которое чиело (, такое, что Р = {[ (<), и поэтому 


8=1() $ — а). и) 


Формула (1) выражаеть, что площадь 3 равна площади прямоуголь- 
ника, основаше котораго равно АВ=В— а, а высота /(5) есть орди- 
ната данной кривой, соотвфтствующая нфкоторому промежуточному зна- 
ченю х = (. Если бы мы знали это чиело (, вопрось о вычислешн 5 
быль бы рЬнюнъ но такъ какь © неизвфетно, то надо искать новаго 
средства для рфнешя этого вопроса. Раздфлимъ основане АВ на в 
‘равныхъ или неравныхъ) частей, обозначимъ абсциесы точекъ дёленя, 
расположенныя въ возрастающемъ порядЕф, черезЪ 2;, х,, т. и 
построимь ординаты, соотвфтетвуюция всфиъ точкам дфлешя. Площадь © 
разобьется на % частей; 5, 8, 5, . . 8», и, примБняя въ каждой 
части 3, фориулу (1), мы получимъ 


=... Зы 


8, = (вы — 2) (С), 


тдф <, есть нфкоторое число, заключающееся между д: их; при этомъ 
а, х, = $. Обозначая для краткости 5;:,: — 2; = 8, будемъ инфть 


О-В, а, = фа, 


$ = (5) 8% + 1 ($, 6, + =... Ра) 8.1, (2) 


Пока в разсматривается какъ число конечное, формула (2) не можеть 
служить непосредственно для вычислея 5, такЪ какъ числа $, С, ба 
остаются неизвфетными; но, распоряжаясь числомъ # и промежуточными 
ЗиСлами 1, 2, .... Г. Мы можемь себЪ представить, что чиело # ра- 
стегь безпредьльно, & промежутки 5., 8, .... 8: убывають безпредфльно, 
причемъ сумма ихъ остаетел равною (5 — а). Величина 5 представитсл 
тогда, какв предфль суммы безконечно-болыпого числа безконечно-малыхъ 
слагаемыхъ, при вычислени котораго ножно, согласно известной теорен%, 
замфнять однф безконечно-малыя другими, им эквивалентными. Легко 
видфть, что сели числа & н (, лежать въ одномь и томъ же промежутк® 
(5, 21), то безконечно-малыя Х (5) 5, и /(<,) 8, эквивалентны. Въ са- 
момъ дДЬЛЬ, отношене ихъ есть и: съ приближешемь 8, къ 0, 2; и на, 
а потому и Е в (, стреиятел къ `нЪкоторому общему предфлу @,, а по 


пепрерывности фушкши {’ (2), (Е) в (©) къ общему предёлу /’ (а), 
слёдовательно а) 


Прем у) — 


К Носве, Даффереви. и нытегрель. вочисжендя: я 
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что и надо было показать. На основанши сказаннаго, для вычислешя 8, 
получимь выражене , 
$ — пред. (Г) + РОВ, + 4. РО бы-цн, 
= 
в = пех У Гра, 8) 


= 


или, короче 


тдЪ числа &, Е, Ё, .... „а: будуть уже не нензвьетныя, а иромавольно 


$: - 


выбранныя числа, лежания въ соотвфтетвенныхь промежуткахь: 
(а. 2), (Фу тр вы 6). 
Такъ напр. можемь положить 
=, ии & =, {=0, 1 2,...(в— 1), 


и сообразно этому писать 


= ана 
5 = пред. У дл, или $ = пре, У (ва) 8. 
= 


Олредъленще, Авьлитическое выражене (3), полученное нами для. 
площади 5, называется опредьленнымь интезраломг функши /(х), в8я- 
тымъ оть а до [о и обозначается, знакомъ 


Фо ах, 


: 
такъ что 


я и 


Г Рау 4х = пред. У РЕ, = пред, У да, @ 


гд$ 


Бы, жа, а 


Число а называетел нижнимь, число $ верхнимь предфломь инте- 
грала. Буква < обозначаеть такъ вазываемую леренънную интезраши, 
4х— безконечно-малую разность между двумя послфдовательными значе- 
ями перемфнной х при изыбненши ея оть @ до 8, Произведеше / (+) 47 
называють также элементом интеграла. 


Пояснимь это опредфлевше примбромъ. вычислимв 
1 


Г ах. 
Ы 


Раадфливь промежутокъ (0,1) на» равныхь частей, положимъь : 
возьмемъ 


Ех, и 4,=0, д, =, @, =) 


=(#— 1, а. = эй =Ь 
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Въ нашемъ примЪрь 
Р® =. 48, =@.1, 
ре: 
У ЖА, ВИНОЙ ПЕ = 


= 


12+. 


1 


чи 
Г тах пред. У 28, = пред. = н 1. 
= => 


у 


Геонетрически этотъ интеграль изображаеть нлощаль ОБР (черт. 12), 
ограниченную лишею ОД), уравнеше которой (у ==) показываеть, что 
эта лишя есть прямая, равнодфлящая уголъ уох, отрфзкомь ОВ =1 и 
ординатою РР = 1. Площадь этого треуголькнка ОРР —= 5, хахкъ 
к было найдено. (Способъ вычислея основанё быль на разсмотрёни 
площади ОРГ кавъ предфла суммы площадей прямоугольниковъ, у ко- 
торыхь основашя равны 28 ‚ 8 высоты равны ординатамъ прямой ОД. 
соотвфтствующимь абециссамь 1, з, р "1. при возрастати 2 до со. 

Зампчаше 1. Формула (4), дающая выражеше опредфленнаго инте- 
грала, сохраняеть смыслв и въ томь 
случа, когда / (2) не остается посто- 
янно положительною въ промежутЕЪ оть 


Е. 3 
в до 6, а мфняеть знакъ въ этомъ про- 
межуткЪ сколько угодно разъ. Не труд- 
но видфть, какое геометрическое значе- 
ше иифеть опредфленный интеграль с 
№ 
5 г а 
Е) 


: 
въ этомъ боле общемъ случаЪ. 
Если 7 (х) постоянно < 0 оть 2 =а до д = 6, то кривая у = { (5) 
расположена со стороны отрицательныхь ординать, / (2) 4 изображзеть 
площадь элементарнаго ‘прямоугольника, взятую со знавомъ минусъ. и 
интегралъ, сумма такихь элементовъ, изображаеть площадь, ограничен- 
ную данною кривою, взятую с0 знакомъ минусъ. 
Если /{2)>0 оть л=а ю г=е(ОК = 6), я [(1) < 0 оть 
= до ==, тогда элементы интеграла, соотвтствующе проме- 
жутку (а, с) будуть > 0, а соотвфтствующуе промежутку (с, 5) < 0: оче- 
ВИДНО ВЪ этомь случа 
‚ 


Черт. 12. 


ДГ: (2) 42 = ш. АСК — ш. КВЬ (черт. 13). 


ч* 
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Вообще, если кривая у == / (2) нфеколько разъ пересфкаеть ось 2-въ 
между А и В, то при 6>а, , 
И Гоа 
В 


равень алебраической сумм площадей, образуемыхь кривою СТ, осы 

2-овъ и ординатами / (а) и Г($), причемъ съ + надо взять площади, 

расположенныя со стороны положительныхъ, а съ 

(—) лежапйя со стороны отрицательныхь у-овЪ. 

Замючане 2. Буква х, перемфнная итегра- 

и, не входить въ выражен интеграла (во вто- 

рую часть формулы (4)) и можеть быть замЪ- 

+ х  нена всякою другою въ обозначени интеграла, 
такъ 910 в 5 


Черл. 13. У Га) а У гам. 


Занпчаще 3. Числа 2,, %,, -... 2, Въ формуль (4) чаще всего бе- 
руть черезъ равные промежутки, такъ что, полагая == й, беруть 


2, = а, 2, = а --Й, ... да = а (в— ПА, „= а- ий =в 
и питуть 
Г’ @а=@—а) прод, десны (а+(и—1)й) . ива), ® 


$ 8. Приведеще вопрова о квадразурё пзощадей къ розысканую перво- 
образной Функ\и по данной ея производной. НеопредЬленный интеграхь; 
вязь между исопредфленнымь и опредфденныиЪ яитетралонъ. Непосред- 
ственное вычислоне точнаго значеня опредфленнаго интеграла или пло- 
щади его изображающей, по фор- 
муламъ (4) или (5), удается лить въ 
немногихь частяыхь случаяхъ. Раз- 
сматривая вопросъ о квадратур% пло- 
щадей съ другой точки зрёня, мы 
получимъ новыя средства для вычис- 
леня интеграловъ и площадей. 
Разсматривая опять площадь 
АСМР = 5 (черт. 14), ограничен- 
ную осью х-овъ, кривою у== { (2) Е 
Чере. 11. двумя ординатами, положим ОДА = а, 
будемъ разсматрнаать абсциесу 
ОРЫ—=х какь число перемьнное. Такъ какъ каждому значению х соотвЪТ- 
ствуеть опредфлелное значене площади 5, то $ будеть нфкоторая функщя 
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оть 2. Аналитически онз изображается опоедфленнымь интеграломъ 


5 ‚ив пред.|/ (а) (а --и)-ы Ре) (еее роы а) ть), (1) 


съ перемфннымь верхнимъ предЪломъ. Найдемъ производную эгой функ- 
щи 5. Дадимъ числу = безконечно-малое приращене Ах = РР,; пло- 
щадь 5 получать соотвфтственное приращеше 45 — пл. РММ.Р,. Эта 
площадь, какъ извЪстно, будеть равна произведеню 
9М. 45 = 18). 4%, 

гдё Е нВкоторое число, среднее между хи г -+ Ал. Слёдовательно, 

А 

28 

. 45 45 

Съ пряближещемь Аз къ 0, 1; стремится къ предёлу а; = произ- 

водной оть 5 по #, а Е, очевидно, имфеть предёломъ х. Поэтому 
95 =/(@) = РМ. 

Итакь, производная площади 5 есть данная функшя Г (2). 

Полученный результать приводить къ слёдующему заключенно: 

Если (2) непрерывная функщя въ промежутЕВ (а, $), то суще- 
ствуеть другая, также непрерывная функщя ф (2), производная которой 
веть { (2). 

Вопроев о вычиелени площади $5 сводится, слфдовательно, къ розы- 
скашно зервообразной фумкши по данной ея производной { (2). Изъ днф- 
ференшальнаго исчисленя извъетно, что одной и той же функщи / (2) 
соотвфтствуеть безчисленное множество первообразныхь, и что, если ф (2) 
еств одна изь нихь, то ве друмя будуть заключаться вЪ выражени 
$ (2) + 0, гдЪ С-произвольная постоянная. 

Этоть результать геометрически объяенлется тфыЪ, что если бы мы 
взяли выфето площади 5 другую, у которой начальная абещисса не а, 
& какая угодно другая, то новая площадь будеть, очевидно, имфть ту же 
производную / (2). Допуекая, что мы нашли какимь-нибудь путемъ одну 
первообразную функшию ф (2), можемъ написать 


5 =$(2) + С; 
для опредфленя постоянной С замфчаемь, что 5 = 0, когда ф = а, 
{РМ тогда совпадаетвь съ АС), откуда получаем» 
0=9 (а) +6, б= $ (а), и 8=$@) —$(@). 
Сопоставляя это выраженше площади 5 съ прежнимъ (1), приходимь 
къ формул * 
Дгоа-эю-з ©, 
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тАЪ 9’ (2) = (%), пли, обозкачая верхвй предфль буквою 6, & перенфв- 
вую интеграши буввою 2, 


Деда = 0. ® 


Это освовная формула интегральнаго исчислен!я, показывающая, что 
бля вычисленя опредъленнаю интеграла от функщйи } (2), надо найти 
первообризную функцию $ (2), подставить вмпето х верой и ниокнй 
предьль интеграла и вычесть второй результать изь первило. 

Первообразная фувкщя оть { (2), ничфмъ больне не обусловленная, 
называется также неопредьленнымь интезраломь и обозначается знакомы: 


й 1 (2) ах. 
Звакъ этотв изображаеть собою любую изъ безчисленнаго множества, 


функций, производныя которыхъ равны / (2); общее выражеше неопре- 
дёленнаго интеграла есть 


её = +6, и 


тд $ (2) — одна изъ фунюшй, удовлетворяющихь условло ф’ (2) = (@) 
или 4$ (2) = { (2) 4х, а С — произвольная постоянная. 

Формула (Г) показываеть, что вычислене опредфлеинаго интеграла 
сводител къ нахожденио неопредвленнаяо. 

Вь дальнфИшемь, подъ словомъ «интеграль» оть данной функши / (2) 
или оть даннаго дифференщала /(2) 4х, ны буденъ понимать функцию, 
которой производная есть / (2). Символомъ 


Гео или. ИР 


будемв обозначать тоть изъ «интеграловъ» оть / (4), который обращается 
въ 0 при х=4. Аналитически можемъ его изображать кзкъ предфль суммы 


Га) (2, — а) + р) в, — в) +... ра) @ — 20 
и геометрически, какъ площадь, ограниченную такъ, кавъ было выше 


указано. Замфтимь еще одно общеупотребительное обовначени: разность 
$ ($}— т (@) обозначають внакомь |2 = и формулу (1) пашуть въ видё 


у Ош = ве. 


: 
Поясвимь вышесказанное примфрани. 
1) Зная, что. 
4 т х — 0082 ах, 
вифемъ 


авь чья +; (в 
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въ одинаковымъ правомъ можемъ писать 


Гоок = 3, Гони вих + Бит 


Чтобы найти ] 605 д @х, 


9— 
вадо въ формулЬ {1} положить С’ = 0, такъ что- 


& 
‚Гавзаь = зп 
$ 

Говааь ах — 1. 


такъ же бы нашли 


я 


Опредьзенный интеграль Г. 608 $ @% = 
; 


м = 0=1 
Геометрически этоть интеграль изображаеть площадь АОВ (черт. 
тд АВ дуга кривой у = 032, 40 =1; ОВ = 


. 15} 
Дозы = [5 2 =0—0=0 


у 
Это есть разность площадей АОВ и ВСР, гдё 06 =т. 
2} Нлощадь параболическою сезмента (черт. 16). 


Положимь, что ОВ — дуга параболы, уравнене которой есть 


а 


у 


Черт. 15. 


Цлощадь АСВ = 5, гдф 04 


5-е 


СлЬдовательно, 


2 ах я 1 
замъчая, что 55 == 93 01 


й 8 = | шеф. 
иИМЪемЪ р га 


Если А совпадаеть съ О, то в = 0, и 
1 1 
2737 2р 39 =3 ов.ВР 
'), пл. прямоугольнива ОВРЕ; слЪдовательно, пл, сегмента ОЛ == 
2}, пл. прямоугольника ОВРЕ. 

Этоть результать быль найдень еще Архамедомь, разумфется, дру- 
гимъ путемъ. Методъ Архимеда въ сущности состояль въ вычислени 


площади (интеграла), разсматриваеной какъ предфль суммы элементовъ 
ХР(а2) Ах, 


ши Г, аа 


пл, ОрВ 


И 


218, (04 =а, ОВ=Ь, 


съ возрасташемь ® до со, Это вычислеше предлагаемъ сдълать чита- 
телю, пользуясь извфетною фориулою алгебры: 
‚ #®— 1—0 
. > 5 * 
Розыскаше функши по даяному ея дифференщалу (или по данной 
производной: называется интегрированемь функц или дифференша- 
ловъ. Къ этому дЪйствио приводится но только квадратура площадей, но 
и множество другихь вопросовъ геометри, механнки и физики, & именно 
всЪ вопросы, въ которыхъ искомая величина есть сумма безконечно-боль- 
шого числа безконечно-малыхь слагаемыхь вида / (2) Ах. Предьлы 
такихь суммъ — опредъшенные интегралы, а вычисленше ихъ приводится 
кь интегрировано функшй, какъ было показано. На этой связи между 
вычисленемьъ предьловъ сумиъ и интегрировашемь функшй и основаны 
главныя приложешя изтегральнаю исчисленая, 


$ 3. Оеновных Форшухы интегральнаго ибчиодевя. Изъ самаго поия- 
‘пя объ интегралЪ какъ первообразной функши вытекаеть, что 


в [гов — Гела, (в 
Дао тв +6, (2) 


тдЪ С — произвольная постоявиая, 


Интеграл суммы насколькить функиёй равенз сумит ‘интегралов 
слааемых. 


Денев Дош= [ 


Иня... + ии 


. (2) 42. (3) 
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Въ самомъ дЪЛЬ, дифференцируя, находимъ, что дифферсящелы первой 
и второй части равны между собой: 


[Ра = ле 4 = 1) аа += Г, а) 4. 


Олфдовательно, первая часть оть второй отличается только постояя- 
нымЪ слагаемымъ, а такъ какъ при х=, 06$ части обращаются 
въ 0, то это постоянное равно 0. 

Такь же доказывается формула 


Гера До (4) 


> 
.дЪ ва — постоянное, показывающая, что постоянный множитель можно 
выносить изв подв знака интеграла. 

Замъчаще. Формулы (3) и (4) можно примфнить и къ неопредфлен- 
нымь интеграламъ: 


Ги = пала = редакторы, 
Дега ш=а [гов 


но тогда эти формулы выражають только то, что функщи, стояпуя въ 
первой и второй части этихь равенствъ, отличаются лишь постояннымъ 
слагаемымъ, 

Всякая форнула дифферевщальнаго исчислешя, вида 


99 (2) = (2) в 
даеть соотвтствующую формулу интегральнаго: 
ив» = зву, 


тд С — произвольная постоянная. 


Такимь образомь и находимъ неносредственио выражевя простЪй- 
нихЬ интеграловъ, & именно: 


=“ 
Я (2") = мл" 4, или а) ==; р = + С, 


а положивь т — 1 = я, находимъ (при # яе = — 1), 
к 9" Н 
о (р 
1х Г: 
49 —=т, Де-ие-о (т 


. а" 
4") = даа, а (=. .) —а* аз, Дени * с 
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и при ч=е (основаяшю Неперовыхъ логариемовъ), 


г ар = - С. Ша) 

4 2 = 608 2 4х, ‚Геза = виз + 6. (ГУ) 
46084 == — зт хак, Дана фона 6. (У) 
аче= 2 } Е = ух С. (УБ 
4 с09 = =. ая== — в0щх + С. (УФ 
а, ее ашан о (УП 
Пат уесаяаюыит--0. [93.9 


Замфияя д черезь ал, гдь а — постоянная, вь формулахь (НП, 
{ГУ), (У), находимъ 


ее = г + в. (и) 


Дов ах 4х = = е = 6: (ГУ*) 


: 6 
Гаталаь= -_- 


Замфняя г черезъ = ‚ дБарЫ— постоянная, въ формулахь (УП и (1Х), 
Ваходимъ Ах 


--— +0, (У/*) 


1 х 
пи ато <“ 


Л 
у#— 
Иримфры на формулу (1): 


Гош о: Гузак= [вы кое гу +0; 
Е: ло алю 


Во вефхъ выведенныхь формулахь можно выЪсто 2 подставить какую 
угодио функцию / (2), такь что каждая изъ вихъ обнимаеть безчислея- 


Нотт + С, @>0. а 
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ное множество частныхь случаевъ, соотвЫтствующихь различнымь видамъ 
функши $ (2). Такимь образомъ можно написать слфдующя формулы: 


Госотаго сито о, (вне = —1). (4) 


ГЕ 2) _ = [294 я 
1 = 7) + С. в) 
Гея сд = о (С) 
ит. д 
Ло формуль (В) найдемь между прочимъ: 
08 х ЧЕ . . 
ДГемвтая= |\ д = бт +0, (Хх) 
Дези И Чо == — 196082 0. беы 


Когда предложенный питеграль. не берется непосредственно по одной 
изь основныхь формуль, то во многихъ случаяхь можно свести его ро- 
зыскаше къ розысканйю другого или вЪеколькихь другихъ интеграловъ 
извфотнаго вида при помощи различныхь способовъ, съ которыми мы 
теперь и ознаконикся, 

$ 4. Различные щнемы нитегрироваяя Функц, Раземотримъ теперь 
различные способы преобразовавя интеграловь, инфюше нёлью свести 
розыскаше интеграла, который не берется непосредственно, къ розыска- 
вю другого, извфстнаго изь осиовныхь формулъ. 

Слособь подстановки. Положимъ, что предложено найтя 


«= [14 


гдЪ Г (2) непосредственно не интегрируется, т. е. что неизвъстна изъ 
дифференщальнаго исчислешя такая фувюшя №” (2), для которой 


аР (=) = Р(а) ах. 
Введемь новое перемьнное 2, саязанное съ х уравнешемь 2 —$ (2) 
или 2 — $ (2), и, выразивь / (2) 42 въ перемфнной 2, находимь 
4и = (2) @ = [$ (2)) $ (2) 42 = Ф (2) 4, 


«= а = ода» 


Если съумЪемъ выравить преобразованный интеграль въ перемфнномъ 2, 
то, подетавивъ въ полученное его выражеше 2 = $ (2), найдемъ выра- 
жеше искомаго ннтеграла черезъ перемънное +. 


откуда 
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Примюры. 
в 94 = а, д=1— 2, 48 аля 
1 Г 1 ий ПО = 
ва у ак 2+0=— У -+0, 


тдБ Спостоянное. 


з 
2) 7= Узнав, 25—31, 92 = 608 вх; 


, 
1= а ОЗ умта-- С. 
3) = вова, д=4е +6, 4 = айх; 


а. =" (ав --бя 
у а [7 8+5 с= а@+п + С, (пне—= —1). 


При я = — Ь находинъ 


7= ] =. 
4% ах 
4) = акта 2 — атс т, 1+2 = 4 


7= „= 92+ С= атс + С. 


иж + С. 


5) 9 = Че = За 


8) 


7 Я ела = | еаа 2=2 9=е С дев 
Интенироваще по частям. 
‚Если м и о--функщи оть х, то 
Я (ме) = ы4о -- од, 
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но = Гм - Совы или ‚Дидона то — Гы (1) 


Формула эта называется формулою интегфированя по частям и 
приводить розыскаюе одного интеграла къ розысканйо другого. Для 
успёынаго ея примфневя надо разложить подъинтегральную функцию 
на два множителя м и 4, причемъ еторой долженъ быть дифференца- 
ломъ изваетной функши (т. е. функщи, которую умфемъ найти); если 
случится, что умфемь найти и интеграль оть офи, то найдемъ пнтеграль 
и оть ид. 

Принпры. 


откуда 


19 2— Гиз, и=1495, ак=4 ва, ий: 
агата — Г теща оч с. 

) 7= а. 4, и=4 и; 

) = оса , иатс вр, Фот, вые, Фи = Тя; 


ах 1 
‚Гонолизь — те = = ат 92—39”) -+ С. 


хах 


3) Я = | висят ах -= катозт т Тя 


= аи м =- ис. 
Слёдовательно, 
атс рек ак — вас т в + УТ Я +0. 
Примфняя способы подстановки. интегрирован:я по частямъ и теорему 
объ интеграл отв суммы нфсколькихь слагвемыхъ, мы найдемъ выра- 


женя интеграловъ нфкоторыхъ простЬйшихь функшй, весьма часто встрф- 
чающихся въ приложешяхъ. 


А. Интералы вида 


Замфчая, что 


абы не-а| 


Положимъ + на 


и находинъ 


п 
Если 1) $ — 4ас < 0, то. обозначивъ й — №, находимъ 


Ча — 


1 42 1 2. 
Г вещ етир +0 


т. е. р 
Лаз Удесы 9 -°. 
Если 2) 5° — 4ае > 0. то, положивь ыы ся“ == &. находнмъ 
_1 42 
=} =— 


Принимая во внимане, что 


1 т а ет 1 ] 
поро е-чье-ь 2+ е-ь 28-Е 2-й’ 
получимъ 


1 | _ 1 . Ри — 
= Г Да зд 9@—№ ве += 
па 
= за Море 


‘замфняя ри А ихь выраженями. получимъ. при $' — 4ас > 0, 
[ 2 рев 46, 
Явы 6 Ук чь а УР —4ас 

Занпчане. Когда # — 4а6>0, 10 корни уравневя ал? -- дх +е==0 
вещественны, и обозначая ихъ черезь 7, и х,, имемъ 


аж? + фе неа (1—2) (7-х). 


[к Де|= 


слёдовательно 


Уч › _ ШУ час 


то снова получили бы выведенное выше выражене 7. 
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3) Если 25° — 4ае — 0. то 


1 @а 1 1 
7 - Стел —5-+6. 


а аи 5 


В. Интегралы вида 


— тер . 
Де 


приводятся къ предыдущему; полояивъ 
$ $? — 4ас 
Ча? 


+ =2и ==. 
2а 


находим 


В 17 


= : МИ) +С а 


беретел кавъ показало выше. 
С. Интеаралы вида 
М + хм 
7= ак 
(ай шо 
гдф и— ифлое положительное число. 
Для упрощешя напишень (а5’ + 6х = с)" въ видф а" (27 + рх--9)” 
$ р=а. 9= °, и раземотримъ интеграл 
7 Ге №4 
Пи я-а" 
отличающел оть предыдущаго только множителемъ 4“. 
Замфчая, что 


и полагая 


находимь 
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Первый интеграль легко найти. а именно: 


, (руны 
Гозеавяз РН и + с 


Для второго 
ем 


выведемь формулу приведения, съ помощью порой и, выражается 39 
резъ „1, и„_1 черезь и, зи Т. д. пока не дойдемь до и, = Джен, 
который уже о взать, а именно . 

42 42 1, 2—& 
== Тат +, ев —р = ЕЕ 6. 


—# 


Для вывода требуемой ры © что 


Е 
ны. еее: п) 


съ помощью интегрировашя по частямъ второй интеграль приводится 


къ первому: ай ВИ 
И. ав =] 248 


положивъ въ формтлв 
Гишь нь — Гобь 
и =, № = (2 = М)" 24а, ваходинь 
= ока) ЕР 


2 —п-! 
Та ен 1 42 
а (ви. ня Девы = 
1 —_ Е 1 
аж) МЕР ВИ — в) 


тавъ что 


Подставивъ въ формулу (1), находимъ 
Ей 2 
ЕР 2 ®— Пи 
Это и есть искомая формула приведеная. 

Замфнивь въ ней в ав —Е#—2,. ..2, послфдовательно выра“ 


* 


Зи! ; 
и, (4) 
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зимъ и, черезъ и, 1, и„_: черезь и„_› ит. д. и окончательно и, через и.. 


= Дуже. 
ТРЕЙ 


Полагая х + Ил == {? = 2. находимъ 


Г, Интериль вида 


= (а ний =) +0. (ХИ) 


{Эту формулу полезно запомнить). 
Е. Интерале вида 


я [2 & 
= Утьыье приводится къ ур=В или кь 


Г) Если в> 0, то, положивъ 


находимъ 


у 1 ы Чт 
"= У :/ р Ш 4 = 
" у (: ы 5.) = 


ме ИЯ) + С. 


2 ув Ду Е = 


ти 
те Дуня й пара д Иа +6. 
2) Если в < 0, то 
1 и 


Утес — . И — 4 — (Заз +6. 
2у. ` 
здьсь 65° — 446 > 0, иначе Ува? +- $2 + с быль бы мниныиь при вся- 


Е 
комъ 2; положивь $1 —44с =, 20% --6 = 2, находимь 42 — 5, , 


> 


[22 — (аа — 5) 
т.е ата — +6; @<09). 
е р Уре + —в УР — 4 


К. Посее. -Дяфферены, в визегральв, мечкожен:. 8 
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К. Интефаль вида 
= Г У в + са 
приводится сперва подстановкою х = р = КЬ виду 
9 = Г Ув Ева. 


--_—", в затёмь интегрировашемь по частямь къ инге- 


ИЕР который берется, какъ показано выше. Вь самомь дл, 
положивъ въ фориуль 


ив — Фи, в = Уай-Ь ®=42 


находимь 


и слЬдовательно 


Дизок аа = 2 Иа в, (1) 

но 
ве _ КЮ а И 
Уал-& ай --Е ы У рай 


и подставляя въ (1), получимь 
о Уаз 


замбняя 2 п # икь выражешями, получикъ 


1 8 
уаз +6 =5 (+ а ве 
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перепишемъ выражеше 7 слфдующимь ивнеромъ 


р ь 
т “а тб 4х 
9 = 48 [р Ее. == 
@ Тай ше 2а У +с 


и находимъ 


т т 4х 
7=— Уай ыте+ (р Г пенек, 
@ 2а Тай + ес 
86. Спряжаене дугъь кривыхъ аивй. Спрямлене дугъ, т. е. вычисле- 
не длины дуги кривой лини заданной аналитически. приводится такъ же. 
какъ и квадратура площадей, къ вычислению интеграловъ. 


Всякую кривую линю можно аналитически задавать системою трехъ 
‘уравненй 


&=2(. у=%0. #=у. 


дающихь выражен!я Декартовыхь координагь (прямоугольныхь) каждой 
ея точки въ функщяхь оть одного независиивто перемфннаго. Каждому 
значеню # соотвфтетвуеть опредфленная точка на кривой. Когда & изм$- 
няется оть {=& до { =Т, то точка (т, у, 2) описываеть нфкоторую 
дугу АМ данной кривой. Возьмемь на этой дугБ рядь безконечно-близ- 
кихь точекъ, соотвЗтетвующихь значешямь # =. &,, &, 
({, =Т); & соотвфтствуеть точ А, Г’ — точк8 М. 

При ТЪЬ числа &. &,..... {„: расположены въ возрастающемь, а 
при Т<Ь — въ убывающемь порядкБ. 

Соединивъ полученныя точки попарно прямыми, получимь ибкоторую 
лонаную, вписанную въ дугу АМ. Даиною дуги АМ называется пре- 
дЬль, къ которому стремится периметръ (еумиа сторонъ) этой ломаной 
пря безпредёльномь убываши длины каждой стороны и увеличени числа 
сторонф до безконечноети, ПредЪль этоть выражается, какъ сейчасъ уви- 
имь, опредфленнымь интеграломь. Положимь 7>Ё, и напишем выра- 
жене для длины стороны с, ломаной, лежащей между точками & и вн, 
тд 1=0,1,2,.... #— 1). Мы получим 


&=Ии 


У) — РК Фа) Г-н) УФ: 
Замфчая, что 


Фра — О дна ИЕ а АЙ = 


$ вы) =: -—Шт 


тд В ты, и предполагая функщи $’ (9), (2), у’) непрерывными 
въ промежуткВ (#&, ТГ), находимъ 


ел) —з (= бы, +} 


гда] будеть мепьше произвольнаго положительнаго числа г, при достаточно 
8 
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маломъ значеши /.,:-Ё. Подобныя же формулы будемъ имфть для 
У) 2 и у) — С 
велфдетые чего с; представится такъ 
соя ны: — БУ ар + + В + +1, 


гдЪ [а], |3] и |1] <=. Поэтому мы можемъ написать 


ан уфа, 


г || будеть меньше произвольно заданнаго числа 8, потому что при 
достаточно малыхь значешяхь |), |8], [17| корень квадратный, напи- 
санный въ формулё (1), будеть отличаться какъ угодно мало оть своего 
эвредъла, равнаго 

у 


=х6} 


Уз +7 
Периметрь нашей ломаной равенъ 


ны я 


и= У пут + Ушан. 


= 


0 6 
Вторая сумма по численной величинЪ меньше 
и 
в. Уи ю=а(-&), 


= 
и имфеть, слфдовательно, предбломъ нуль, потому, что 8 можно взять 
сколь угодно малымь; первая же сумма, какъ извфотно, имфетв предф- 
ломъ опредёленный интеграль 
т 

ДУ а. 

ь 
Поэтому, обозначая Олину душ АМ черевъ 3, по опредфленую, будемъ 
имфть 


‚узотсетотеттуа = ГУ В в 
® Е 


тдф 2, у, 2 данных фунеюи отр #, опредёлающия данную кривую. 
ели будемь разсматривать число #, какъ постоянное, т.е, точку А 
какъ неподвижную точку на кривой, а Т—каЕЪ число перемфнное, т. е. 
точку М какъ точку, передвигающуюся по данной кривой, и, сообразно. 
этому, заифнимь букву Т въ верхнемь предёлЬ интеграла буквою |, то 
длина перемюнной дуги АМ будеть функщя отр $, изображаемая фор- 
мулою 


‚ГУ 


(4 
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Нроизводная этой функщи 3 будеть 


в _ ие} — ме а . 
#-У (и) = (4) + (®) : ©) 
48 = Уф ду а, (6) 
гдВ (п, у, 2) обозначають координаты перемфинаго конца дуги. 

Сльдовательно, дифференшале душ кривой ‘равень корню квадратному 
435 суммы квадратовь дифференщаловь Декартовыхь (прямоугольныхъ) 
координат» перемюннаю конца душ. 

До сихъ поръ мы предполагали $ > 0, и верх! предфль &, въ фор- 
муль (4), больше #. Съ цфлью обобщить полученные резульгаты, усло- 
вимсл теперь подь $ понимать не абсолютное значеше длины дуги АМ 
между точками (4) и (#), а длину дуги, взятую съ + или —, смотря 
по направлению, въ которомь надо отложить по данной кривой оть 
точки А длину равную |5], чтобы получить точку М. 

Направлеше холоясительныхе или возрастающих дугь можно назна- 
чить по произволу; если эго направлене таково, что при передвижения 
точки М въ эгомь направлеши значеная перемфннаго # возрастаютв, тогда 
&> 0. потому что функшя $ возраетаеть выфстё съ $, и поэтому въ фор- 
мулахъ (5) и (6) надо взять положительное значеше корня квадратнаго; 
а если при движени точки М’ въ направлеми возрастающихь дугъ 
значеше # убываеть, то < 0, и въ формулахь (5) и (6) надо взять 
корень со знакомь минус. Формула, справедливая въ обоихъ случаяхъ, 


будеть 43" = фт + а нал (7) 


выражающая хвадуст» диффоренщала дуги кривой лини. 
Для примЪра положимъ. что дана лия, изображаемая уравнешями 


а лифференшаль 


$=0008 у=аятё 2#=И, 
ТДЪ а и # постоянныя. (Эта лишя называется виниювою; подробифе о 
ней см. въ глав№ УТ). 
По формулБ (7) найдемь 
48" — (@* + №) 4: 
если дуга $ возрастаеть при возрастани &, то 
Е +У+Ра, 
и если начало дуги взято въ точкъ, вБ которой # = 0, т, в. в началь 
координать, то 
Иа +, 
Для плоской кривой (вЪ плоскости 2 == 0) имфемъ формулу 
45" = 42 + 4". (8) 
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Если плоская кривая задана уравнешемъ у == { (2), 10 
ду =Г (фаз = ут, 4 = (+), 
= 
48 УТУ? 4, = ут ат, 
гдъ я,—абещиеса точки, оть которой отечитывавиь дуги, т. ©. въ кото- 


рой з = 0. 
Вь полярвыхь координатахь (р, 6) на плоскости, по формуламъ 


&—=р0080, у=рзтб, & = Иа + 4, 


получим 
4х = с086ар — рт 68а. ду = этб ар + р со ва8, 


: хе а [ав (8. два 
90 4 = ар + ра = + 96°, 


4 

предполагая, что р выражено въ @ изь уравненя кривой; слфдовательно 
о таре 

ав = ар? к рав", 48 = у ре " а, (9) 


8 
‚= ГУг- 
ы 


тдЪ ®, соотвфтствуеть начаяу дуги. 
Для примфра вычислимь длину дуги кривой, заданной уравненями 
#=8({— т}, у=е(1 — 080), (а—постоянное > 0}, 


оть тозки # =0 (1 = 0, у =0), до какой нибудь точки #< Эк, считая 
при этомъ дугу возрастающею выфстЬ св #. (Кривая эта называется 
жлондою; подробнфе о ней см. въ гл. УТ). 

Изь данныхъ уравненй имфемъ 


91 =в(1 — 6058 @ ау = вт, 
{ 


98° == 24? (1 — 6088) а — 4’ иР () а, 


2 
Длина дуги $, между точками # = Оиё = (5 = ат, у=0), 


т. е. между двумя поелфдовательными точками пересфченя циклоиды съ 
осыю х-овъ, равна 


: 
.@ 
48 = Заз @, вв ша (1—5). 
; 


8; = 4@ (1 — 608 п) = 8а. 
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Съ помошью полученнаго выраженя для дифференшала дуги легко 
доказать слЬдующую теорему. 

Предъль отношещя безконечно-малой душ кз стязивающей концы ея 
аордъ ‘равень единиирь (иными словами, безконечно-малая дуга и со- 
отвфтетвующая ей хорда эквивалентны). 

Въ самомъ дьлЬ, абсолютное значеве длины дуги между точками 
Мауи М, (4+ Ах, у-+ Ау, г- А2) можно разсматривать какъ 
положительное приращене Аз перемфнной дуги АМ. соотвфтствующее 
положительному приращено А перемБипаго {; а хорда с, стягивающая 
дугу ММ, равна 


слфдовательто, 
— ММ, 
хордё ММ, 
откуда 8 


пред. 38 4 
” ^ з 
ГИ) =) 


Прибавлен1е [1. 


Аналитическое доказательетво существован!я интеграла 
непрерывной Функции. 


ЗВнимательное раземотрьше суммз, къ которымъ естественно приводить рёше- 
ще вопроса о квадратурф площадей, независимо оть кавихь-либо геометрическахь 
продставлон{й, даеть н доказательство существовыяя предёловъ этихъ сумиыъ, т. е. 
опредтленныхь интевралов» в изъ свойствъ посльднихь вытекаеть существоваше 
первообразной функц и оть всякой данной непрерывной функши. 

$ 1 Положимъ, что дань фуниши / (2), непрерывивя въ промежутьв (=„ Х). 

Положинь Ха, и разиышимь промежутокь (л„ Х) нз произвольное число 
частей, вставивъ между т, и Х рядъ возрастающихь чисель 


ира вы р. ожель Х. 


Въ ковдомь частномъ промешутеь (и, дь1) возьмемь по произволу нфкоторое 
яисло & и соетавимь сумму 
ен 
= УЛ а-я) @,=Х, 
Г" 
ли, обозначая для краткости 2;,, — 
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Относштезьно элой суммы мы докащемь слёдующую теорему. . 
Теорема 1. При безпредвльномь возравтанм чиела яромежутковь 5; м убывани козмдаво 
ре 


изь нижь Фо чуля, причемь сумма У, 8, остается постоянно разною Х— т» сумма 2 @9- 


деть стремиться къ овредвдениому рада, незавиеящему ии оть снособа кодраздленя про- 
межутха (Х— т) на части, ин отл выбора чисель &; въ каждомь промежутьть (5; 2;,1), 
Для этого раземотримъ выфот съ 5 друмя двё суммы 
Че ея! 
5= У мА, 

50 
ГД М, и м, обозначають соотафтственно напбозьшее п нанменьнюе значене /(5) 
въ промешутль (2, и; |). Замчал, что 


8 = 


‚ потому что М, Е Л) 2, 


повакемь, что $ и з стрематся иъ одному и тому ше предёлу; тогда очевидно къ 
этому же предёлу будеть стремиться и сумма 5. 


Числа Зи то ть раны с с тжь Х [о] 
расположены иъ порядлЬ возраотавы, такъ что вс разности 
щи 
Волфдотые этого, замёчвя, что М, > ая, 
(по самому опредленю чисел т; и М), очевидно будемъ пифть 


Ума, > У =ё, те. бы [9 


Принимая теперь во вниманЁо мерерыеноств фуннцы /(л) въ промежутьь оть 
2. до Х, мы петво убъдимсн, что при достаточно малой ведичинф всёхъ промежут- 
ковъ 8, разность 5 — з будеть канъ угодно мела. 

Въ самом ДЫФ, положимъ, что 


в: =57 (5) и И, =; 


зиоли С, и Ту лешить въ промежуть между чнелами 2; на, 


нь ТЕКЪ что. 
РЗ Е вин — 2.5%, 


Вельдоние непрерывности функши /(2), наново бы ни было данное полои- 
тельное чиедо е, ему всегда соотвьтствуеть другое число 8 такое, что при 


-ы<8 
будемъ имфть 1-1 < 
Олёдовательно, если возьмен вв 8, < 8, 


то будемъ ныть, при веякомъ $ М, -—- в; За, 


а потому р 
т.е. У ие. (Х—%), 
такъ вакъ, по условию, У =х 


Замбчан, что © мошно задавать по произволу, нозьмеъ. 
а 
< ®_ 
< т. 
тдь а произвольное положительное число, и получимь 


8—з<а, [3 
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т. е. разность 8» 


будеть накъ угодно мала при достаточно малой величинЁ всЪхь промежутковъ 5, 

Равомотримъ теперь, кань будуть изуфоятьсл сумчыы 5 в 5 при подраздьлевт 
промевутковъ &; на части, Легко видЪть, что прп отомъ еумыв 8 можеть только 
возрастать, & сумма $ только убывать. Въ самомъ ДЪЪ, положкимь, что мы подраз- 
дЬлили промежутокъ 8, на два 5, п 6. такь что 


бичыа = 8, 


обозначизгь вишни фунншы /(#) въ промешутнахь 4/ п 5, соотаЬтственно черелъ 
му и тр, 


тогда очевидио 


и м, ий, 


виаче т; не быль бы шишиит функц въ цёломъ промежутк® &,. 
Слагаемое ж.й; въ сумы в авыфнится теперь суммою днухъ слагаемых 
поди + тиб”, 
которая, кактъ легко видфть, будеть больше или равна 


=, 


Вь самомъ дъяБ эх и отб тие, 


откуда, череаъ сложене,  ж;(6'; +6") 55 тиви + арб, 


т.е. т8р + тиб. 


Отсюда и занлючвемт, что сумма з при подраздьлен: промежутков &; из части 
можеть только возрастать. 
Обозначая черезъ ии м, 


соотвтотвенные шахнпа функцы /(2) въ промежутках 


ид. 
будемъ очевидно имфть М.М и М, = МА, 
отвудь м5, — М, ви +4) = Мб, + Мир, 


в это помазываеть, что сумма 8 при подравдьдевн промезутковъ $; можеть только 
Убывать. Итакъ, еоли ньзовемь черезъ 


Зиб 


два знечены суммы Я, причемъ второе получается изъ перваго через подраздьле- 
ще промешутковь &, на части, то 
“ = 
[ее 
и, чодобно этому, =, | 


если з' есть энвчеше, въ которое переходить з при тёхъ же условыхъ. 

Сопоставлеве трехъ звыфченныхь свойствь суммъ 5 и 5, выраженныхь нера- 
венетвами Т-мъ, П-мъ, и ПТ-мь, приводить нь слфдующему занлючен ®: 

Если мы будемь переходить отъ одной системы промежутвовь на которые 
раздфленъ данный промемутокь Х 2, къ сльдующей, подраздфленщемъ промежут- 
вовъ первоначальной системы на части, и будемъ продолшать этоть процессь до 
безнонечности, то 

1) сумма з будеть постоянно возрастать, в сумма 5 постоянно убывать (если 
тольно ов% не остаются постоянными); 

2) сумна # при атомъ остается постоянно меньше 8; 

3) разность $— можеть быть сдфлана какъ угодно малою, 

з все это равносильно утвержденно, что при таконъ закон убывавя прокежут- 
вовъ суммы 8 В Я стремятся къ одному и тому ше опредёленному предёлу. 


Легко показать, то суммы з и $ стремятся нъ точу же предьлу и при всякомь 
другомъ закон убынвайя промежутковъ, 
Чтобы въ этомь убёдиться. беремъ одинъ рядъ чисель 


ти ый Х с 
соотвфтствующуй одному закону, и другой рядь тисель 
Жо ур зе бить Х ® 


соотафтотвующи другому закону. 
Составляемь суммы 8 п 5 укаванвымь выше способом для перзато рядь и 


сумны 
50, 50 
тьмъ же способомь для второго ряды эти суммы будуть пользоватьея тьыи же 


свойствами, какь м первых. 


ЗытЬгь изъ рядовъ (1) и @) гоставляеть повый рядъ зисель, въ составъ кото- 
раго входять вс числа какъ (1), такъ и (2) ряда, и числа отого (3) ряда тьхке 
располатаемь въ возрастающемь порядьБ; пусть этоть (3) рядъ будеть 


8} 


Еле АО 


{при этомъ напримфръ, будеть 
а 


р волн а, 


или 


‚„ вели %, < и, ит, д.). 
Составимъ сучмы зи 80, 
такимъ же способом для (3) ряда, какимъ были составлены суммы 
вн 5 для (1) и 5 и 8 для (2). 


Такь кавъ въ (3) раду эвключаются веф чиела рядовъ (1) и (2), то промежутки 
между числами (3) ряда можно разсматривать проиешедшими изъ прочежутковъ (1) 
ряда яодраздплемемь ихъ на чвети числами (>), или же происшедшими изъ промежут- 
новъ () ряда подраздёлешемъ ихъ на части чиелами (1) ряда. 

Поэтому въ силу 1 и Ш свойствь нышихь суммъ будемъ имфть 


8 = > 


| 
|. ау) 


Въ сиду [1 свойства, при достатотно мзлыхь промежуткахь, разности 


50 


Я 5 


будуть < любого положнтельнаго числа а. 
`Изъ неравепствъ (У) вытекветь, что тогда и разности 
8— 5%, 50—59, № № будуть танке <а, 


в ельдователЬно 


13—21 


будуть < 24, гдЪ а--еколь утодно малое число. Отсюда и зытекзетъ, что если суммы 
Зиз стремятся въ пфкоторому предёлу, 10 вЪ тому же предьлу стремятся и сумиы 
56) и #1, иными словами, предьть, къ которому стрематея наши суммы, не зави- 
сить оть закона подраздылешя промежутка (1, 5) из чьсти, Теорема Т-вя доказана 
теперь вполф. 

Зажпмине. При доказательств мы предполагали, что Х> я, но теорема будеть 
фриз и при Х < 2; въ самомь дЬЛЬ, въ этомъ случаБ, предполагая числа ряда 
Жо т, о... ь-, Х расположеннымв въ убывающемь порядкЁ, замтижь, что; 
Е вы — в < 0, в, положивъ А; —--8, доатемт, что сумны У м,А; п У М.Д» 
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т.е. [- т] и {—УМ2] стремятся жь опредфленному предьлу, а олЬдовытельно 
1,8; п ХМ, будуть стремиться къ тому ме предьлу, вавтому со знакомъ (—). - 
`Предьть къ которому стремится сумма 
1 
= Ул баны — =) 
ре 
при безпредьльномь убызаши промежутковь (2: — 2), сумма которыхь остается 
постоянно равною (Х— 2), п назывеють опредвеннымь интеграломь отъ } (2), взя- 
тымъ между предфлами т, и Х, и обозначають зпакомь 


х 
Доле, 
; 
тавь то у аж 
Дубове преь УЛ на — 80, 
ы Рю 


тд {среднее между 21+: и 2, и можеть быть нанто равнымъ 21+1 или #.). 

$2. Основный свойства опредьльннаго интеграль вытекають почти неносред- 
ственно изъ его опредбленя. 

1 Пров перестановкь преднловь 2, и Х интефаль мтипеть знажъ, немонля численно 
значешя. Въ самомь ды 


х . 
Доодистпрох вы во вд-- вол о +, 3 


эы оне ) Л] 


=. 
/ 1) бат пред. (а, 5 ЖЮГ р+ 


Числа &, &,...Ё_, можемь ваять одинаковыми въ обфихъ суммахь, а тогда 


кашдому элементу одной суммы соотв®тотвуеть равный ему по неличинЬ, но про- 
тивоположный по знаку, элементь другой. Поэтому 
х 


ле 4#—— [Гушак. [о 


1. Если У число среднее меду 2, и Х, то 


7 х х 
Дов о ‚го 4х, {п 
> ъ 


потому что сумма элемевтовъ /(#) (211 — 2) въ промежутЕ® оть 2, до У, ©10- 
женныя ст суммою элементовъ въ промежуте оть Удо Х, ранна сумм нефжь эпе- 
мевтовъ въ промежуткЬ отъ ж до Х. 

Формула П остается спразедливою и дия У, лемащего вн промежутка (л,, Х), 
еели /(=) непрерывна въ промежутаф между напхеньшимъ н наибольшимь из 
трехь чисель =, Х, У. Положимь непр., 970 ж < Х < У, тогдь, по формул П 

, 


7. х 
Швы =] а 
“ ъ 


а по формул Ё это равенство припимаетъ видь 


т х х 
р ри АБЫ 
& 

х г х 

у) 4 = по» ат, 
[5 


что и требовалоеь доказать. 


откуда 
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Призфпая къ каждому изь иатеграловъ второй частя ту же формулу П. по- 


пучиыъ р , р 
Дл ах = 1 Фе. + [лох (на 
Е Е У“ 9 


кавово бы ни было число чисель 2, Ур У», =. У №, если { (д) -непрерывна въ про- 
межутвь между наименьшииь п нанбольшиуь изъ этихь чисель. 
ПЕ. Если а постоянный множитель, то 


х х 
= (дах .. ‘уе ая а 
х ” х х 
1. Ше®-+ ред) ав =/ у ат */ а (у) 
Ы ь ь 


эти формулы очевидны. 
У. Если 2 (8) не мфннеть звпиа въ предблахь 2, и Х, то 


х х 
Длозвтагю Дав с 
ъ ъ 
гдЬ {--нАвоторое число, среднее между 2. п Х. 
Въ саыомъ дЬЛЁ, известно, что сумиа 
в, -- в, + ва, [6 
ТДЬ а, 4... 9, чисив одннековыхь знаковъ, заключается между 
д (а: + +. о,) и Аа ++ + а,), 
тдЬ а наименьшее, А наибольшее изъ чисеть а, 4%,..а„ и равна слАдовательно 
Ра, ++ +4) тах сх А. 
Мримфняя ото замёчаше къ сумы 
ео) (тт) ар ртр а) нее анод (ан) (К-ж, (1) 
тд Що ..<Х ши >>... А, 
и, при постоанотеЪ знака фуннци $ (2), вс% чиспа 
$) 1—2), $4), — 2), =. фан) (Х — 3-1) 
одного знвка, ыы находиыъ, что эта сумма равна 
№ Хм) (зд -ы р) (=) ++ (ан (5 2) @ 
ГДЪ {ф среднее между нвименьшимь и изибольшимъ язъ чисель 
1), =.) у еь-д. 
Водотые непрерывности / (2) въ промежуткь (х„ Х), 
в =/®, 


тд #- среднее между 2, и Х. а потому, переходя къ предёлемь (я — 00), находимъ 


т х 
Ге звуь= ло Дов, 


зто и требовалось доказать. 
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Полагая въ частности $ (2) —1, п заыфчая, что 


+ я: — 2) + а — 8 Хы ИХ 


х 
ваходимъ / а ху. сз) 


Завмфчая еще, что всякое среднее между 2, и Х число Е можно напновть въ 
формЪ 
=, +68 (ХЬ—ж), ох Ьь 


получямь 
х 
Дачник лю -ву, са) 
; 


$ 8. Имьнен» нывеграла при измюненеи ео вереняо продтла. 
Не измфняя смысла символа 
х 
Г. д вы, 


мы можемъ замнить букву 2 подъ анэкомь интегрьла вакою угодно другою бук- 
вою 1, ванъ это видно ить формулы (4} 8 1, во вторую часть которой буква х с0- 
всфмъ не входить. 

Возьмемъ опредьшенный интеграль 


= го 6 = пред. [(2; — т) (а) -н (аа — 21) (аа) + (Е — ь1) Л (ан) | 


и будемь разсматривать верхи!Й предьаъ 2 какъ число перемфнное. 

Такъ какь при наждомъ данвомь значенши =, для нотораго /(2) вепрерывив, 
7 имветь опредёленное значение, то 7 будеть функц оть 2. Обозвачимь эту фувк- 
що лерезь 2 (2), 


2) =/ 04. 1) 


При == =, имфемъ очевидно Е (4) =0. 


Замфнивъ 2 на 2+), гдь А произвольное число, находим 
зы 


= | == 7 
Еа-и= / гой= Дгой+ ДГ лор + }/04 
оао] 
Уткудь 2+4 
Ее+ы -гы= Длоа=ме+%, до<охь 


по формуль {УТа). Отеюда слфдуеть, между прочимъ, что 
пред. (Ра) — Ра) 029 
т.е. что Р (2) непрерывная функцёя для вофкь значений 2, для которыхь { (2) не- 
прерывна. Далёе й 
Е’ в) == пред. а пред, 2+ ри 
Посльдий результеть доназываеть слдующую теорему: 


Теорема ТТ. Кожова бы нч была данная фузкия Г (2), непрерыеная въ промежуткь 
(м Х), вай сущестеуеть друая фунещя Е (1), непрерывная в томз оке проиежуми 
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и пинющая производную, фавную 7 (#). Эти фушищи Е (6) воть опредфленный интеграл 
. 
вы | гоа&. 
Н 


Тавныъ образомь доказано существовае первообрызной функши оть всякой 
непрерывной фунищи чисто анатитическимь путемъ. | 

'Замфлая теперь, что если © (#) есть коквя-нибудь изъ первообразныхь функщй 
огь 7 (2), то веякая другая первообразная фучецёт оть / (2) равиа $ (4) + 0. гдь С 
постоянная, мы можемь написать 


Е =) + 6, ъ положивь 2-==» получим 
(шо =0= 0 + 6, 
—9 Е ЕЗФ—Ф 


х х 
Ех) ов лоче 9—9 (7 
ъ ъ 


откуда 


Формула УЦ п есть тв основная формула интегрельнаго исчисленя, которья 
была ными выведена въ ГУ главЬ изъ геомегрическихь соображен И, в адьсь чисто 
вчелитаческим» путемъ. 

Теперь можно установить и строгое зпзлитическое опредёлене площеди. огра 
ниченной даннох кривою у —/ (2), обью эбсциесь и двумя данными ордннетами, 

Положимь, что СР воть дугь кривой лини, изображаемой урванешемъ у-=/ (1) 
ОА, ОХ» 46-7 (а), ВО ИХ. Разсиотримъ площадь АСЮВ (черт. 11), 
ограниченную прямыми 48, Аб; ВО и вривою СЮ. Раздьлимь длину АВ-Х—, 
пе произвольное число равныхь или веравпыхь частей, вотавивъ между точнохи 
Ая В рядь пронежуточныхь точень: 


А, д а @,, в, + В 
и обозничиыъ абсцисеы этихь точекь, разполошенныя въ возрастающемь порядиь, 
зерезъ 
о тр ть. гой на, с оны К. 


Звыфтиыь въ каждомъ изъ промежутновь меяду двумя посльдовательными точ- 
вами намменьышую и нвибодьшую ординзту данной криной, которым будуть изо- 
бражеть пишийиг и ажиичии фупещи (2) въ каждомь промежутй. Обозначииъ 
эти шраниа и шехниа соотвЬтственно черезъ 


90%, ты, т. се ь. ма 


в положимь еще 
аа... 


числа 8, 8, 


будуть изображать длины промежутновъ между двумя поелфдовательными точками 


дёлени. - 


Взяв любой изъ промежутновъ 8, построимъ дев прямоугольника съ общим» 
основышемь 8; и высотами д; и М; первый изъ инхъ незовемт входмцимь, в второй 
вытодящимь. (Читателя просять сдфлать указанный поогроензя). 

Представимь себЪ, что так построеня едфланы дин каждего иаъ промежутков» 

5, бы 8... би, 
в составимь сумму площадей входящих, примоугольниковь 
1-я 
а 


+= 
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и сумиу пзощадей выходящихь прямоугольниковь 


8Е М, + Ма +. ..+М, 18, = 


Площадь АСЬВ очевидно будетъ больше зи меньше 8, каково бы пи было чнело 
*, п по какому бы авкону мы ни рзадьлили длипу АВ па части. 

При возраста я до ос, причемь всь 8, стремятся кь 0, суммы $ и 3, кокъ 
было доказано, стремнтея къ одному общему предьлу, который мы и пазываемь 
лошади АСПВ. Эта нлощадь равна слёдовательно интегралу 


ы 
= р уат. 
/ 


Это число У есть единетеенное, удовлетворяющее неравенствымь 
&>7> 3 


ваково бы пи было число я, и какъ бы малы ин были всЁ &, такъ накъ, если бы 
существовьло два танихь числа Ти 7, 10, предположивь напр. 7 > и, ичын бы 
Я> >> и 5—3 >, —7, что невозможно, потому что разность 58 можеть 
быть сдлапа оволь угодпо малою. Поэтому, установленное опредьлеше согоасно 
съ обыкновеннымь предотавлещемь о площади фигуры АВОР, по которому зта 
площадь больше суммы площадей входащиаь н меньше суммы площадей оверодиныя, 
прямоугольниковъ, каково бы ни было число тЬхЪ и другихъ. 


ГЛАВА У. 


О хункщяхъ отъ нЪеколькихъ перемфнныхъ 
независимых и о неявныхъ Функщяхтъ. 


$1. Чаетныя производныя, частные н полные дифференщалы. Поло- 
жамъ, что дана функщя 


= (а, у. 2) 
оть нфеколькихъ перемфнныхь. (Для сокращеня обозначены только три}. 
Взявь какую-нибудь систему значений перемфнныхь 2, у, 2. мы можемъ 
придать этимъ значешямъ произвольныя приращешя Аз, Ау. Аг, при- 
чемъ функщя С’ получить приращене 


АП = 3 (я -+ Аз, у-- Ау, 2+ А2) —ф (2, 9.2. 


Функшя 0 называется непрерывною для данной системы звачешй 
х, у, 2, если при пенрерывномь приближен Ах. Ду, Аг къ нулю, АЙ 
также стремится къ нулю. Вс функдт. которыя мы будемь разсматри- 
вать, будуть вообще непрерывны, т. е. для всякой системы значенй 
1, у, 2, з8 исключешемъ нфкоторыхъ отдфльныхъ значенй, при которыхъ 
можеть быть не выполнено услове непрерывности, 

ели значенно одного изъ переминыхъ, папримръ я, дадимъ произ- 
вольное приращеше Ах, пе измфняя при этомъ ни у, Ни 2, 10 функщя 
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С = (®, и, 2) получить прирацене 

А (+ Ав) — 302) 
предёль. къ которому стреннтся отнотеше этого пряраценя къ Ат сь 
приближешемь Ах къ 0, называется частиою производною функиёи (7 
или ф (5, у, 2), взатою по т, и обозначается знаком 


С. или $! (т, у, 2), 
такъ что 


Ат, у, 8) — Ф(х, у. 2) 
пу, = щих | мире | 


Точно такъ же 


Й, =, ($. 9, 2) = пред. | 


р (. у Ау ) 9 у 2) 
*_- ау 

есть частная производная отв $ (т, у, 2), взятая по у, причень д иг 

разсматриваются какь постоянныя, и т, д. 

При розыскани частной производной отъ данной функии прила- 
гаются правила, выведенныя для функщи оть одного перем?нтнаго неза- 
висимаго, потому что при этомъ всЪ перемёниыя, кромё одного, надо 
разсматривать какъ числа постоянныя и данную функщю— какъ функщю 
отъ одного аргумента. 

Напримфрь, если (= 7у-+ 32 — уз 2, 10 


[4—0 


би = 22а, 0, = 2 — эта, И! = 25 — у0052. 
Умножая частную производную. фунещи 
ЧФ (у, 2), 


взятую по какому-нибудь изъ перемфнныхь, на дифференщаль этого пе 
ремфннаго или, 410 все равно, на приращеше этого перемфннаго (по- 
тому что дифференшаль независимазо перемвннаго есть ничто иное какъ 
произвольное прирашея!е его), получимь часииный дифференшаль функши 
@, взятый по этому перем$нному. 


Частные хифференшалы Функши С”, взятые по х, по у я по 2, 060- 
значаются соотвфтственно знаками 
4,0, а,г, 4,0, 
слёдовательно, по опредёленно, имфемъ 
4.0 — ф/' (а, у, 2) 42, а =, (т, у Эду ит к 
Введя обозначеша частныхь дифференщаловъ, мы получаемь хля 060- 
значеня частныхь производныхь новые символы, а именно, если 
бра, у 2), 


4.0 а, 
3 У, =) = р, Фу = т 


то 


г 


а, 
‚уши в=ч. 
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Выфето этихъ спмволовъ обыкновенно пишуть болфе простые 


и 90 а 

р’ Чу’ 4? 
условившись понимать подъ @С7 въ чнемииеляхе разныхъ символов раз- 
ныя числа, 8 именно частпые дифференшалы по тому перемфнному, 
дифференщаль вотораго написанъ ВЪ знаменатель. Весьма часто, по 
примфру Якоби. при обозначени чаетныхь производныхъ выЪсто буквы 4 
пишуть букву 9, Утерживая первую для обозначеня дифференщаловъ. 


В й 2 
и выфето 4; ПиШуТЬ ‘оу Или де и т. д, 


Сумна частныхе дифферениаловь функции 


= у 2). 


взятыхз по 2, у, 2, пазывается полным дифферениаломе этой фупкщи 
и обозначается зпакомъ 40, такь что 


Все сказанное пе зависить оть числа перемфивыхъ. 


$ Я Чаетныя производиыя разаичныхь порядковъ Функций оть н%- 
вколькихь перемфиныхь незавиоимыхь, Пусть 


=, у. г, 
ГБ д, уи 2 независимыя перемфнныя. Частныя производныя отъ (7, 
9 90 : 
22) д; &› Вообще говоря, будуть тавже фупкщи оть 2, у, 2, и можпо 
искать частныя производныя оть этихъ функш по каждому изъ пере- 
эфнныхь независимыхь. Производная, взятая по 2 оть у, ‚ обозначается 


я 
символомь —5^ или ‘уг и называется второю производною или произ- 
одною сторою порядка оть (7, взатою два ‘раза по 2; точно такъ же 
80 
(5 
"(ы) я 


д обозначаеть виорую производную отз (7, взлтую два 'раза 


Я В 
по у. Если возьмемъ производную по У оть = ТФ Получимъ. вторую 


производную отз 7, взятую одинг раз по & и потомг один разз по у; 
: 9 аа, ей 

эту функцию обозначають снмволомъ и или эта ` 
Если возьмемь сперва производную оть (по у, 8 потомъ отъ полу- 
ченной функщи производную по х, то получимъ функийю, обозначаемую 
50 
2) 


<имволомь —-—^ или Зе 


92 
Е. Посте. -Дифферевц. н иатегральн. нечведеня. э 
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Изъ предыдущаго уже понятны значенйя символовъ 

9 

90’ 99% 

Производныя оть вторыхь производныхь будуть производныя 3-го по- 
рядка ит. д. 


дент 
Символ ди" буд 
обозначаеть производную порядка т -= я + р, взятую т разь по х, 
п разъ по уир разъ по 2. 
Пояснкмъ эти символы примфрами. 
И Ру 2+ у. 


9 95 г 
= ау + 24", АЙ, р = 82», 


бе бу 
РА Е #0 
р дя = Ту дет = 242, 
у 90 90 вр 90. 
Эду — 9 = дуб’ дд — °° = бабе, 
20 0. 96 
902  00` 


Замфтимъ, что въ нашемъ примёрь 
90 90 #0 РЖ Е 97 


деду ^ дудр’ де” бабр’ беби дд. 

Мы увидимъ сейчась, что и вообще, какова бы ни была фувкшя 7, 
всегда тавыя равенства будуть имфть мфето, т. е. что перядокз, 85 *0то- 
ром5 производятся послъдовательныя дифференцированая, не вияеть 
на результать, если 7 и вс разоматриваемыя производныя ея не- 
прерывны. 

Теорема. Если (есть функия отз независимыхь перемьнных х 
и у, (причемь она можеть зависьть и отз друшть еще независимыть 
переминныхв). то 


#0 _ 90 

дд — дудё` 
вели разематриваемыя производных непрерывны для данныть значе- 
ма ти у. 

Доказательство. Данную функщю {7 обозначимъь черезъь $ (2, у); 
первыя ел производиыя, взятыя по и по у, соотвфтственно черезь 
Фе (2, У) и $, (в, у; производную оть $, (2, у), ввятую по у, т. е. 
2225, Обозначимь черезъ ,,’(т, У), а производную оть фу (д, У), взя- 
тую по 2, т. е. 5 черезъ ф,.” (х, у). Надо доказать, что при всякихъ 
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дацныхь значешяхь х, у, при которыхь разсматриваемыя производныя 
непрерывны, онф будуть равны между собой: 
"(6 У) = 9.” в, 9). 
Доказательство основано на формуль Лагранжа 
фа =) (1} 


7$ хи й произвольныя чисяа, 6 число, лежащее между Ои1, и функ- 
шя ф можеть зависть оть скольких угодно аргументовъ, изь которыхъ 
здфеь обозначень линь тоть, которому приписаны два различныя значе- 
мя зих-нй, и по которому и берется производная {'. 

Дадимь числу х въ функщи $ (7, у) приращеше А и положимъ' 


зе -э@==РО. (2) 
Затфиъ составляем 
ЕР(у+й—ЕР(9) = у+И — (2, у+ — НУ +9 (У), 


гдф # произвольное число, и, обозначая для краткости вторую часть 
черезь А: 


Ар (еА у- —ф(а,у+-ф@-Ь у) ое, 9), 


примёняеиь къ первой части равенства 
ЕВРЕЯ = 
формулу (1), замфнивь въ ней буквы д и # буквами у и @; находимъ, 
принявъ во внимане (2), что 
АНКЕР, (у+ № Е [4 @--, У) — 9, (туч). (3) 
Примфняя формулу (1) кь функши 
фу (@, у+ 8), 
находимь 
9, Е--А, у) — $, (@, у+® = В" (2-0, у), (4) 
(потому что производная по д оть $, есть Ф„", по нашамъ обозначе- 
вямт); изъ (3) и (4) вытекаеть, что 
А," #8, +в, (Г) 
тДЬ би 8, числа, лежашёя между 0 и 1, 
Изибияемь теперь числа х и у вЪ другомь порадЕЪ. 
Полагая з@ +в у=Ф@)! (5) 
соетавляемъ 
Ф(2+ Фе учи —э@-+-ь у —ущу-Ю-+9(,); 


вО второй части получаемъ то же самое число 4. а примфняя формулу 
э 


— 132 — 


(1) къ функши Ф (2), находимъ, принявъ во внимане (5), что 
А=ЬФ. (5 3%) = В [зи (23-1, уно — м (а-® у)] (6) 
т 0<$3<1. 
Примфиввь формулу (1) къ функщи 
Фи (2 + %, У), 
конечно замфнивъ въ формуль (1) буквы хи буквами уий, находимь 
а (е--З, УВ — р (а, у = (@- 8, у. (7) 
(ДВ $, >20 и <1)}, потому что $.” всть производная по у оть $/. Изъ 
(6) и (7) вытекаеть, что 
А— М 9 № у+ 3. (1) 
Изь 1) и (И) паходимь 
(= 6,%, у) = 9. (+ 31, уз); 
приближая теперь # и # къ нулю и переходя къ предфламъ, найдемь 


Зы! (в, У) = 9 (@, 9), 
что и требовалось доказать. 

Зампчаще. Не трудно убфдиться, разсуждая такъ, какъ это дфлается 
въ арнометикф, при обобщевши теоремы о независимости произведен!я 
оть порядка сомножителей въ случа? двухъ множителей на случай про- 
извольпаго числа множителей, что значате производной 

вене 

0” ду" 
зависить только оть числа дифференцированй по каждому перемфн- 
ному, а не оть порядка дЪйств. Нужно однако помнить, что при на- 
рушенш непрерывности производныхь для данныхь значенй т, у, 2, 
высказанное заключение можеть и не быть справедливымъ. 


$ 3. Полные дихференщалы вывшихь порядковъ Фуккщй оть ®околь- 
ЕнтЪ нозавиниыхь вережённыхь, 


Положимъ, что (= $ (2, У) функщя оть независимыхь перемфнныхъ 
т иу. (Для простоты ограничимся случаем двухъ перемфиныхь; обоб- 
щене на случай произвольнаго числа перемБнныхь никакихь затрудне- 
н#& не представляеть). 

Полный дифференщаль фунещи С’ опредфляется формулою 

95 Иа 
ай = бе ат + бу ау. 

Коли возьмемъ полный дифференщаль оть &Ё7, разсматризая при 

этомз @т п у какз числа постояниыя, то получимь текъ называеный 
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второй полный дифференийаль или полный дифферениаль 210 порядка 
Ффункцёи Ту. обозначаемый символомь 4*С7; взявъ 4 (407, соблюдая то 
же услове относительно {т и @у, найдемь 3-й полный дифферениаль 
пт д 

Для выраженя полнаго дифференщала я-го порядка можно написать 
слфдующую символическую формулу 


#0 = (* + 9. 5 №) г. 1) 
45 


если условимся при возвышении въ степень символическаго двучлена 
9 9 

52 4 + 5 Чу 

85 ду “# 


по правиламъ алгебры (по формулЬ бинома Ньютона), 
" 


вифото 7. 0) писать 7 и выфето 
9х 9х 


9 \2 [9\8 га 
(=) () О — ео (ив =). 


Такъ напр. и ис 

20 —= и ай +3 я, аз4у + д 7, 

м 98 т 
С — пр 3 у ду дд +3 Ре т аа = 4". 


Формула о непосредственно провфряется при # — 2. и самомъ 
д 
9 9 
40 = у; @& + бу ау, 


#0 -—а а. = 4, (40) -- 4, (90 


97 ди 20, 90, 
а, (ай) = — 95 95 Г РИ а? + дидз бух; 
90 90 
9 (=: #) 3 (5. 4) 2 2. 
9 ду 9х #1.) 
1 ы С атау + 97. 
8, (#17) у 4 д—` = оду 4249 ду 
#0 _ #0 
Припоминая, 910 дд — бабу ° 
находимъ . 
9 и и д 9 
#0 т а? 29 диву + уз ву Е 4+ ду 4и| 0. 


Для доказательства общности формулы (1) остается показать, что, 
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допустивь ея справедливость при # ==, можемь отсюда вывести ту же 
формулу при = ж + 1. Итакь положимъ, что 


д 2)" 
ай= (5: ра 4) и. (2) 


Раскрывая символъ, вайдеиъ, ‘что 4“{7 представится въ вид суммы 
членовъ вида 


90 3 
Ри, в = Аа, в бб 42? уз, {3) 
тдВ Аа, в численный биномальный коеффищенть, и суимироване распро- 


странено на всё пфлыя положительныя значеня чисель.а и В, для ко- 
торыхь я -+ 3 =. 


Беренъ 4 (417) = а. (40) --а, (40). 
Чтобы ввать частный дифференщаль 4. (4"С`) надо ввять 4»Ра,3 оть 
каждаго члена Р.,8 и сложить результаты; по формул (3) найдемь 


уно * 
Ч.Р.,р = 4,8 биячт був а-адув 
или символически, 8.Раз = ( @) Ра, 


а по замфченному выше, и 
4. (4—0) = ( ®) “С. 
Такъ же. найдемъ 


4") = (54) =, 


и 
2 (4"0) = - 40 — (е-+ы4) (= + > 4} и, 
т. е. #0 = ( 4® + - "о, 
что и требовалось доказать, 
$4. Производная и диофоренщадь сложной Фулёщя. 
1. Пусть Я=Г(ы, $, и) (1) 


есть данная функшя отъ №, #, №, ЕДВ и, 9, 42 непрерывныя щит отЪ 
невависимаго перемфинаго х. Такая функця называется т функ- 
щую, оть 2. Составинъ пронзаохую отъ 7, ввятую по 2; эху производ“ 
ную обозначим» черезъ д„. Для ‘этого надо дать числу 2 приращене 


Ар и найти предфль отношеня приращеныя АУ къ. при Ад = 0. 
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Обозначая черезъ Ди, До, Ам приращеня, получаемыя функщаями и, т, ю 
при замЪнЪ 2 нах + Ах, находимъ 
АТ {(и-- Аи, 9+ Аб, в + Аю) — Г(и, %, и). (2) 


Введемъ въ разсмотрфше частныя производныя фунещи } (2, ©, 40). 
взятыя по и, хи в. Эти производныя мы обозначныъ символами 


ОО, Ри ДР в, у, Кб, в, д, м, в, №) 
.Цо опредфлению этихь функций имфемь 
Ри Ан, в, и) ри, в, и) 
о А 


Ею ча 


Ее Ав, в, и) — Р(ь %, ю) = { (в, в, 9) Ав + аАв, (3) 


гдф а безконечно-малое при Ан безконечно-маломъ, каковы бы ни были 
значешя чисель 9 и №. Точно такъ же будемъ имфть 


Е, а №, ш) — Га, ъ, и) = | (ще, и) до + ВАь (4) 
Ак фу и Ме) — Гы, №) = (в в) Аю--тАи, (5) 
тд В и 1 безконечно-малыя при Аб и Аи безконечно-малыхъ. 


Замфнивъ въ (4) и черезь и -+ Аа, а въ (5) м их черезь м + Аи 
ио-+ Ау, причемь 3 и т измфнятся, положимъ, въ В, и т, находимь 


(и Аш, о Аз, и) — (и Аи, в, ®) = 
==}. (и + Ав, в, 9) Ау 39, (4') 
(и + Ан, в -+ Ав, ю-- 0) — ри 6 у 49, и) = 
= (и -+ Ав, о + дв, 9) ди + п Аю, (5’) 
& сложивъ (3), (4') и (5'), находимъ, по формул (2), 
АТ {,! (и, 5, 6) ин [/(и-- Аи, о, 0) Ао |. (и--Аи, о- Ак, 0) Ав + 
+ аАн — В, Ае + Аи, (6) 


тд а, 3, и т, будуть имёть предфломъ нуль, когда Ам, Др, Ам стре- 
мятся КЪ нулю. Предполагая, что 


Е ы а и), ии), Ти 9, и) 
непрерывныя фупвщи оть #, 9, №, мы можемъ налисать 


и Ерин } а 
/ (и Аи, он Ав, в) = | (и, 9, и) +1 ) 


тдВ В, и 1, имфють предфломъ нуль при Ам и Ао безконечно-малыхь; 
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подставивъ выражешя (7) въ (6), и обозначая =, НЕТ 
находимъ 
ДУ == [1 (в, , м) Аи Г. в в, в) + нь ® %) Ав 
+ аАи - Аз + тАк. 


Раздьливь 06% части предыдущаго равенства на Ах, замЪчая, что 
съ приблюжешемь Ах къ нулю Ав, А, Аю. а сибдовательно и о, т 
стремятся къ нулю, найдемь 

АУ Ак х) 
= = ! ). е [х-} + 
пред. | |, Е (в, ъ, 1) . пред. [ |=, № (6 9, в). пред. А2)*, 


, Аи 
= Л 5, 9). пред. | 

ау _0Г аи обра ОГ ат в 

ат дн 42 Гош Тб а 
Это и есть искомая формула для производной сложной фунещи У. Мы 
видимъ, что для составленя производной оть функши У-== / (и, 9, 16) 
пох надо взать частныя производныя этой функиёи по и, и, 1, умножить 
каждую изв частныть производныхь на производную соотвътетвующей 
функщи по х и произведеная сложить. 

2. Положимъ теперь, что въ выражеши сложной функши 


Т= (м, в, №) 


составляюния фунюши и, 9, ю зависять не оть одного, а оть нфеколь- 
кихь перемфиныхь независимых 2, у, 2. Формула (8), очевидно, будеть 
примфнима и въ данномъ случаф, если условимся понимать подъ сим- 
волами 

У м @ а 

42’ 42’ ат’ № 
частных производныя функий У, и, и, ш, ваятыя пох, приунц2 
постоянных. Примфняя формулу (8) къ каждой изъ перемфнныхь неза- 
висимыхь 7, У, 2, полузимъ зналогичныя (8) формулы 


п 


дж 9 т № ау * д а’ (8) 
ЗУ _ брак д  дЕдь И 
а 06 6 м, # 


Умножая равенства (8), (8), (8") соотвфтственно на 42, @у, 2, полу- 
чимъ частные дифференталы функщи У, & сложивъ полученные резуль- 
таты, находимъ полный дифферениала сложной функции УТ: 
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в [4 Чи ‚| 

Ч = т | й и" 42 

9 |4 4 ‚| 

Е Е 4% -- Е Чу + @ 4 | 

ОР [ @в ве 4, ] 

д ре на: | 

пля 

47 = Ян? +" 4. (9) 


95 


гдь @н, ав. аш обозпачають полные дифференшалы функций в, ©, #6. 

Мы вилимь отеюда, что полный дифференшаль функши У выражается 
одною и тою же формулою, какъ въ томь случа, когда ш. 0, № неза- 
висимыя перемфипыя, такъ и въ томъ, когда и, 7, ю кашя угодно фуне- 
ди оть нфеколькихь перемфиныхь. Сано собою разумФется. что полу- 
ченный результать пе зависить пи оть числа функций и, г. #, ни оть 
зисла независихыхь перемБиныхъ #2. у, 2. 

Зампчанще. Сказанное о первомь дифференшаль пельзя распростра- 
пять на дифферепшалы выстихъ порядковъ. Если Г== (м, 5). гдЪ и, 9 
функши оть пезависимыхь перемфнныхь, то, при составлеши полнаго 
дифферешизла 2-го порядка. падо въ выражен 


_ 9! ий 
ЧР Чи 4, 


принять во впмаше, что @и, 4 числа перенфнныя. & не постоянныя, 
какь было вт томъ случаЪ, когда м, © независимыя перемфппыя; въ силу 
этого для 47 получается формула 


ФУ= аи - 2.07. ди а Рае — 9 ен ОР аъ 


отличающаяся суммою члеповъ у @ -# 4% оть формулы для РУ 
вВЪ томь случаЪ, когда шие  зависиыыя ® перемфнныя. Только въ томъ 
случа, когда м и © линейныя фунюши оть независимыхт перемфнныхь 
2, у.2...., т. е. функщи вида 


и = зу +1 + .. 


Ф=а,2- Ву 1+ ..... 


тд а, В Т.... постоянных, 4 и 4 будуть числа постоянныя при 
ат, 4у, 42 .... постоянныхт, ди, 4, и вообще дифференшалы выс- 
шихъ порядковь оть м и +, будуть равны нулю, а потому, въ случа 
линейных функ и и 0, справедлива будетъ символическая формула 


Ри = ( 4+ 2 ®) т, 
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доказанная раньше въ томъ предположении, что № во независимыя пере- 
ифяныя. 

Въ общей формул (9) должны заключаться, какъ частные случаи, вы- 
веденныя раньше формулы для дифференщаловь суммы, произведеня, 
частнаго и т. д, Т.е. для различныхь частныхь видовъ сложной функция 
[ (в. ®, и). Провфримъ это замфчанде, выводя упомянутые частные слу- 
чаи пзъ общей формулы (9). 

и 
в = 


м № = в 


1) Удине в; 


по формул (9) находимъ 
ЗУ =а (и +9 — в) ды --Ф — 4. 


2) Р=жине. и т, 9 и. ЧР =4 (0) = иди + и. 
3 СтЕь, 
9! 9 
4) У=им, Я ии, ши, 4 (г) — 2" би + и" щи 4. 


Приложимъ еще общую формулу къ слёдующему частному случаю 
РТ = (а в, и) = и”, 


ТД в, 2, ю функдаи отъ х. 


Г и д „ 
ды = 1. ж=е фи.м. Я нии, 
отсюда | о 


ду = и ии. 19 и ни". ди. 40. 
‚ Напринёръ ТР = д""* #=1, =, м = та. 
ЗУ мате 
ж=* [р -+ тема 21' 26052]. 
3. Обращаясь опять къ общей формуль {8) для производной сложной 
функц, замфтимъ слфдуюпуй частный случай. 
Пусть УТ = Инь, и}, 


тДЬ Фи  фувкши оть 2, такъ что х входить въ выражеве функ 
н явно и неявно, такъ какъ у и №, по условно, также завиеять отъ 2; 


положивъ въ общей формул и ==, и замфчая, что при этомъ “= 1, 
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находимь формулу 


Ч_ 9 ра ео 97 ав 7 ОТ ОТ Ш -т Фи 
а — бр о р М ПТ в а 00). 


Въ этой формуль р обозначаеть производную оть 7 по 2, взятую 
въ томъ предположенти, что 9 и м также фунвши оть 2; эту производ- 
ную можно назвать полною производном оть 7 по 2; символь же # 
или ра обозначзеть частную производную той же фунюши У или 
[(®, в, 8), взятую по 2, считая при этом ® и 0 за постояниыя. 

Напринфрь, пусть 

Та + 2 + в, 


тдф о и в каюя нибудь фувкщи оть 2. Здфсь 


9 9 9, 

Ра, в, и) = 2 + Эль + м, % 2 (2+9); 5; = 3 Я 2 
и 

ЗУ % 

ге Зе) + ш\* 20 @ (а} 

Если возьмемъ для примфра 
4 Фи 
9—2, ш= я; а 45, гг 1, 


10 формула (а} дасть 
ЗУ 
@ 
Результать этоть можно провфрить, нодставивь данныя выражены 
$ —=247', и = 2 въ выраженще У, и нотомъ взять производную; 


= (+ 247) +. 8 + 25 =4 (в -+ 32"). 


УЕ На НИ + 4, 


откуда я =4 (+ 327). 
$ 5. Свойство однородныхь Функца. (Теорема Эйлера). 


Функщя /(, у, 2) оть нЫскольвихь перемфнныхь х, у, 2 называется 
однородною функшею 2-го изифрешя, если она удовлетворлеть усяовно 


ще) ЕГЕРЬ 9, 8, () 


Т. в.) если при замфнф буквъ х, у, д произведенями #2, #9, #0, гдБ{ 
ироизвольный множитель, фунвщя ирюбрётаеть иножитель #". Напримбрь, 
з 


Роу 
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однородная функшя 2-го измбрешя, потому 910 


„ в. р 
Га. нь в) = 7 — Зв = = 


2 з . 
аа (и — зе =) бер. у. 2). 
УсловЁе (1) равносильно слёдующему 

=" у 2 2 
(в. у.) = #[ьз. =). (2) 
выражающему. что однородная фунищя 2-го измфрешя равна произве- 
дению 2-ой степени одного изъ перемфиныхь па фупкдию оть отношенй 
остальныхь перемънныхе кз первому. Въ самомъ дёлЬ, тождество (2) вы- 


2 

текаеть изъ (1), если положимъ въ (1) # = 5; съ другой стороны, есля 
замфпимъ въ тождествь (2) буквы 2, у, 2 произведешяны {х. &/, м, то 
получимь, 


Рава, в) = Ра" Г(+ 9, 5) = у. 2). 


Нри т = 0, формула (2) даеть 


. УЕ 
5.9.2) = =, - 
Роза еИЦь в, 
т. в. однородная функия нулевою измтреня есть функия отё отно- 
нений перемьнныхь, при замфи$ х, у. д на 17, 4, такая функийя не 
измфняехь своего значен!я. каково бы ни было значене $. 
Теорема Эйлера. Если в есть однородная функцёя т-10 измпрешя 

0тз нтеколькихь перемнныхь т, у. 2, то 


би ди 9%  _ 8) 
дк? ду др * = ти. 


зп. е. сумма проиаведенй частныхь производныхь функши в, взятыхь 
по каждой из перемпиныхь и умноженныхь на соотвтипственныя пере- 
мтнныя, тождественно 'равна самой функии, умноженной на показа- 
теля измпрешя. 

Доказательство. Шусть в == { (т, у, 2) однородная функця эи-го изы®- 
рещя, тогда 


12, в, в) = РР у 2. (4) 
Полагая Ш=р Н=в в=ь {5) 
получимь [ее =ЕГО, у, 2). (6) 


Уравнеше (6) обратится въ тождество, когда вмЪсто ур. 4, " подста- 
вимь ихъ выраженн изъ (5); взявъ производныя по # оть обфихь частей 
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тождества 16). находимъ 


97 @ ЭР ЧФ _ п, 
др ти п в "(9.2 


9% 91 — 
т, в. тт м У д1= 1ф(х. у. г). 


Полагая & = 1. имфемъ 


В=г ЧЕ Ед 


9: 4 . 

частныя производпыя ›,, на , у ‚ при этомь значеши #. очевидно, обра- 
у у 4 К 

ТЯТСЯ ВЪ 7, 0; И МЫ ПОлуЧИМЪ 


9 
или 


у + 2 ты, 
9х у 


что и требовалось доказать. 
Напр.. если 
И = 2 — а + 2%, 
то 9 9% 9 


— — 317 2 - == — оз 2 225. 
р = 3 +7. 9 иг. 95 ру 225 


4 9 08 
ТВТ ЕЯ 2 = (32° + 2) — 48. у (— 2 + 21г) г = 


= 3 [52° — 22 2%] = Зи. 
$ 6. Дногоренцироване неявныхь Функция. 
1) Положим, что дано уравнене 


Г, у) =0, (1; 

АБ [(т, У) есть извфстная функщя оть хи у. опредёляющее у какъ 
неявную фунецю оть х. 

Предложимь себф найти производныя оть у: У, у". у" ит. д. пе 
РЫыпая даннаго уравненйя относительно у. 

Для этой пфли замфчаемъ, что если у есть нфкоторая функщя оть #. 
10 { (2, у) есть сложная функщя оть 2. Если изф уравневя (1) выра- 
зимъ у черезь 2. и полученное выражеше подставимъ въ уравнеше (1), 
то уравысве это удовлетворится тождественпо, т. е. иными словами, если 
Вь сложной функщи / (7. у) подь буквою у будемъ подразумфвать фунх- 
40 оте, р опредьляемую уравнентемь 


ау =6, 
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то фуныйя {(х, у) будеть тождественно равна нулю, а слФдовательно, 
и вс% производныя этой функши, взятыя по х, будуть также равны 0. 

Составляя производных 1-го, 2-го и т. д. порядка сложной фуньщи 
{ (а, у) в приравнивая ихъ нулю или, какъ говоратъ, д4бференцируя 
уравнеше { (1, у) = 0 нфеколько разъ по <, получимъ рядъ уравненй 
для опредфленя у’, у” ит. д.; всВ эти уравнемя будуть уравненя пер- 
вой степени относительно искомыхь производныхъ. 

Дифференцируя одинъ разъ, находимь изъ уравиевшя (1) 


(2) 


откуда 


Обозначая первую часть уравнешя (2), которая есть функщя извёстнаго 
вида оть 2, у, У’, черезъ $ (х, у, У’), т. е. полагая 


Е 


т и = 0, 9, 9). 


и дифференцируя уравнеше 


фу у =6 
находииь % + + р" 0 
замфчая, что 
9, Ви, М 
0-ти. 
получимъ 
г о: 9 9 
+ д, у. (3) 


Подставивъ сюда выфсто у’ его выражеше, полученное изъ уравне- 
я (2), получимь уравнене, изъ котораго найдется У’. Продолжая 
такъ же далфе, найдемь вс послфдовательныя производныя 9. 9", У" 
и т. д., выраженныя въ функщяхь оть хи у. 

Зампчанще. Очевидно, что сказанное примБняется и къ уравненямь 


вида 
Гу =, 
тдф С какая-нибудь постоянная, хотя бы и не равная нулю. 


Очевидно также, что, вообще говоря, можно принимать у за перемфн- 
ное независимое. а х за неявную функцию оть у, опредфляемую урав- 
нешемъ /{2, у) = 0. и искать, авалогично предыдущему, уравнешя для 
опредфлевйя производныхь отъ х по у, приравнивая нулю полныя про- 


— 143 — 


изводныя оть /’(2. У), взятыя по у. Конечно. выЪфето того. чтобы при- 
равнивать нулю производныя сложной функши /(х. у), можно прирав- 
нивать нулю ея дифференщалы и. раздфливъ полученныя уравненя 
соотвфтетвепно на первую, вторую и т. д. степень дифференцала неза- 
висимаго перемфннаго, получить уравненя для опредлевя искомыхъ 
производныхь пеявной функщи. 


Примпры. В “у Зелу =0, 


разсматривая у какъ функцию оть 2, находимъь дифференцировашенъ, 
по сокрашени на 3. 


2 нуу — ау —ву=0. (а} 
откуда , 
‚ _ 9. 

Ур: 8) 


дифференцируя уравнене 2 — ау -+ (у’— ах) у’ — 0. находимъ 


25 — ау и" — уни (уу —а) =0, 
или 
2% — За" Зуу? + (9* — ах) у" = 0; 
подставивъ вифсто у’ его выражене по формул (5), и рытая послёднее 
уравнен!е относительно у", найдемъ 


2 [2 (у — =)! — а(ау — 2”) (у? — ат) + у(ау— 1?) ] . 
(У — а2)* 


у" 


2) рт + фу = а, 
дифференцируя, находимъ 
Ф?хаж + туду = 


(а) 
: ах 
если желаемъ разсматривать 2 какъ функцию оть у и найти ду, то дё- 
лимъ полученное уравнене на 49 и находимъ 
а В . 4х ау 
ду пу = 0. откуда ч% =. 


Дифференцируя уравнеше (©) еше разъ. разсматривая 4у какъ постоян- 
пое (такъ какъ у перемфнное независимое), находвмь 


в 


рат + пофх аду’ = 0; 


раздфливъ на 4у*, находимъ 


а . 
подставив выфото д, его выражене, получим 
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а „. 4% : 2. а? (ву + 07) 
Ри у * . откуда дз фт, 
8 въ силу даннаго уравнешя окончательно получимъ 
Фа _ а 
т = Ир 


Въ послёднемь примфр$ полученные результаты легко провфрить, вы- 
разивъ 2 явною функшею оть у изъ даннаго уравнешя; рфепая это урав- 
неше, находимъ 


9  . 
ву у’ (бу › 


подставляя вмфсто д его выражеше въ полученныя выше формулы 


41 
= 
$ = ия 9"; отсюда ч%= 


82 _ а и а 


49 9 на =’ 
получимь тё же результаты. 
2. Равсмотримъ теперь систему и уравненй съ (ю +- 1) перемфиными 
т, 9, &, 
вул... 0 = С, 


уг... ВЕС, 
ры. 06, 4) 
д .... В = С,. | 


Такая система, вообще говоря, опредфляеть я перемфнныхъ какъ функ- 
щи отъ одного независимаго перемфннаго. 

-Примемъ # за независимое перемфнное и найдемъ 
выразимъ ихъ въ +, у. &, ....& для этого представимь себф, что есь пере- 
ыфнныя 2, м ‚... выражены въ &, и ихь выраженя подставлены Въ 
РЁ Рен тогда ри эти фупкцеи обратятся соотвфтственно въ по- 
стоянныя С’, Яо 0, при произвольномъ значени #. Слёдовательно, 
производныя оть р ра 1» = [„ взятыя по $, если разсматривать при 
этомъ 2, у, 2, -... кавъ функщи & будуть равны нулю. 

Такимъ образомъ найдемъ 


22 ду 42 


а? в’ ЧЕ т в 


9.42 бб и 9 9, 

д Ш а = 

97, _ 4 

9+ (В 
а. 


95° 
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.. . 42 би в 
Рышивъ эти уравнен!я относительно шов, - >. › ПОлучимъ 
. 9 а 9 д 
ихъ выражешя въ х, и, 2,...Ь потому что 9% , в, .- - 9 бз- 


дутъ извЪстны, когда извфетенъ видь функшй Г, У, Гу. И 
Дифференцируя уравненя (В), найдемъ уравнешя для опредблен{я 
2х бу 
производныхь да, д’, ги „..-.- Второго порядва, ит. д. 


Приму. Даны уравненя 


пу; + 39+8— 
4х @. ау Фу 
фа’ а * 

Дифференцируя данныя уравнен!я, находимъ 


найти 


[22 а о. 4 . 
& ту ГЫ 0; п 3 # =4=0; 
6 
откуда можемъ найти г и г. . 


Дифференцируя полученныя уравнешя, находимъ 
@2\ 475 4 42 фт #2 
(#) +2 + () У 1 Зари 0. 


о . 
Нодставивь сюда выражешя д и ‘цз изъ предыдущихь уравнен!й, 


@ бу 
найдемъ зн Е жж. 


3. Когда число перемённыхь, связанныхь данными уравнешями, пре- 
вышаеть число уравненшй болфе чфиъ на одну единицу, напр. если число 
перемфнныхь равно ® + т, а число уравненй », то, вообще говоря, 
данныя уравнея опредфляють  перемфнныхь какъ неявныя функшя 
оть остаяьныхь т перемфиныхь. Для вычислешя частныяь производ- 
ныхь опредфляемыхь такимь образомъ неявныхь функшй надо постунить, 
какь показало для случая одного независимаго перемфннаго, разсматри- 
вая всф независимыя перемфнныя, кромф того по которому берется про- 
изводная, какъ числа постоянныя. 

Разсмотрииь простЬйший случай, когда дапо одно уравнеше 

Рау =0, 
связывающее три перемфнныя. Положим, что это уравнеше опредфляеть, 
2 вакъ неявную функцию отъ 2 и у. Чтобы найти частную производную 
оть д по х, дифференцируемь данное уравнеше, разсматривая у какъ 
постоянное, а 2 какъ функншю оть 2, и получаемъ 


до _ 
На Ж= 0 @) 


Х. Лоеге. _Дифферени, и интегральн, нечисленл, 10 
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Для опредфленя = тавъ же найдемъ 


И + %. я = 0. (2 
Дифференцируя {1) по =, а (2) по у, находимъ 
97 Фр 0 ФР [9 дог _ 
де? 0 в = (+0 @) 
вр др 02 Фр [088 ор 9 
ду: * 2 дд: ду + 97 (=) 52 ду =9 9 


Для опредълешя Ее можно дифференцировать уравнеше (1) по % 
разсматривая х какъ. постоянное, или (2) по 2, разсматривая у ЕК 
постоянное; тЬмь или другимъ путемъ найдемь 

Г 0р 02 9 дд а, др 92 
даду `^ де д (вы 97 я) 2+0; у = ® 

Изъ уравнен (1), {2), {3), (4) и (5) послБдовательно и найдемь 
выраженя 


92 д фа да д 

05’ ду’ дай ' бу" › дтду 
ВЪ 2, у, 2, причемь всВ уравнев!я, которыя надо рышать, будуть первой 
степени относительно искомыхъ производныхъ. 


Принере. 2 — Зуи —5=0, 


9 92 
2+2, 20, — ЗУ 2 д =, 
. 92\3 92 92\2 92 
а (ие =о [+6 
92 да 92 о. 
ду + бабу = 
% _ —20 0 _Зу 0 аа 
Отсюда рт )’ р Ра = 
9% 3 ^—3/° 0 _ бу. 
р. во. 


4. При розыскаши частныхь производныхь неявныхь функц можу 
прямфнать еще другой способъ, который мы разъяенимь на частном 
случа, когда даны два уравненёя съ четырьня переифнными: 


Шуя) =0 Быув йо. [© 
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Разсматривая любыя двЪ изь перемённыхь какъ перемённыя незави- 
симыя, 8 друмя дв какъ функщи первыхь, подобранныя такъ, чтобы 
удовлетворялись уравнешя (1), т. е. так, чтобы функши {, и , при- 
водились къ нулю, замфчаемь, что тогда и полные дифференщалы функ- 
щй /, и Х, будуть равны нулю. По этому. будемъ имфть равенства 


И +52. роще | 

2) 
9» 8!, . 9/, 
9 + у ау -+ ря @г ит @ = 0. | 


Положимъ теперь, что желательно разсиатривать 2 и # какь функщи 
оть хи, и найти частныя производныя оть 2 и Ё по фи ноу. По- 


ложивъ 4у = 0 въ уравненяхъ (2), опредёляемъ изъ этихъ уравненйй отно- 
а: га 


} эти отношеня и будуть искомыми частными производ- 


НЫМИ ОТЪ 2 И & взятыми по 2, при у = постоянному (вь предыдущемъ 
эти функци были обозначены символами [ и я - 
Такимъ образомь находимъ 


Г, 9, 9, , 9 


и ( 5: й' 0 92° 9% 


ав \" у 
9 9 
а. (а *) я 92 92 05. 
д м 0%} — ор 9, ОЙ 9, 
2 9 9% 92 
Положивъ 42 = 0 въ уравнешяхь (2), и опредфляя # и . мы 


бы наютли частныя производныя оть 2 и &, взятыя по у, при х = по- 
. & 

стоянному (вт функши можно обозначать также символами ии) 

Еели бы желали разсматривать 2 и { кавъ перемфнныя независимыя, 

ахиу какъ функщи оть нихъ, и опредфлить напр., частныя производ- 

нЫяЯ Оть и у, ВЗАТЫЯ ПО 2, то надо было бы въ уравнешяхь (2) по- 

. АЕ: 
ложить 41 = 0 и рышить уравнешя (2) относительно у, и Е полу- 
ченныя выражешя этихъ отноненй и будуть искомыя частныя произ- 
водиыя оть хи у, взятыя по 2, при { постоянномъ. 

Пояснимь сказанное примфромъ. Положимъ, что даны уравнешя 

Ту АЕО, и + 32+ 6 = 0. {3) 

Приравнивая нулю полные дифференщалы, находимъ 
Зах + ду + 42+ =0 | 


(4) 
ар + у + за +6 =0} 
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Разсматривая 2 и # какъ функщи оть 2 и у, пайдемь частныя про- 
изводныя оть г и 1 1по 2. Дфлая 4у — 0 и опредфляя т и 1 находимь 


Разсматривая теперь 2 и у какъ функщи отъ 2 и &, найдемь част- 


ныя производныя отъ 2 и У, взятыя по 2; для этого дБлаемъ 4 = 0, 
. 42 4 
рпаемъ уравнешя (4) относительно зд; к Е ‚ тогда получимъ 


4 _ 3—4 @у _35— 22 
92 41—90’ 19° 
Не мьшаегь замтить, что въ разематриваемомъ случа$ 
ах Г 
Е не Ел 
45 


4х 8х 
и не должно быть ‘равно, потому что чаетная производная ‘д, (кли 4, 
92 а 
взята въ томъ предположени, что # — постоянному, & д; (пля й) в 
томь предположенш, что у = постоянному. Равенство 


42 1 05 1 
2 Е или о, (4) 
а5 9: , 
напротивъ того, будеть справедливо въ томъ случаЪ. когда дано одно 
уравнене 
Рив, у, д) =0, 


связывающее три перемфниыя, потому что тогда, будемъ ли разсматривать, 
2 какь функцию оть хи у и искать частную производную оть 2 по 2, 
или д какъ функцию оть ли и искать частную производную оть 7 
по 2, въ обоихь случаяхь у разсматривается какъ постоянное, хи # 
будуть взаимно-обраявныя функщи, и, по извфетной теорем$ (Гл. И, $ 2); 
равенство (4) должно имфть мЪето. 


$ 7. Форкужа Тэйхора лия Фу оть нфеколькихь перемёнхыхь. 
Для функиш и = /(2) оть одного аргумента мы имфли формулу Тэй- 
лора ($ 5, гл. НЕ) 
ыы 44 
ев) — Г = мм о тау+ 


+ @"— и + _ г 
1.2.3...@—1 123.1 


(4) 


ЕДВ 4”иу обозначаеть результать подстановки х+84т выфето х въ 4*#. 
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Покажемъ, что формула (4) имфеть мфсто и для функщи оть н%- 
сколькихь неремённыхъ, # = {(х, у,....), если поль Ам будемъ нони- 
мать разность { (2 = 4, у+ 49,...) — {т у....) и подъ 4, и... 
полные дифференщаяы функщи =. Для сокращеня нисьма будемъ раз- 
сматривать функцию оть двухъ аргументовъ, случай иногихъ аргументовъ 
трактуется вполнф аналогично этому. 

Понимая подъ (2, у) и (+4, у+- В) дВЬ опредЬленныя системы 
значенй аргументовъ, введекъ нозыя пвремфиныя & и 1, функщи оть 
одного аргумента #: 

= т=уУи, 
и положимъ 


16 =20; 
Е (0) =Ущу=и Ра) =Га+л ув. 
Ге ую Ра УЕМЕЕР(1— РО} 


Составимъ производныя #' {#}, №” (8,...., разложимъ Р (6) — Ё (0) 
по степепямъ & (но формул Маклорена), и, положивъ затбиъ # =1, но- 
лучимь разложеше Аи но степенямь # и ®. Это разложеше и даетъ 
искомое обобдюще формулы Тэйлора. Тавъ какъ, прп постояяныхь д ий, 
Ри 1 линейвыя функши оть Ь то, вакъь извфстно, для дифференщала 
порядка т оть функщи Ё(&, 7) = Е (0) имфемъ символическую формулу 


Рожи) гв, т) 


& такъ какь 4-14, Чи =Ё4Ь то отсюща получимъ, черезъ двлеше 
па 4", 


тогда 


В ре = (авы ГЕ 6) 


Пра #=0, =, =, ГЕ, 1) = /@, У) =: поэтому, формула 


Е) (0) = (5 в +1) {2} 


Если обозначимь ви & черезь 4х и 49, то можемъ паписаль фор- 
мулу (2) такъ 
2 (0) = 4”. (3) 
Формула Маклорена даеть 
г Ре-в (0) 
и», К 


Е (6) 
Е=Р(0)-- 20) > СЫ 


— 
м 12..и', 


ГБ о<6< р ацри : =1, припимая во внимаше формулу (3), полу- 


ЧИМЪ 


48 _ @5 


га 
Е — БО Ат + ++ таит © 
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тдф дополнительный члеяъ 


в _\ 
+ я #) 1 т, 


при Е=1- 6, 1= у-+ №. Поэтому можно сказать, что число р, по- 
лучается, когда въ выражени 
@*и 1 9 9 ›\ 

1.2.0.8 12.п (ъ+ (г, э) 


замфнимь числа 2, у числами х + 0%, у-- , гл 0<60< 1. 
д" 
6 


Обовначая результать такой подстановки черезъ 


= мы и нахо- 
димъ для функши оть нфсколькихь перемфнныхь формулу Тэйлора 


з в . „-- 
дит и 5 г 


а арта.’ © 


вполвф аналогичную формул (4) для функийи оть одиого аргумента. 
Выпишемъ, для примфра, подробно разложеше приращеня функции 


иж у), 
положивъ ® -= 3 въ формулф Тэйлора. 


ди = ак у-ни — а, у в - Фи 


1 9%). 9% \., 9°и . + 
123 Е +3 т кз (у), № (>), я |, 
тд зналокь 6 подъзнаками производныхь 3-го порядка обозначаеть, что 
въ выражешяхь этихь производныхь надо подставить выфето 2 и у числа 

в, у, г 029. 

$ 8. Мажшша и нышнаа Функщй огь нФоколькихь переифкныхь ноза- 
вивижыхъ, 

Пусть у = ($, у, #,....Й) есть фунющя оть нФекольвкихь независи- 
мыхь перемфнныхь. Мы говоримъ, что вначеше /(2,, у, 2...) есть 
тазйтит функщи у (наибольшее по сравненю со смежными), если 


Р (ть У вы. >, у, в, .... 0 0) 


для всфхъ значенй #2, у, 2,....& достаточно близкихь соотвётственно 


Зналеше { (хо, у о, .... 6) будеть инейтия функши © (наименышее 
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20 сравненю со смежными), вели 
Гр Ук вы. Рав...) (2) 


для вефхь значенй х, у, 2,....Ё достаточно близкихь соотьфтственио 
КЪ 2, У... 4 

Займемся розыскашемь тЬхь значешй перемённыхт, при когорыхъ 
функщя © есть пахёюит или тинтит. 

Для опредфленности положинъ, что {(2., И, 2,....&) есть талё- 
тит. Такъ вакь въ неравенствв (1) числа 2, у, 2, # можно выбрать 
по произволу, лишь бы числа 


|7 — же], и... ВЫ 
были достаточно малы, то, взявъ 


==... ЁЕЬ 
и положивь т — 2, =, приходимъ къ неравенству 
Ро У вс. В) > Л № Уь вы... 6), (3) 
при достаточно маломъ |#|, а это показываегь, что функшя оз одной 
перемтнной х, Ё(2, у» 2,....&), Костигаеть тажиния’а при х =. 
а слдовательно ея производная 
ОР ($, У» 20. ь) 


95 
должна обрашаться въ 0 при х = 2., если эта производная непрерывна 
при 2 =. 

Слфдовательно значеня Хе, У, 2.,....й»> При которыхъ } (я, у, 2,....#) 
есть тахипит, обращають въ О частную производную оть этой функц, 
взятую по 2. Ясно, что все сказанное относительно перекённой 2 отно- 
сится и ко вефиъ другимъ перемфннымь; вмфстё съ тёмь очевидно, что 
мы придемъ къ тому же заключенио я въ томъ случа, когда дфло идеть 
о тийтит’% функди, а потому получаемъ слфдующую теорему: 


Теорема 1. Значеня 1 9») 2)... №, Ири которыхь функция 

Г(т, у, в, ....1 есть тажатив или тийтит, удовлетворяют ура- 
9} 9 

% 97 и 91 т 

в=% =% %=6.. и =0 1 


(еели исключимъ тавя значени перемфнныхь, при которыхь которая ни- 
будь изъ этихь производиыхь не будеть непрерывна). 
Уравненя (1) фавносильны одиому: 
полный дифференшаль 47 = 0, ([) 
потому что 
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тдф ах, 4у,.... при независимости перемфнныхь 2, У, 2,.... числа 
совершенно произвольныя, рявень нулю тогда, и только тогда, когда всв 
козффищенты при 4х, 4у,....@ порознь равны нулю. Слфдуеть замфтить, 
что всли бы 2, У, 2,....Ё были связаны нфкоторыми уравненями, то 
сдфланное заключеше было бы не вфрно, потому что тогда между 
ат, 4у,....@ также существовали бы зависимости, и АТ могь бы обра- 
титТЬься въ нуль безъ того, чтобы уравнешя (Г) имфли иЪсто. 

Р%ншивъ уравнешя (1) относительно 2, у, 2,....Ё, мы найдемъ въ 
числЬ рЬёшешй всф тВ системы значенёй перемфнныхь, при которыхь 
1 (а, у, 2,....8 будеть тазилит или убтатит, но можёТЬ найти и 
ташя, при которыхь } ни тахинит, ни тйнииит. (При этомъ исклю- 
чаются т тахипа и ийта, которые можеть имфть функшя {, когда 
произведныя ея ие будуть непрерывны). Не останавливаясь на слож- 
номъ, если его трактовать въ общемь видф, вопрос6 о распознавани 
тарактера той или другой системы ршенЁй уравнешй (Г), ограничимся 
указашемъ двухъ простыхь случаевь, въ которыхъ характерь рёпенй 
распознаетея весьма легко. 

+) Если для нфкоторой системы значеый х=х., У У; 2 == 2%, .--* 
первый дифференщаль фи фувкщи и = { (2, у, 2,...) обращается въ 
нуль, а второй 4 и сохраняеть одинъ и тоть же знакъ (-+- или —) для 
веякихь значеши 2, у, 2,... и иль двфференияаловь В, К, 1...) то 


Г (2 Уь, 2, =.) иниелаи при 4% > 0 и шахриаа при 4? < 0. 
Въ самомъ дфлЬ, при 4и =0, формула Тэйлора (при я = 2} даеть 


2% 
— У(®ь, У 2 =.) = Ав =, 


Та 5-Е & 4. 


тд 0 <6< 1, ии, всть результать подетановкй 2=4,-+8%, у=у,--0%,... 
въ Фи. 

По условно 4?и, будеть либо >> 0 яри произвольныхь значенёять чи- 
сель №, №, 1,...8, либо Фи, < 0 ири произвольных значенять чисел 


1, 8; поэтому въ первомъ случав Ан > 0, каковы бы ни были 
изыфневя чисель 2, У, 2. ..., значить # пипииит, а во второмъ дё < 0 
и & шахиаци. 

2) Пусть м Г, 9) 


фунЩя отъ 0625 независимыхь перемфнныхъ. 


Положимъ, что при +=, у==у, первый дифференшаяъ 4и — 0; 
далфе положимъ, что 
Фи ди 9% 
92’ 9тду и ЕТ 
непрерывны при 5 — 
ныя зисламъ 


У— у и имфють значешя, соотвфтетвенно рав- 


А, В, 6, Пиз, 9. 
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Тогла можно показать, что 


если АС — В >0 и АЗ, то { (2, Уз) шахшиит. 
если 4С— В*>0 и А>0, то Г (®, у) шнишит, 
а если АС — В* < 0, то {(ж, у,) ни шахииио, ни ппитии. 


Для доказательства беремъ опять Тейлорову формулу и находимъ 


ди р -ь ув — Га) = аи +в СР, 
гд$ 4,, В, и С, обозначають соотвественно значешя 


0% 0 9 
о, ры ‚ р. при х = 2% + %, у=у, + 6%. 


По предположенной непрерывности этихъ функдйЙ, съ приближещемь 
Ри кь нулю, числа А, В, и С, будуть стрематься въ соотвЪфтствен- 
нымъ предфламь 4, В и С; поэтому, при достаточно малыхъ [й| и ||, 
А, в А будуть числа одинаковыхь знаковъ, и 4,С, — В? > 0 при 
АС— В > 0; съ другой стороны, при 4,С, — В,* > 0, 
В. 4.0, В 

т ) + Е пу 
ри всякихь значенять р и имфеть ишвовый знакъ съ 4,, потому что 
число въ скобкахъ всегда >> 0. Поэтому, при А<0. Ах < 0, при вохъ 
достаточно малыхь значешяхь |й| и |1], значить # = (2., у} тахипит, 
а при 4>0, Ан >0 и н — шишии. 

Переходя къ случаю, когда АС — В* <. 0. легко убфдимся, что, рас- 
поряжаясь числами й и №, можемъ по произволу сдфлать А#>>0 и Аи< 0, 
значить + не будеть ни шахипит, ни шипит. Въ самомъ дЬлЪ, поло- 
ЖиВЪ = р. будемъ приближать рий къ нулю такъ, чтобы при этомъ р 
оставалось поетояннымъ, тогда ` 


АРВ СРЕА, + 


Аи — Ам +в + 08] 1 М" + ЭВ + 0] 


при достаточно малыхь значешяхь |й| и |#| будеть одинаковаго знака 
съ зисломь Ар’ + 2Вр + С, потому что это послёднее чиело есть пре- 
дьль, къ которому стремится Ар? + 2В,р + О, сь приближешемь Вий 
въ нулю. Что же касается Ар’ + 2Вр + (С, то, пи АС — В < 0, 
этоть трехчлень имфеть вещественные не равные корни р, и 2; пола- 
тя р, >р, в замфчая, чо 49’ 2Вр+С=А (ри, @ — 2), 
находимъ, что для значешй р>р, >. или р<р, «р, нанть трехчленъ 
имфеть знакъ одинаковый съ числомъ 4, а для значенй р между р, пир, 
противоположный знаку А. СлЪдовательно, измЁняя число р, можемъ сдф- 
лать Аи по произволу > 0 или < 0, что и требовалось доказать. 

Вь частныхь вопросахъ весьма часто самая сущность задачи опре- 
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дфляеть характеръ испытываемыхт рфшепН, и въ такихъ случаяхь можно 
и не прибфгать къ общимъ премамъ изслфдовашя рытешй. 

Прямпры. 1) Раздфлить данное положительное число а на три части 
такъ, чтобы произведене вхъ было шахипит. 

Полагая и = лу, а = + уча, пень и= зу (@—#— у); 
составляемнь уравнешя; 


би 

в у(@— #— 9) 0, у=е(@ — 2—2) =0, 
находимъ решения д = уз $ (рышешя (2-0, у-=0), (да, у=0), 
{#=0, у-=а). отбрасывземнъ какъ не соотвётетвующи, очевидно, иско- 
мому шахипит). При #=у== 3 ‚ а= з ‚= я искомый шаха. 

Такь какъ, по самой сущности вопроса, видно, что шахитиив дол- 
женъ существовать, и значешя 2, у, ему соотвфтствуюния, должны за- 
ключаться между найденными, то единственная изъ найденныхъ системъ, 
х =у=з, которая можете давать тахувит, и должна его дать. Впро- 


чемъ, легко провфрить характеръ рфшензя и по способу указанному выше, 
& именно; въ нашень прим 


9 ди 9 
Е У бабу = — № — 3%. ду 24; 
полагая 2 = у== 5, находимъ 


2 __2 Ша 1 
А=— за, С —34 В 3:40: В: 3 >90, 4<0. 


з 
$ . 
Слфдовательно, и = 37 пахиюит. 


2) Изъ всбхь треугольниковъ, вписанныхь 
въ данный кругь, найти тотъ, котораго площадь 
наибольшая (черт. 17). 
е Соединяя вершины треугольника съ дент- 
ромь и обозначая углы при центр черезъ 
2, у, 2. будемъ им ть 


п. АВС = пл. 400 + пл. ВОС -+ ш. АОВ; 
Черт. #1. если 7 радусь круга, то 
пл. АВС = 3 7? (ти --зту + 312), туча, 
= — (2+9), т — — вт (2+ у), 
и дЬшо сводится къ розысканйо тахипануа функщи 


и =зтх + ту теачу. 


Составляя уравнен!я 


9% _, 9% 
зд =08 8 608 (2 у) = 0, у 608 у — 605 (5 -- у) =0. (а) 


Находимъ 6085 — 008 у и при условяхь О<е<т, 0<у<т получаемъ 
&=У, 6052 — 60825, (изъ уравн. (а), х=2к — 95, «= 3; откуда 
и, 


17-3 
'Искомый треугольникъ--правильный. 
Предлагаемь читателю провфрить условя АС — В*>0, Ах0и 
на этомъ примфр#. 


$ 9. Махша и шашша функций оть ифеколькихь поренённыхь, евя- 
занныхь данными уравнен}яии. (Относительные шахипа и ша}. 

Въ большииств$ задачъ на розыскаше наябольшихъ и паименьшихъзна- 
ченй, вопросъ сводится къ розысканно шахнюит”® или юлишит”а функций 
оть н-сколькихь перемфиныхь, значен!я которыхъ должны удовлетворять 
даннымь уравненямъ. 

Положимъ, что требуется найти шахипа и лишипа функци 


и=Г(ть 2, 1... 1,) 


оть ® перемфиныхь, значевя которыхь должны удовлетворять # услов- 
ныхь уравнешемъ 


Фа (в, @,.... 2.) = а, 
3: (4, Ж,.... 2.) = в, (1) 
9 (Фо ть... 2.) = в. 

тд м <виа,, а......а, постоянныя. 


Таыя шахива и шишиа называются относштельными, въ отлище оть 
абсолютныхь, которыхь фупьшя и могла бы достигать, если бы пере- 
ынныя 2,, #,....2, не были подчинены никакимь условнымъ уравне- 
ямъ. Если бы уравнешя (1) можно было всегда рышить относительно 
какихь нибудь эн буквъ изъ числа 2, 7,....%„ напримфрь относи- 
тельно 2, 2,....2„ 10, выразивъь эти т величинъ черезъ остальныя 
(п— т), и подставивъ вь выражеше фуньши %, мы бы выразили ее в5 
независимыхь перем ННыхЪ 2.+, Физ ...-2, и пришли бы къ старому 
вопросу о розыскани шахниии и шийиию функци оть нфсколькихь 
независимыть перемфнныхь. Такой способъ однако сопряжень часто съ 
большими затрудиенями и даже не выполнимъ, когда не выполнимо рф- 
шеше системы уравнешй (1) относительно кавихъ нибудь и неизвфстныхъ. 
Лагранжуъ указаль простой способъ р%ёшешя разсматриваемаго вопроса, 
не требующий рёнешя условныхь уравненй. Споеобъ этоть извёстенъ 
подъ именемъ способа мноминелей и состоить въ слфдующемъ. 
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Возьмемъ полный дифференщаль функщи #, 


ди ` 9 9% ди 2 
4 — ор 8 + ду, 4, у, 42 = р, 4% (2) 
Изь условныхь уравненёй (1) имфемъ 
9 95, 9% | 
ть 51 @ Е =0 
0, #5, бы, @х, о да, ря 
еее еяньне (3) 
9. 9. 2, _ 
да. в + и, + +9 Я. = 
Умножаемъ равлошы системы (3) соотвётетвенно на неопредёленные мно- 
жители \,. А,,.... А» и складываемъ съ уравнешень {2). Полузимь 
| 99 9, . 
= Ар др + д а, 
ди 92 9, 92. 
еее + тя 9, (4) 
еее тете тен 
94 0 85. 
ев не | 
Опредфляемь множители ^,, №, ^„....^, такъ, чтобы въ выраже- 


ви (4) обратились въ нуль коэффищенты пря дифференщалахь зависи- 
мызь перемфнныхь 2, д,,....2.; тогда Фи выразится линейною функ- 
щею оть Фин, Чин... @, т. ©. оть дифференшаловъ независимы? 
перемфнныхь, 8 тогда, какъ было показано, значея перемфаныхь при 
которыхъ и есть тахшиии или ши должны обращать въ нуль пол- 
ный дифференщаль и при произвольныхь значешяхь @л,ь:,.... 
для чего имь нужно обратить въ нуль коэффищенты при этихъ дифферев- 
щалахь, Такимъ образомъ получается слфдующая система уравневя 


ди д 9. 

Ми, № в, =0 

би бт, %. _ 

де, Ми, + № да, = (5) 
. 9, 9 

я Ади + - Ак = 


Занйчая, что первыя частн уравненйй (5) суть частныя производныя 
Фузкд Уи А, АН... А, (6) 


ВЗятыя Но, 2,....2», мы видиМь, что для розыеканш относитель- 
ныхь шахшит и вишииви функц #, при условыхь (1), надо составить 
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функцию У по формул (6) и приравнять нулю частныя произведныя этой 
функши по вефыъ перемфипымь 2, 2,, 2,....2» Получеппыя п ура- 
внешй и 1 условныхь послужать къ опредфленню искомыхь значенй 2, 
1.....-., при которыхъ # можеть быть шахиаат или шниилии, и вепо- 
могательныхь множителей \, },,.... А» 


Примтры. Т. Раздьлить данное положительное число А на я поло- 
жительныхь слагаемыхь 2, у, 2....Ё такъ, чтобы произведене 


а 


Р = 9. ....Й, 


тдБ а, В, 8,....т1 данныя положительныя числа, было наибольшее. 
Такъ какъ наибольшее зкачене Р соотвфтствуеть наибольшему зна- 
ченио 9Р и наобороть, то, для упрощешя выкладокъ, разсмотримъ 


функцию 


9Р= 


в примемъ во внимаше условное уравпене 


= амя +В МУ -.... +849 


ужа... Е А. 


Беремъ функшю 7 = и-Н А (хуже 
нулю ея частныя производныя по 2, у, 2, . 


. +В и приравниваемъ 
получаемъ 


“ао В+а-о,..... 9+0, (1) 
Еа у $ 
отсюда 
& ВТ 
^ х у # 
ад 
= Бу 


Найденныя рфшевя соотвфуствують искомому наибольшему значенно, въ 
чемъ можно убфдиться слёдующимь разсужденемъ. 

1) Разсматриваеное произведенйе должно имфть мфкоторое наибольшее 
значеше, потому что, по условю вопроса, ни одно изъ чисель 2, у, 
&,....Ё не можеть превышать числа А, а слёдовательно Р не можеть 
возрастать безпредвльно. 

2) Значешя перемфиныхь, при которыхъ Р’ достигаеть этого наиболь- 
шаго значеня, должны быть въ числ найденныхь нами при рёшеша 
уравненйй (7), а такъ какъ рошене единственное, то ему и соотафт- 
ствуеть искомое наибольшее значеше Р. 

Впрочемъ, не прибфгая къ изложенному разсужденно, можно пока- 
зать, что найденныя рёшеня дають шахииии, при помощи одного изъ 
увазаниыхь въ $ 8 критергумовъ. 
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Изь выраженя а 
а 4 3% 
Ч =-—— - 1%. +=) 
2 Е 
тДЬ #4 = -— + ау+....); 
ТАБЪ КАКЪ фру-+.... +Ё= 4, то, разематривая # вакъ фунющю оть 
независиныхь перемфнныхь 2, у,...., Найдемъ 


2 з 
в + =, 


Фи 


г у р 
такъ какъ, при 42, 4у,.... постоянныхь, @ также постоянное и 1—0. 
Нри положительных а, 8,....8 . 
Фи < 0, каковы бы ни были х, у,....@х, Чу,.... 

Сльдовательно, найденныя выше значеня” х, /, 2,...., обращаю- 
пия @в въ нуль, дають тахииии фунещи м, а слЬдовательно и Р. 

Полученный результат покавываеть, что искомое ваибольшев зна- 
чеше произведеня 2°. уз .В, при ну+а-+.... += А, полу- 
чится при раздВлеши числа А на слагаемыя, иропорибональныя показа 
телямъ а, В,....8. Въ частномъ случаф, когда 

а=в=т=.... ЕВ =1, 

находимъ, что, при ну 2 =; +=, дуг. будеть наибольшее, 
Когда Фу ==... ==, в п = числу слагаемыхь; это наи- 
большее значеше будеть слфдовательно равно (< :). 

Отсюда вытекаеть слЪдующее неравенство 


джуча+. 
т.у.2.. = (7 КУЯ- 
каковы бы им были положительныя числа 2, У, 2,....Ё или, иначе, 
ы — ужа -н....-5 
Уз-у.2. У— 


в 
т.е. среднее зеометрическое нтенолькить положительных чивель меньше 
из средняю арибметическаи. 

П. Изь вобхь треугольниковь даннаго периметра найти тоть, кото- 
раго площадь наибольшая. 

Обозначая полупериметрь черезъ р, стороны черезь х, у, 2, и пло- 
щадь черезъ 3, имфемъ 


8=Ур (р — 2) Ф- (9) (ФЬ— 2), з+жуча= 99; 
наибольшее значеше з соотвфтствуеть наибольшему значеныю 5*, и тавъ 
вавъ р постолнное, то вопрось сводится въ розысканно шШахнопо"а 
функши 

и = (р—2) ф—9 (р—2), 
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при условн энуа = 2р. (8) 
Беремъ ТУ =и-х (+ у- 2), 
и составляемъ уравнешя 


т 
95 =^—@ФШ-—9 (фа = 


у 
у -\—@-9 —9=0 [ 


97 
83 =А— (ф—2) (р- 9) =0. 


По условямъ вопроса 
Ор, О<у<ь 02 < 


; 


въ этихъ предёлахь уравненя (8) и (9) имфють только одно рьтен:е 


которое показываеть, что искомый тре- 
угольникъ правильный. 

Ш. Для третьяго примфра раземот- 
римъ слфдующую задачу. Пусть ВАС 
есть сфчен!е преломляющей призмя пло- 
скостью, перпендикулярною къ ребру; 
КЕ падающй лучь свфта, х уголь 
паденя, Д@’ выходянуй лучь свфта и 
{ уголь преломленя. Требуется опре- Чорт. 18. 

ДБлить х такъ, чтобы уголь и между 
падающимь и выходащимъ лученъ быль наименьший (черт. 18). 

Назовемь черезь а уголь ВАС, черезь к показатель преломленя; 
проведемь ЕЁ ( АВ, ГЕ | АС; пусть у РЕП есть уголь пре- 
ломненя, соотвфтствуюций углу 2; РРЕ == 2 утоль падешя луча на 
вторую грань призмы. Тогда 


ия уч#—& (1) 
у+Е—а, (2) 

Зале 
пФ = рту, ЗЕЕ рян а. (3) 


Беремъ функцию 
о=и+х уда, бтх — взту) + А, (т — 52), 
составляемь уравнешя 


а Е А, 6085 = 0, 


1+, — №8 0089 =0, 


з 
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9% о ® = =0, 
ера А — рева = 0, рт 99 , 
и находимъ 
№: — 2085 _ 98У (4) 
1, 6088 6084” 
Отсюда . 
сх _ у 1 — 22 _ 1 — 7? у 
или —- 


607 02 Тя 1 т 
а по уравненяиъ (3) имфемь 


тои _ 1— ту 


Отсюда 
а 
зу —= т? а, у=ё=о: 
(потому чу и <у в 9+2=а). 
Изь (4) получаемь х = и но (3) 
са 
886 — 81 = рт о. 


Искомый паши 


# = Загс т (- т 


Для упражнешя предлагаемъ вычислить Е изъ уравиенёй (1), (2), 
{3) и доказать, что для х=Ьу =^/ 
9% 25 < ‚ 9% 
да = аа # — 1); пи в> 1, ая > 6 
хакъ и должно быть для вилипаита, 
ГУ. Найта шахнаши и полит функщи . 
Г= Ай + ЭВу + Су’, <) 
‘при условм 
тчи=ь (2) 
предполагая при этомъ, что 
4С — В: > 0. {3) 
Прежде всего замфтимъ, что изъ неравенства (3) слёдуеть, чо А 
я С одинаковыхь знаковъ; положинь Ди С>0 и путь А> С. 
Поступая по общему правилу, составляемъ уравнешя 


9Г р 
в №=0, и № =0, 
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(4 —№з- Ву=о | 
Ве + (@—ХЛу=0, 
гл$ Х неопредфленный множитель. 


Такъ какь хи у не могуть быть равны нулю одновременно, въ силу 
условя (2), то изъ уравненй (4) находимъ 


(А-В =0, (5) 


квадратное уравнеше, изъ котораго опредляемъ \. Уравнеше это иметь, 
вакъ лего видфть, вещественные неравные корня А, и А; сумма ихъ 


и =А-+0>0, 


(4) 


произведеше 
ХА, = 46 — В >0. 
Слфдовательно . 
ил >0, 
а тавъ как . 
(А (С—-№=В>0, 


то одинъ изъ корней < С < 4, другой > А > С; положаямъ 
х<С<А, М> 4 


Опредфливъ Х, найдемъ значешя хи у, при которыхь { шахипит 
или шшивит, съ помощью одного изъ уравнений (4) и уравневя (2). 
(Второе уравнеше системы (4) есть слёдетве перваго, въ силу уравне- 
вая (5)). Соотвфтетвующия значешя { всего проще найти слфдующимь 
путемъ: 

Умножая первое уравнеше системы (4) на 2, второе на у и скла- 
дывая, находимъ 

(Аб Юя + 2Вау + (СМУ, 


.ь Ах? + 2Вху в бу = А (а + у), 
или = 

Итакъ, искомые шахииит и шили функц / будуть корни ураз- 
ненйя (5). 


Чтобы убфдиться, что ^, и А, дёйствительно тахшиио и шёзишаш 7, 
замфчаемъ, что каковы бы ни были числа 2 я у, удовлетворяюлия усло- 
вно (2), при произвольномъ Х, нифемъ 


АЕ (А-а + 2Вау + (6 № у 
Или 
1 
= у 


К. Поесе.— Дифферени. и интеграьн, вочнохенм. н 


КА — № 2+ Ву (4) (6—№— В] у 
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Полагая здфсь == А,, находимъ 
] . 
= як МЮ 2+ ВР =, {8 


потому что А>А,, а полагая \ == А, найдемъ 
1 . 
7 мк (4 —№2- В? =0, (7) 


иотону что №, > А. Эти неравенства (6), (7) и хоказывають, что \, ё- 
пиши, а ^, мати фунещи /. Неравенство (6) обращзется въ равен- 
ство и [ достигаегь значеня Х„, когда 


9-Х =т-+ Ву=0, 


> УыА 

= В’ 
& неравенство (7) обращается въ равенство и { достигаеть значения А,, 
когда уха 

= В ^^ 


При веьхь хругихь значещяхь хи у, удовлегворяющихь условно 
т + у =1, ифемь 
у ы <<», 


$ 10. Розыскаще шахивии’а и шшпит’а неявной ункнии. Если тре- 
буется найти шахииит или шшиию функщи у, опредфляеной уравне- 

немъ 
Ру 0, 1) 


то, согласно изложеннымь выше правиламъ, надо составить производ- 
ную у’ и приравнять ее нулю, чтобы найти тВ зназешя 2, при кото- 
рыхь у можеть быть тахипит или пишит. 


Замфчая, что 
9 
05 
9=— Г ’ 
ду 
находимъ, что У’ — 0, когда 
9 
дЕ = 6. (2) 


Рьшая уравнешя (1) к (2) относительно х и у, раземотрииь тавя 
рёшевшя этихъ уравнешй, при которыхъ # не = 0. Эти рёшешя обра- 
шають вь 0 первую производную оть у по 2 и могуть давать шахниии 
или пишит функщи у. Характеръ рышев!й можно испытать, составивъ 


вторую производную оть у по 2 и разсмотрфвъ знавь ея для испыты- 
ваемыхь значешй х н у. 
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Примюрь. Возьмемъ уравнеше 


2 у’ — Залу = 0, (а) 
дифференцируя, находинъ . 
ау 
2 — 9+ (у — а?) в=% {5) 
отк; 
уда 9 Шиш 
ав 


Рёшая уравненя 
23° + у’ — Зау =0, П-ч=0, 

находимъ 
Ра 


У: 1“ 9072 = 0; 
оставляя въ сторонф рёшеше х=0, у=0, при которомъ ыы принимаеть 
неопредфленный видъ, находинъ 


з р 
2=аУ?, у=аУ4. 


й . 21 : 
Дия опредфленя характера рёшешя, составляемъ Е по уравнешю 


(6) в находимъ 
. 4 ау ау Фу 
2—1 (» Е. «) РЕ (©) 


а з. 
для & =вУ?, у=еУ1, Е = 0, и уравнеше (с) даеть 


р Ё ВР 
2а УЗ + (а? 716 —а уЭ) г =0, 


Фу _ 2 Фу 
ат = а; ПРИ @>0, др < 0. 


з_ 
Олудовательно, у = «У1 есть шахНаит. 


* 8 14. Прообразоваше Фориуль днфоеренщаяьнаго нечиелещя при 
заифнв одннхь нережфиныхь другиии *, 
1. Положимъ, что у есть ифкоторая функщя оть х, а у’, у’, у" и 
т. д. — послдовательныя произведныя оть у, взятыя но 7. Положимъ 
далфе, что х есть нфкоторая функд!я оть новой перемфвной #, тогда и у 
можно разсматривать какъ функцию оть & требуется найти выражещя 
функшй у’, у", у" ит. д. черезъ произнодныя оть # и у, взятые по &, 
или черазь дифференщалы различныхъ порядковъ оть хи у, взатыя въ 
томъ предположен, что за независимую неремфнную принимается не х, 
8 какая-нибудь другая перембнная &, связанная съ 2 даннымъ уравненемъ. 
Чтобы найти искомыя выражена, замфчаемъ, что формулы 
Чу = у 4%, ду = у’ ат, ду" = у" ах, пт. д. (4) 


п 
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будуть имфть мВсто всегда, будеть ли 2 перемфнная независимая или 
функция оть нфкоторой другой независимой перемфнной, по теорем$ о 
дифференщалв фунвщи оть фунеци. 

Когда х есть перемфнная независимая, то 42 разсматривается какъ 
количество постоянное, при состввлени дифференшаловъ высшихъ по- 
рядковъ; если же х= (4), гдВ Е перемфнная независимая, то 42=ч' (4) 
есть величина перемфнная, & & разематривается какъ постоянная при 
изыфнени #. 

Принимая это во внимаше, замфчаемъ, что изъ формулы 


ду = у’ 4 
слБдуеть ,_ Чу . 6 
Уф 


Прилагая къ этому выражено правило дифференцироватя дроби, на- 
ходинъ 
_ Фу —дуфт 


ау =-——= ат , 
8 имя = а, 
получимь отсюда 2 
42 Ру — 4уфт 
РЕЯ. в 
Прилагая снова правило дифференцированши дроби, находинъ 
и — 4х {4х Фу — ау 4%) — Зал”, 95 (ат Фу — ду4? т) 
Ч = "т ` 
в иыфя 
д" = уиат, 
получимъ 
„ _ 4% (5 49 — ду @?т) — 34% (аз Фу — ду ат) 
у " = .® 


Такинъ же путемъ можно найти выраженя у”, У’ ит. д. 

Не мышаеть замфтить, что въ формулахь (1), (2), (3) и т. д. знаме- 
натели в всЬ члены чиелителей будуть одного и того же измфревя отно- 
сительно дифференыала независимаго перемфннаго 4, а именно; 1-ГО 
въ формуль (1), 3-го — во (2), 5-го —въ (3) и т. д. Раздфливъ числи- 
теля и знаменателя въ этихъ формулахъ соотвфтетвенно на 4 4, 4 


и т. д, получинь выражешя фунвщи у’, У’, у",.... въ производиыхъ 
оть хи у, взятыхъ по &, а именно 
Чу 42 44 _ ау Рт 
& „т а 
Уи и 


(= - итд (В) 


# Г 
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Изъ общихь формуль (1), (2), (3) и т. д. принявь х за независи- 
мую перемфнную, т.е. полагая 4% = постоянному, @х =0, (35 ==0,.... 
получимъ извфстныя уже выражешя 


Не должно упускать изъ виду, что количества Фу, у, .... ВЪ этихь 
послёднихь формулахь обозначають послФдовательные дифференщалы 
оть у, взатые въ томъ предположени, что 42 = постоянному. и не 6у- 
дуть равны соотвфтетвенно количествамь у, 4у,.... въ формулахь (1), 
{2), (3), ...., въ которыхъ за постоянное принимается &. 

Изъ предыдущаго мы видимъ, что первая производная отъ у, взятая 
по 2, всегда выражается черезъ дифференщалы оть х и у формулою Е › 
а вторая и высшя производныя выражаются различно, смотра по вы- 
бору независимой перемфнной. Такъ что, если дано какое нибудь выра- 
кеше, въ составь котораго входять функщи 
Ч Фу 4 


— еее 


92’ 17’ 
пгображаюнщия различныя производныя оть у по 2, когда 2 принимается 
за перемфнную независимую, и хотимъ преобразовать это выражен!е такъ, 
что бы затБыъ можно было выбрать независимую перемфнную по про- 


@ : 
изволу, то надо выфето = подставить выражен! 


42 Фу — ду Фа 
— 0 


4 
ето 9 а 
ВМЪСТо аз — выражене 
5 (9: Фу — Чу а") — зат (Че фу — ду 1) 
- — т ——=—- — ит. д., 
въ которыхьъ независимая перемфнная еще ме назначена. 

Еели хотимъ выбрать у за перемфнную независимую и выразить 
производныя: оть у, взятыя по 2, черезъ производныя отъ 2, взятыя по у, 
70 въ общихь формулахь надо разсматривать 4у какъ постоянное и по- 
ложить Фу = 0, Фу =0, .... 

Тогда и найдемъ 


у" Ч (=) ; 


[фе } 
Чуйх (вл) 
У та = тд; 
(ы 
Че 0 = {.(@) 
{— боба -- 3 и’ у | 
°} 


— 166 — 


Сдьлаемь повфрку этихь формуль на часткомъ примЪр$; пусть 
у= 1", 
тогда у, =, у" = 0, 
съ другой стороны _ 
2 =Уу, 


Е, Л 
ФВ 9 о в 
Слёловательно, вычисляя у’, у", у", .... по формуламъ (С), полу- 


чаемъ 


ЗУ = 2, 


иакъ и было найдено непосредственно. 

Покажемъ тенерь приложешя общихъ формулъ, 

2. Положинъ, что 

. ау Фу 
УЕ У, 9... фе. - 2) 

есть нфкоторое выражеше извЪетнаго вида оть 2, у, у’, у’,...., ВУ 
есть нфкоторая неизвестная функцуя оть 2, а у, у",.... или Е хай, -°° 
обозначають послфдовательныя производныя оть у, ввятыя по 2. Тре- 
буется найти то выражеше, въ которое обратится Г, когда положимъ 
$ —$ (1), гкЁ Ф (0 данная функшя оть $ и будемъ разсматривать у 
хакъ функцно оть $, иными словами, требуется преобразовать выражеше 
Т, выразивъ его въ новой перемфнной # и производныхь оть у, вая- 
тыхь 00 #. . 


С: 
Для этого, очевидио, надо подставить выфсто у’ у",....; или я, 
3=:...` ИХЪ выражешя по формулам (В) въ выражене 


ея У...) 
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‚ 42 9 ; 
а вм5сто 1, д, дя,.... ИХ выраженя, получаемыя дифференцирова- 
щемъ даннаго уравнешя 2 = $ (1). Результать подстановки и будеть 
преобразованное выражене Т. 


Примтрь. 
Преобразовать уравнене 
И — 17) у —зичу=0, (а) 
полагая $ = 0088. 
ву 41 бу Чу Ф% 
/ Ш ие Ша 
По фориуланъ =, у = - о: 
р ( 
иифя 
@% _, . а 
& ть де 08 1—т зи, 
находимъ 
1. ау 
Г 9 
Ут 
4 [4 
, — ЗЕ а - 608$ # 
У- — зи ° 
Подетавляя въ данное уравнеше, найдемь 
4 
Ч +96. в 


Итакъ, если у, разсматриваемое какъ функщя оть 2, удовлетворяеть 
уравиенцо (а). которое можио писать и въ вид 
Фу 4 
3) —= — 
И — 2) яя щну=5, 
то у, разсматриваемое какъ фунешя отЪ #, гдВ 2 — 608}. удовлетворить 


уравненио (8), и обратно. 
Позпрка. Уравненио (8) очевидно удовлетворяеть у = 03 {, потому что 


а # 
Я эё Че = — 68 
откуда 
. Фу 
Де = — 608+ 081 — 6. 


Сльдовательно. уравнению (а) должна удовлетворять функщя 


У = 608 (976 6084) = 2, 
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потому что изъ уравнешя 2 — 03 слфдуеть 
# — @#6 08 2, 


и дЕйствительно: ==, 
сльдовательно 


Иру фу чу в+#=0. 


Легко убъдиться, что уравнение (8) удовлетворяеть также у — 5%, 
8 слёдовательно уравнешю (и) должна удовлетворять функщя 


У = 80 (гс 0082) =У1— 2. 
3. Положимъ, что дано нЪкоторое выражене 


Т=Е(т, чу, У, 9",....) 


и требуется его вычислить, когда не дано выражеше у черезь 2, а даны 
выражетя у и 2 въ фунюшяхь оть одиой перемфниой независимой # 
#=90), у=% (9. (0 

Выфсто того, чтобы исключешемъ # изъ уравневй (1) искать выра- 
жеше у какъ фуньши оть 2 и составлять затбмъ производныя у, У" 
ит. д, во многихъ случаяхь удобно, а вь тЪхь случаяхь, когда упомя- 
нутаго исключеня не унфемъ произвести, и необходимо —выразить у’, у’ 
и т. д. черезь дифференщалы отъ у и х по формуламь и°1 и, найдя 
затБыъ эти дифференщалы изъ уравненй 

#=30, у=\ (9, 
полученныя значен!я для х, у, У’, у',.... подставить въ выражеше У, 
которое такимъ образом и выразится какъ фуньшя отъ {. 

Вифсто того, чтобы пользоваться общими выражешями для у’, У’, 
у", приведенными въ я”1, можно, конечно, послфдовательно выражать 
въ фуньшяхь отъ {$ сперва у’ по формулф у’ = Е . затёмъ, найдя у. 
выразить у” по формул у" = “у, затёиь у” по формул у" = Е 
итд. 


Примпры. з 
их 
. ® Вычислить т= Ч га ) з 
имя 1 — 8508}, у= ат. 
Подставляя ” 
№ ру вх 
ат а 
получимъ , 
а 
т_ (4? + ду)? . 


ахфу — дух * 
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4х = —д5%14. ду = асоз ЕЕ 
Ф 5 = — 00384; Фу=— ат ай; 
подставляя и сокращая, находинъ 
7= 
№) Вычислить то же выражеше 
и 3 
(+92) 
т и 
имфя &—а (1 —зт®, у=а(1— 0088; 
Я =а(1 — 0038) @. ду — азт Е, 
4у _ 3: 
У — 12 — Шов 
28 е 605 ы 
5. ъ 
2 2 
или у - 609 1. ау и 
ри и? {| ^ 
2 25 [5 
а 1 1 
"т =— — 
га . 1 _ { 
2а 5? (5) {1 — с08#) 4аат^ (5) 
Слфдовательно 


з 
У = —4а5и* (3) 1 ежу (5] = дав. 
2; 2 2 


4. Разсмотримъ еще слёдующий вопросъ. 
Дано нфкоторое выражеше 


У =, у, 9, У'..... ). 


Введемъ выфсто старыхь перемфнныхь 2 и у дв новыя и и, свя- 
занныя ‹0 старыки данными уравненями 
#Еф (м, *), у= Ч (, 5). (1) 
Тавъ какъ у есть ифкоторая функщя оть 2, то, очевидно, между 
цих будеть существовать зависимость. Разсматривая одну изъ новыхъ 
перемфнныхь, напримфръ © какъ независимую, & + кавъ фунещю огъ э, 
преобразуемъ данное выражеше У, выразивь г и У Черезъ ии, 
и производныя оть у. взятыя по х, черезъ производных оть и, взятыя 
по $. 
Для этого, очевидно, надо подставить выфсто У’ 9’,.... ихъ ныра- 
женя черезь дифференщалы отъ д и у, взятые по какой угодно пере- 
иной независимой, т. е. общфя выражешя я’1, а затбыъ найти всё 
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эти дифференшалы изъ даниыхь уравневй (1), принимая при этомъ ® 
за постоянное, Тогда всё фупвши у’, У"..... и выразятся черезь про- 
иИЗВОЛНЫЯ ОТЬ @, ВЗЯТЫЯ ПО 1. 

Иримтрь. Преобразовать выраженще 


полагая . 
т=и008%, у==и5т о, 
и принимая © за перемфнную независимую. 
Подобно тому какъ въ предыдущемъ ю° сперва находимь, 


: 
_ ме, 
- аыву Чуб 


Затфмъ инфемъ 

41 = 608 ди — иное, 

Чу = то и + и 0050, 

т = 6030 Ри — 2 т оао4и — исозо ай, 

Фу = зто фи -- 2 605 о дофи — изо 7, 

или, обозначая черезъ и’и и” первую и вторую производную от % по ®, 

4х — (и! 608 © — из 5) 4%, 
Чу = (мате + и с03 0} @, 
Фр == (и 608% — Эту. и — и 605%} в”, 
Фу = (и' зто -- 26050 — изто) 9. 


Подставляя въ выражеше Ё и сокрацая, найдемъ 


5. Измиюнене перемпнныхь в5 выражеещяль, зависящих отз насколу- 
вить независимых перемъиныхь, функции отв нить и частныте ея про- 


изводныхе различныхе зорядковз. (^1 
Положинъ, что дано мёкоторое выражеше 
Цен й, 94 м) 
др ду’ бя, беду д -—--]› 
вЪ которомъ 2 есть ифкоторая неизвфстная функщя оть двухъ перемён- 
ныхь незавнеимыхь 2 и у. Положимь, что желаемъ ввести двф новыя 


перемфнныя независимыя м к 2, связанныя съ прежними перемённымй 
я, у иг данными уравнешями, и разсматривать д. какъ функцию оть 
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ци т; требубтся выразить частныя производныя оЪь 2 по х иу черезь 
частныя производныя оть 2, взятыя по ши о. Положимь сперва, что 
зависимость между старыми и новыми перемфнными дана въ видЪ урав- 
ненй, рышенныхь относительно ниф и не заключающихь въ себЪ функ- 
ШИ &, ТАЕЪ что 

и — ф, (@, у) 


2 — $ (1.5) 


ТВ ф, $. фунюши извфотнаго вада отъ 2 и у. 

Представим себЪ, что знаемь выражене 2 черезь хиу; обозначимъ 
его черезъ д (2, у): если бы мы рышили уравнешя (1} относительно 5 иу, 
выразили бы хи у ВЪ шит и подставили въ выражене 2, то 2 (2, у} 
обратилось бы въ нфкоторую функшию оть # и ®, которую мы обозна- 
чимъ черезъ 7 (и, 5). Обратио, если подъ и и о будемъ подразумфвать вы- 
ражения (1), то 2 (#, $) обратится въ 2 (х, у). Наша цфль— выразить про- 
изводныя отъ 4 По & и по у черезь производныя оть й по # и по $. 
По вышесказанному мы будемь имбть тождественно (т. е. при всякихь 


тиу) 


[3 


2 (1,9) = 2 (и 3}, 


если подразумфвать подъ № и у ихь выражешя по формулё (1). Веремъ 
производныя по хи по у оть обфихъ частей нашего тождества и по- 


лучинъ 
02 _ 0 и 0 


05—08 д" 0 8 
9: _ 07 ди ‚ 92 
мт 
модов 9 . й , 
Здесь ор, д, э, = буть извотныя функщи оть 2 и у, опредё- 
ляемыя изъ уравнешй (1), и, слфдовательно, формулы (2) дадуть выра- 
женя # и з черезъ Е и #2 . Беремь еще разъ производныя по 2 и по у 


(2. 


с 9 
въ тождествахъ (2) и получимь формулы для выражейя 55, „., 
р толу у вы: 9 
Е Е 
Напримфрь 


9'2 _ д/д) ФЕ ды 9%  0:7[0#\* 9Е 29 92 9 
Ра 9 (=) пы) я 95 0’ 


9 д . 
ДВ да, = получниь изъ уразненйй (1). 
Перемфнныя 2 и у вЪ окончательныхь результатахь замфнимь ихъ 
выраженями черезь м и © опять изъ уравневй (1). 
Приморь. Дано уравнеше 
92 #8 
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тдЬ 2 веизвфотная функщя оть х и 9. Требуется взять за независимыя 
перемённыя “количества у+ ах пу— 2. Здфсь новыя перемфнныя ииу 


связаны со старыми уравненями 
и у ах, о=у— в. (4) 
Обозначая опять черезъ 2 (2, у) и Я (и, ®) выраженя функши 2 въ 
старых и новыхь перемфнныхь, будемъ имфть формулы (2). 


Но изь уравневй (4) имфемъ 


9 д в, 
95° 8 у о 
слфдовательно 
92 _ 92 _ 948 
дабы’ 
44 _ 92 92 
у 5 9% 
Далфе 
9 9:2 9% 97 9 92 ди 9'7 9 


др бя др бд о бы о м, 


т. е. 
229 2 ИЯ рб 
Тот М и ди" 
Такъ же 
Фа 02 в, 02 90, 9'Ё ди 08 
ду д д д ди и 9 
т. е. 
92 78 ФЕ , 9: 
у Ве ОМ 
Слёдовательно 
299 а Е 
бт и 
и наше уравнеше принимаеть видь 
ФЕ 
би — 6. 


Еслибы уравнешя, связывающуя новыя перемфнныя со старыми, и 
не были рнюны относительно № и +, & заданы въ видь 


фу, =о фин =, 
то и тогла выкладка дЬлается какъ было показано; только для опред®- 
0% № 
лешя $; ду ИТ. д. надо было бы примфнить правило дифференциро- 
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ваня неявныхъ функций. Такъ паприивръ, ше и,” опредфлятся изъ урав- 


Е 


нен:й 
9 № | 
др — ды д" 0 р 
9, д и д 
де Ки Г т = 


Зависимости ‘между старыми и новыми перемфнными могуть быть даны 
въ видф уравненш, въ составь которыхъ входить и неизвъетная функщя. 
Положимъ. что 
= Жи 2); У =, (6 9, 2). 

Тогда при составлени ` 
д фи 9 
д’ дд’ ду’ бу’ °. 
надо помнить, что # есть функщя оть х в и, такъ что 


ди _ д. 05, 08 
д бр д ТА 


Въ остальномъ выкладка ведется такъ же, и уравневя (2) опать по- 
служатъ для выраженя 


02 04 92 92 
9х’ ди’ ди’ 4%’ 
Примиры. з) Преобразовать уравнене 
92 2 
“+ 5 ри =ь 


принявъ за независимыя перемнныя хи у— 52. 
Здъеь ид. = у— 64, [0 
ау = (и, 3) 


тождественно приз из, опредфляемыхь уравненями (1). Дифференцируя 

это тождество, находимъ 
9 _ 92 9% - 92 %& 
0 в 0% 
02 __ 02 94 9 ® 
мб" 9 

Изь уравнений (Т), находимъ 

ди 9 % 92. 


вв 9 6 в Вод: 


ш 


ре 


#з 
з 


— 114 — 
Подставляя во (П). находимь 


92 _ 0 ‚98 ( 9 } 


оо — 
9 9 % р. 
а 
(1 и 
и и\ 9! 


Умножая первое уревневе (ШП) на а, второе на 5, складывая и 
пользуяеь деннымь уравнешемъ, находимъ 


Это и есть преобразованное уравнеше. 
Ъ} Преобразовать уравнеше 


принявъ за независимыя перемфнныя хи 5* +9"; 
= ту, 


9г _ 07. 92 9г _ 07 
о уф М. 


0= % _ 07 082 92. 
Ур бу У ди + 9 (229 — 299) = Уд: 


преобразованное уравнене будеть 


9% ви 9 _ 
ди =0. ии &= 0. 
©) Праобравовать уравнене 
. 92 
5 бе бу = 


Отсюда 


= 


Г ВК ЗА 
т. е. (въ силу даннаго уравнен!я) 

92 9% _ 1 
Я=#— ды М Бу. 


6. Замана вол перемьнныхь, какз зависимыть, такь и независи- 
мыхё друтими, связанными с5 прежними данными уравнещями. 
Пусть дано выражеше 


% 4% _ 98 0 ,( 4 ) 


(=. „ 92 0 92 9 ) 
12 ор бу’ двд ^^ ы 

Положимъ, что вмфсто 2, у. д вводять новыя перемфнныя м. 5, №. 
свазанныя съ 2, у, 2 данными уравнешями, и разскатривають одну изъ 
перемфнныхь и какъ функцию двухъ другихъ независимых. Требуется 

92 9 да 

выразить д; ; у, вя..-.- ВЪ Застныхь производныхь отъ №, взятыхь 
юние, о Довести сперва, что новыя перемфнныя явно выражены 
въ старыхъ т. е. 


ими а, =.) наи д [© 


тдВ $, $, @ функщи извфстнаго вида оть 2, у, 2; 2— неизвфетиаго вида 
ох иу. 

Перемённую # можно разсматривать какь функцю оть миф и какъ 
функцию оть хи у. Если въ выраженю № черезь и и 9 нодставимъ 
виЪсто и и ихь выражешя по формуламъ (1), 10 ® обратится въ 
Я (х, и, 2), и будемъ имфть тождественно (т. е. при всякихь хи 9) 


и (и, ?) = 9 (, у, 2). 


Отсюда найдемъ 
00 # _ 0 9894: 


бт ди о _ 00 09%. 
ди баб о да 4 
Но 
9 _ 
9% 9 
9%_4 4% 
9. 95 


подставляя эти выражевя, находимъ уравнеше 


т 


9 д 92 д 9: 
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* де „ды 
Отсюда и выразниъ у, черезь 5; В у, ПОТОМУ что веБ остальныя выы 
ражешя 
%, № 


И 


будуть фунющи извЪстиаго вида оть 2, у, 2, которыя можно выразить 
въ и, т, № изь уравнений (1). 


Такъ же составляется уравнеше для выражен) Е, итд Если бы 
уравнешя между старыми и новыми перемвяными были не рёиены отно- 
сительно и, 9, #, то нужно было бы опредёлять =. ®, и т.д. по нра 
виламъ для неявныхь функц. 

Примтуз. Преобразовать уравнеше 

9 - 92 +2 9 

д" деду 

приняв за независимыя перемвяныя № и 9, гдё и-—=2+у 9=2—и 
и за новую фунешю 


=1, 


и = — 2. {2) 


Пифференцируя (2) сперва по 2, потомъ по у, находимъ (вомбчая, зо 


25 
да = № ЕЯ, м-= =) 
9% ди %& 
м 
90 _ ди [2 
и Ту. 
Дифференцируя еще разь по 2 и потомъь у, находимъ 
0% 90 Фи 9. 
2 деда + я = 
94 __ фи 
д дя =!— 
о 90 92 
дит 9200 м д" 
Отсюда 
9 98 › 98 92 
4 а 2 ив =1 
Олфдовательно 
9% _1 
тт 
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7. Иримиры на иреобразовине дифференциальные воцииженай. 
а) Преобразовать зыраженя 


95° гора 
А:ё = ( } — |--- 
: д: чу 
- 0" 
ду ° 
принявъ за новыя независимыя перемфнныя р и 0, связанныя со ста- 
рыми перемфиными х и у уравненями 


= 6088, уз 0. 1) 

Разематривая г какъ функцию отъ ри 6, ари 0 какъ фупкщи оть 

ди у, опредБляемыя уравпешями (1), во правилу дифференцированя 
сложной функщи, получим 


ив, ий 
% ф`фш оф > 
и _ № ф а | @) 
и яч 


Чтобы найти я, #, не рышая уравненй (1) относительно р ий, 


дифференцируемъ уравнешя (1) по 2, разематривая у какъ постоянное, 
и находимъ 


2 са 0 
1= 6086 др 08т 9 р 
% в) 
0 —= 516 др 26088 9 
. № 9 
Рьшая эти уравненя относительно су, дж, НАХОДИМЪ 
ф 
7 == 6088 
05 
С 
9 1 ® 
в 


9 р : 
Чтобы найти я у, дифференцируемь уравневя (1) по у, раз- 
сматривая х какъ постояпное, и получимъ 


Щ— свв №. —_ зв -%. 
0 — 2088 д — 20, 


к , 65) 
тб ® + сов 
1 = ® ей Ё бу 
отсюда 8 
№ 06 #40. 6) 
у 9 р 


К. Поссе. Дифферекц,  нятеграшьн. всчвелен®. 12 
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Подставляя выравешя (4) и. (6) во (2), получимъ 


9 _ 
9 ^ ф 
Я 
у ф 


Отсюда имземъ 


(у 


в 4 зт68 

2058 — Пр р 
вх 90 

5 

9 \3 9 1 [40 

% ) = (>) ви (%) у ® 


Дифференцируемь первое уравнеше (7) по 2 и получимъ 


0 9% фо ф, 9 № 
= о д р = — 
за 6 


до еб 59 я 
[р р 0 


`В 


де де № 
[90% 22 0 


и, подставивъ выёсто в, я ихъ выражешя (4), находимъ 
0% _ до тб 40° 5% 8 с08 0 -. 2% 8 
др р р др 98 
3082050 Фи 5 Фо 8) 
п ИК. ` 


3 


Ел 


> д ИЪ выражеея (6), находимь 


Дифференцируя второе уравнене (7) по у и подставляя вифето 


9% _ 9 60576 05 58 0050 9% _, 
ов 9 — рт 9+ 
т 0 с036 до 6090 дк 9) 
ро м ( 
Изь (8) и (9) слёдуеть 
99 д _ 0% 1 9% до 
ду = = Е 
= р + ду др? — р г = Е % (п 
Ь) Преобразоваль выражешя 
бе 0% (дя 
аи = (1) (м) = () 
А д д, 9% 
т бт д дя, 
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принявъ за новыя независимыя перемфнныя р. иф, связанныя со ста- 
рыми т, у, 2 уравнешями 

2 = 0 008%; у = р 05%; д — ре0з8. (1) 
Полагая х = р 3% 6, будомь имфть 
$ —176087, уу. {2) 


Предложенное преобразовайв можно получить, сдфлавъ послёдова- 
тельно два преобразованя: сперва оть перемнныхь <, у, 2 перейдемъ 
кь перемфннымь г, ®, 2, пользуясь формулами (2), а затьмъ оть пере- 
ивнныхь г, ф. 2 въ перемённымь р, ф и 6. пользулеь формулами 


2 =р 0080, г == рэ 0. (3) 


Въ обоихъ случаяхъ одна изъ трехъ перемённыхь остается безъ изму- 
нешя, и можно прямо примфнить преобразовашя (Ри (И) предыдущего 
вопроса. 

Дблая преобразоваше (2), получимъ по формул (1), замёнивъ бувы 
фи 6 буквами ги $, 


=) = 9 \* (* 9 + 1 [4% \? 
(&) = (=) (5) (Я) 
и слБдовательно 


ди 95\3 де \2 90 91 (% 2 
(>: + (=) 9} + (+2 %} * 
а дБлая преобразоваше (3), по формул (Г), замнивъ буквы х, и бук- 
вами 2 и х, находимъ 


(9-92 


слдовательно, окончательно 


прил 


Точно такъ же, дфлая преобразование (2) по формулё (НИ), находимъ 


|. р, й й % 
9% 95 0 1 001 


дя Кд о ити, 
«лЬдовательно 
| др до 9 9100 1. 
В И ТО 
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а дьлал преобразоване (3) по той же формулб (П), имфемъ 
д д _ 09 10% 1% 


д Ки ра 
откуда 
А 90 10 1 95 + 1 9% 1% ® 

ро рб рр раб д ° 
Остается только Е выразить въ производныхь оть © по Новызь пе- 
ремфннымь; для этого замёчаемъ, что когда беремъ производную брт 
® разсматриваетея какь функщя оть у, ф, 2, и ф и 2—какъ постоянных, 
чтобы выразить эту функию въ новыхъ перемфнныхь ри 6, надо пре- 
нять во внимате уравнеша (3) 


2=р0086, г = рб [< 
и вычислить ® по формул 

Я №, и 9 ® 

9 фт. 


я . . 
а производныя т, д; найти дифференцированемь уравненй (3) шо *, 
считви при этомъ 2 за постоянное, что и даеть 


ов 98 
О-о № ри. 
те № ров ®, 
откуда » | с 
3+ = 86, =, 
ь. д» в 


7 я. 
Формула (®) дасть окончательно 


9% 0% 0% 925 1 9% 1 д 
А тай НИ тив ай 


20,009 0. #) 


СОдфлаемъ повфрку формулъ (Г) и (1') на частномъ примфрЬ; пу 


ЕТ, 
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тогда 9 _ % 
25228 ду 

Фи —_ р —_ 9% __ 

д? > 9: — т = 2. 


Ар = 4 (Тур -+л); Ар. 


= 29, 


Выражая © въ новыхъ пережённыхь, получимъ 
Р-р" 6097 фай б-р зи ф зи 6+ р 608? 0 = р?. 


Сл6довательно 


9% 9% 9 
№ щ=%: м=%, 
9% 9 Фи 


т = ро Др =0 
Подставляя въ преобразованныя выражешя Али Ал по форму- 
ламъ (Г) и (1), находимъ 
Ао = 40 ини, 


диану  6. 


©) Даны уравневя 
&=з(Х, У), у=$ (ХУ) @) 

опредфляющуя хи у какъ явныя функщи оть Хи 7, иобратно ХиУ 
какъ неявныя функци оть 2 и у. Требуется выразить производныя 

ох 0х 9,0 

"бр ’ бу’ в 0 
черезъ производныя 

2 шо и 

9х’ 0т’ 9х ` 9’ 

Подразумфвая подъ Х и вь ур. (1) тБ фунющи оть фи у, ко- 
торыя этимъ уравненамъ удовлетворяють, дифференцируемъ (1) по 2 
и паходимъ 

1-9 ЖЖ 89 

9х № ЗУ 

_ № 9х, № 9 
0-х У и 


9% Е 
или, измфнивъ только обозначешя 5 яа ух ит. д. можемь написать 


1%, мт у иж. ч 9. 
9х в ТУ 5, 9х 8 ТУ 5 
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. 9х ду 
Рьшаи эти уравневя относительно 5, и у»; Получинъ 


9х _ - 
98 — . 
7 9х 

@ 
97 — —_ 
ай = ду 


ох у тэ 


Точно тавь же, при помощи дифферениировашя уравненй (1) № %; 
нашли бы 


9х. 
у Ш 
2х 97 
[Е 
Са 
ду ах 


у Ши 
0Х в 97 9х 


Сдфлаенъ провфрку формуль (2) и (3) на слёдующемъ простом 
принфрЪ: 


ФЕХчУ, УХЕ () 
9% 1 [2 й ду р и й 
9х > У ‚ вх › У 
92 9% __, 
9х `` Ущ-о 
Формулы (2) и (3) дають 
9% _1 91 9х_ 1 9 Е. 
05 9’ о 9’ 5 


Эти же производных въ данномь нримфрё можно найти, рышивъ уравяй 
зая (1) относительно Х и Г, что даеть 


откуда непосредственно и находимь написанныя выше выражена 00098 
водиыхь Хи 7 юхишо у. 
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Не будеть, можеть быть, излищнимь замфтить, что въ разсматривае- 
момъ здЁсь случа равенство 


4% 1 
95 05 
ох 


ГЛАВА У 


Геометричеен1я приложеня дифференщаль- 
наго иечиелен!я. 


$1. Аналитическое изображеше линй и новерхностей. 

1. Илоощя лищи. Плоскую линию можно опредфлять какь общее 
мфето точекъ, координаты которыхь 2, у удовлетворяють нёкоторому 
уравненно 

Рау =о ‘ @ 


или какъ общее мфсто точекъ, координаты которыхъ задаются въ видё 
фунещй оть одного независимаго поремфинаго &, 
в=3 0, у=Ф0. [2 

Еели уравнене (1) и уравнешя (2) изображають одну и ту же кри- 
вую, то уравнеше (1) получится черезъ исключене { изъ уравнени (2), 
и значешн х и у, вычисленныя по формуламъ (2), удовлетворять урав- 
неню (1) при произвольномь значеши $. 

Независимое перемфнное $ въ формулахь (2) часто называють пере- 
ифннымь дараметромь, и изображене лини формулами (2) параметри- 
ческимь изображетень линш. Одна и та же лия, опредфляемая дан- 
нымъ уравнешемь 2’ (5, у) = 0, допускаеть безчисленное множество пара- 
метрическихь изображен, потому что выраженю одной изъ координать, 
напр. 2, черезъ $ можно выбрать по произволу, а выражеше другой най- 
дется тогда рЬшенюмъ уравноня (1) относительно у, 

Если за независимое неремфнное принять одну изъ координатъ, напр. 
положить # = у=Ф (И, то параметрическое изображеше сведется 
КЪ раземотрьнйю ординаты у какь функщи оть 2, опредфляемой даннымъ 
уравнешемъ 

Ежи =о. 

Изсльдоваше свойствь лишй при помощи ихъ параметрическаго изо- 
бражешн во многихъ случаяхь удобнфе изслёдовавя, основаннаго на раз- 
емотрьши уравнени, связывающего координаты точекъ изучаемой линйи, 
Нотому что весьма часто выражешя координать въ видь функойй оть 
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одного перемфннаго # очень просты, а уравнене, получаемое исключе- 
ннемъ # изъ этихь выражензй, представляется въ весьма сложной фориБ. 

Замьчаще. Положеше точки на плоскости можеть быть опредфляемо 
не только ея Декартовыми, но и какими-нибудь другими двумя ея ко- 
ординатами, напримфрь, полярными. Сказанное выше объ изображеши 
линш примфнимо къ координатамь какого угодио рода. Въ дальнфйшемь 
нзложенли, буквы гиу, если не сдфлано будеть оговорки, всегда обозна- 
чають Декартовы координаты. Функщи  (#} и $ (6) будемъ предполагать 
одиозначными и непрерывными. 

Примпры. 1) Уравневя 

х=а+а учи 


изображають прямую лин!о, потому что, исключая { изъ этихъ уравне- 
н. находимъ 


#—а _у—8 


а В 
извфстное уразнеше праной, про- 
ходящей черезъ точку (а, 5) иоб- 
разующей съ осями (прамоуголь- 
ными) координать углы, косинусы 
которыхъ пропорщональны числам 
аи В. 
2) Уравнешя 


2 =азё у= 2 6086 


Чери. 10. изображають окружность круй 
радуса а съ центромъ въ началь 
координать, потому что, исключая $, получикь 


ни =а. 
3) Уравнешя 
д =азть у=созё (черт. 19). 


изображають эллинсх, такъ какъ исключая #, получимъ уравнеше 
2 2 
ты = 1. 

Изыфняя # оть 0 до 2= получимъ веЪ точки эллипса. Геометрическое 
значеше перемфннаго # легко указать. Полагая а > $, построимъ на 6015- 
нюй оси эллипса АА, -= 24, какь на шаметрь, окружность круга; про- 
должимъ ординату РМ точки М на эллилсБ до пересфчевя съ этою 
окружностью въ точьБ М и, соединивь № съ О, получииъ уголь МОВ: 

Легко видфть, что этоть уголь, выраженный въ частяхь радууса, № 
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будеть изображать параметрь # въ самомъ дЪлЪ, изъ треугольника МОР 
получимь 


4 = ОР — ОМ 69 МОЛ = ата. 


У МР УР. 


Изифнля # оть 0 до 2т, мы заставимь Точку М описать весь эллицеь 
въ направлени ВАВ, А,В. 

4) Циклонда. Обыкновенною циклондою, или просто циклоидою, на- 
зывается кривая лин!я, описываемая замфченной точкой окружности круга, 
казпяиииося безх скольженя по данной прамой. Кривая, описываемая 
точкою неподвижно связанною съ кругомъ, но лежащею не на окруж- 
ности его, & внутри или внф ея, называется въ первомь случа удли- 


Черт. 20. 


ченною, & во второмъ-—укороченною циклоидою. Разсмотримь обыкновен- 
ную циклоиду. Изъ кинемалическаго ея опредфлешя, даннаго выше, очень 
просто получить параметрическое изображене этой кривой. 

Примемъ за ось абсциесь прямую. по которой катится кругь; радусъ 
его обозначимъ черезь а. Возьмемъ какое-нибудь положеше каташагося 
круга, и пусть М (черт, 20) замфченная на его окружности точка, опи- 
сывающая диклоиду, а Е точка касашя этого круга съ Ох. Пусть О 6у- 
деть та точка на оси 2-овъ, въ которую пришла бы точка М, когда 
вругь, катлсь справо налфво, въ первый разъ коснулся бы прямой От 
въ замфченной на его окружности точкф М. Такъ какъ, по условно, кругъ 
хатится без скользженя, то отрфзокъ прамой ОЕ будеть равенъ длин 
дуги круга ЕМ. Принимая точку О за начало координать, прямую Оу. 
перпендикулярную къ Ох, за ось ординатъ и обозначая перемфнный 
отрьзокъ О Е черезъ аЁ, (такъ что # будеть изображать отношеше длины ОЕ 
или — МЕ къ радёусу круга а). найдем выраженя координать (2, у) 
черезъ #, при помощи условя ° 


ОЕ = ЕМ=\%, 


дающаго геометрическое опредфлеше пиклоиды- 
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Проведя РМ перпендикулярно къ Ох и 00 параллельно 0 и за- 
мфчая, что 
— ЕМ _ 


& МОЕ = а 


ваходимь 
х=0ОР=0Е—РЕ= ОЕ 90=\ — ас0з Мбо=а (1—0, 


у=МР= М9-+-09Р= Мо+-бЕ в +а=а(1 — с08%). 


Итакъ, для любой точки М на цивлоидё находимъ 


х=а( — тд]. 9 
у =@ (1 — 80} м 


[Хотя пре выводВ этихь формуль мы пользовались чертежомъ, на 
воторомь дуга ЕМ меньше полуокружности, т. е. { <», но легко убф- 
диться, что формулы эти справедливы и при { > т]. Опредфляя теперь 
циклойду какъ общее мЪсто точекъ, координаты которыхь выражаются 
формулами (4), а параметрь { проходить всф значешя оть 0 до -+ оо 
к отЪ 0 до (— 09), изслфдуемъ съ помощью этихъ формуль форму кривой. 

При возрасташи { оть 0 до п, х возрастаеть оть О до ат, а у оть 
0 до 2а. Значеню #— п соотвЁтетвуеть такъ называемая вершина ци- 
клоиды, точка В, абецисеа которой ОК — ат == полуокружности катя- 
щагося круга, & ордизата ВК = 2а = его маметру. 

При возрастани $ отъ л до 2, 2 возрастаеть оть ат до Зах, зу 
убываеть оть За до 0; при == Эт, точка М приходить въ точку Ё на 
оси 2-овъ, для которой О.Ё =- Зах == длин окружности катящагося круга; 
въ эту точку Г придеть точка М послф полнаго оборота круга. При 
изыфнени # оть 2= до4т, у, какь перодическая функшя оть Ё, прохо- 
дить тв же значеня, кая она имёла при измфнени & оть 0 до 2х, 
& < постоянно возрастаеть оть Зах до 4ат. Замфчан еще, что перемфна # 
на (—1) не мёняеть значешя у и переводить 2 въ (—х), мы изъ всего 
предыдущаго заключаемъ, что циклоида состоить изъ безчисленнаго мно-, 
жества частей, равныхь начерченной нами ОВГ, 

Исключая { изъ уравненй (4), можно получить уравнеше циклоиды 
въ обыкновенномъ видЪ, а именно 


& 
х — в аб 608 — 


уу. (в) 


Понятио, что изслЬдоваше свойствъ циклоиды гораздо удобифе основать 
на изображени ея уравнешями (4), чЁыъ ва разсмотрьши сложнаго 
уравневи (В). дающего для х выражен! въ видЬ многозначной функ- 
ти оть у. 

2, Дины 85 пространствь. Всякую линно въ пространствЪ, плоскую 
или не плоскую, можно разсматривать какъ общее мфето точекъ, Декар- 
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товы координаты которой х, у, 2 заданы какъ фунеци оть одного не- 
зависимаго перемфннаго (параметра) &, 

#=5(,; у-=90). 2=х0). {1) 
Функщи $, $, { мы будем предполагать однозначными и непрерывным, 
каждому эначенио # будеть соотвфтствовать опредфленная система значе- 
ый г, 9,2, т, е. опредфленная точка въ пространств, н при непрерыв- 
номъ измфнеши # отъ &, до Т, точка (2, у, 2) будеть описывать непре- 
рывную дугу лини, опредфляемой уравнениями (1}, лежащую между тЪми 
точками, которыя соотвфтствують частнымь значешямь #==#, #=Т. Если 
исключить # изъ перваго и второго, а затвмь изъ второго и третьяго 
уравнен1я системы (Т), то получимъ систему двухь уравнешый вида 


Га.) =0, Е =0, (2) 


ЕОТОрой, очевидно, удовлетворяють координаты любой точки на данной 
лиши. Геометрическое значене каждаго изъ уравнешй системы (2) легко 
ВиДФтЬ. 

Уравнеше { (м, у) = 0 въ плоскости (2) изображаеть нфкоторую 
плоскую кривую, а въ пространств — цилиндрическую поверхность съ обра- 
зующими параллельными оси 2-овъ и пересфкающую плоскость (ху) по 
этой кривой. Въ самомъ ДЕЛЬ, координаты (2, у) точки М, лежащей гдф 
угодно на такой цилиндрической поверхности, будуть равны воордина- 
тамъ (т, у) точки т. проекщи М на плоскость (2), лежащей на лини 
пересфченя новерхности съ плоскостью (2). и будуть поэтому удовле- 
творять уравнешю { (2, у) = 0, въ которое не входить координата 2, 
остающаяся произвольною. Эта цилиндрическая поверхность проходить 
черезъ данную лин (1). потому что ея уравпенно удовлетворяють коор- 
динаты любой точен этой лини. Слбдовательно уравнеше {(х, и) =0 
изображзеть поверхность цилиндра, проектирующаго данную лин на 
плоскость (25). Точно такъ же убфдимся, что уравнеше 

Е =0 
изображаеть цилиндрическую поверхность, проектирующую данную линию 
на плоскость иг. Данная линя опредёляется какъ пересфчене этихъ 
поверхностей. у 

Такимь образомъ, имя параметрическое изображеше лиши въ про- 
странствЪ, т. е. уравневя (1), можно получить уравненя цилиндриче- 
скихь поверхностей, проектирующихь эту линфо на любыя дв изъ во- 
ординатныхь плоскостей, исключивь $ изъ двухь паръ уравнений (1). 

Приморы. 1) Уравнешя 

х=а-+я, УЕ течи 


изображають лрямую линйо, уравнешя которой въ обыкновенномь видё 
будуть да у бас 


а в т 
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2) Винтовая лия (черт. 21). Представимъ себ прямой круговой 
цилиндрь неопредфленной длины. Черезь точку А какой-нибудь изъ его 
производящихь проведемъ плоскость прямого ефченя. Сфчене это будеть 
окружность круга, радусь которзго обозначимъ черезь а; отложимь по 
производящей, начиная оть точки 4, отрЬзки АА,,... АА’,... дан- 
ной длины № и черезь каждую точку дфлевя проведемъ плоскости иря- 
мыхъ сёченй цилиндра. Разсмотримъ въ то же время развертки на пло- 
скости различныхь частей дилиндра, заключающихея между двумя смеж- 
ными сфчешяни. Эти развертки будуть прямоугольники съ основашями 


Черт. 21. 
АВ, А.В... равными ат, т. в. длииф окружности прамого сфченйя, 
и высотой й. Проведемь щагонали АВ, А,В,,... этихь прямоугольни- 


ховъ и предстанимь себф, что плоскость ихъ навертывается на поверх- 
ность цилиндра такъ, чтобы основашя прямоугольниковъ навертываиись 
по окружностямь прямыхь сфченй; дагонали прямоугольниковь будуть 
при этомъ навертываться по нфкоторой кривой лини на поверхности ди- 
линдра, которая и называется в#н0вою лишею. Лин1я эта состоить изъ 
безчисленнаго множества равныхь между собою оборотовъ, каждый изъ 
которыхь, при развертыван т цилиндра на плоскость, развертывается въ 
прямую лянно. Чтобы найти аналитическое изображен!е винтовой лини, 
примемь плоскость прамого сфчешя А за плоскость (у), центръ этого 
сфчешя за вачаио координать, ось Ох расположимь параллельно произ- 
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водаящимь цилиндра. 0.— по радусу ОА, и Оу перпепдикуларно Ох. 
Возьмемъ какую-нибудь точку Л на винтовой лини. проведемь МР}! О: 
п, соединивъ проекишю точки № на плоскости 2Оу. т.е. точку Р, въ 0. 
обозпачимь черозъ { моль РО. Обозначая черезь х. у, г координаты 
точви М и замфчая, что точка Р лежить на окружности круга радуса а. 
будемъ иуБть 


азвь 2= МР. 


Отложивъ по прямой АВ длину Ар, равную дявпф — АР=а и 
проведя р порпендикулярно къ Ар до встрфчи съ Магопалью АВ,, 6у- 
демъ имБть 


и = а608Ё у 


рт = РМ = 2. 
Изъ треугольника 4В,В имфемъ 


т. е. 


ОТКУДА 2 = 


Итакъ, для коордипать точки 2 имфемъ 


«= у=жазтьЬ # .. (3) 

Эти уравнешя и дають параметрическое изображен!е винтовой лини. 
Если въ этихъ формулахь будемъ пзыфнять # оть 0 до Эт, то точка М 
опишеть часть АСА, винтовой лини между сфченяыи А и Л, Зам- 
чая, что при изифпеви {на #-+ 25 въ формулахь (3), фи у совеВыъ 
не уБняются, а г изыБнится въ 2 + й, что соотвЫтствуеть переходу 
токи М въ точку ДР,, лежащую па той же образующей и на слдую- 
щемъ оборотБ винтовой лин. мы заключаемъ, что при измБнени # отъ 
2= до 4т, точка (2, у, 2), опредфляемая формулами (3), опишеть слё- 
дующий обороть 4,С,А, винтовой лини. Такимъ же образомъ убфдимса, 
что форыулы (3) дадуть всф точки оборота 4С'А’, если будемъ изыЪ- 
нать # оть 0 до (— 2т). Слфдовательо, формулы 


х=асз& у=азть г= (3) 
изобразять любую точку на винтовой ливи, сели будемъ давать пере- 
мфиной # веевозможныя ноложительныя и отрицательныя значен!я. 
Числа а и № въ уравненши (3) будуть отличать одну винтовую лан 
оть другой. Число а опредфляеть рамусъ цилиндра. па которомъ пачер- 
чена лишая, а # опредфляеть такъ называемый #25 винта, т. е. раз- 
стояще между двума точками винтовой лини, лежащими на одлой и 
той же производящей цилиндра. Подетавляя въ первыя два уравненя 
системы (3) выражене # взатое изъ третьяго. можемъ изобразить 


виптовую линю уравпенями 


в”: 


2 В 
= 4608 —;-, у=азт 
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3) Поверхности. Поверхность можно опредёлять или какъ общее 
ыЪъсто точекъ, координаты (х, у, 2) которыхь удовиетворяють одному 
уравненяо` вида 

Рау =0, @) 
и разсматривать одиу изь координать, напр. 2, какъ фунецио оть двухь 
другихь хи у, или вакъ общее мфсто точекъ, которыхъ коордиматы 
д, у, # заданы въ вихь функй оть двухь независикыхь перемфнныхь 
ви, 


#3 (м, 7) у=ф(& 9), 2 = (м 9). (2) 


Если уравнеше (1) и уравиешя (2) изображають одну и ту же по- 
верхность, то уравнеше (1) получается черезь исключеше перемфниыхь 
ии изъ уравнений (2), и выраженя (2) удовлетворяють уравнению (1) 
при произвольныхь значеняхь в и 9, 

Нанримфрь, уравненя 


= В о0зоузти у= В утовти, 2 = В е0зн 


изображають поверхность шара радуса Ё, потому чго черезъ исключе- 
вые в и получимъ 


нии = в. 

Возможность выбирать за независимыя перемфиныя и и ф кая угодно 
величины и составляеть главное преимущество этого второго общаго 
способа. 

Всякую линию въ пространствф можно разсматривать какъ пересфче- 
Ше двухъ поверхностей и опредёлять поэтому системой двухъ уравие- 
нй вида 


Ру) =0, Фуд =0. 


$ 2 Уравнешя каезтельной къ кривой къ данной на ней точн®. Вы- 
раженя косинуеовъ угловъ кабательной съ оеяин прямоугольной снеземы. 
Нормальная илоекость. Опредфлеше касательной въ данной точкЪ къ дан- 
ной кривой, какъ предфльнаго положеня сфкущей, примфняется къ ври- 
вымъ въ пространствЪ, плоскимь и не плоскимъ; изъ этого опредфлен!я 
и выводятся уравнешая васательной. 

Цоложимъ, что дана мфкоторая кривая 


=, у=$, 2=х® м 
и на ней мкоторая точка М. 

Обозначая черезь Х, У, 2 координаты любой точки на касательной, 
а черезь 1, у, 2 координаты точки М ва кривой (точки каезня), 38- 
мЪчавиъ, что координаты этой точки изображаютея формулами (1) при 
данномъ [, а координаты точки М,, безковечно-близкой кь М на той же 
Бривой, формулами 


= М), у ф@+ 5), = М, 
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тдф А{ безконечно-малое приращеше перемфнной г. Обозначая 


Я —2= 44, у-у=АИ да А, 


напишемъ уравнея сфкущей ММ,, 


или 


7 ГА" (2) 


(,) 


Сь приближешемь ДЕ въ 0 отношешя 


А Ау А: 
АР’ АР’ ЗЕ 
стремятся къ соотвфтственнымь предёламъ 
2 ау а 
в’ № %Уу 2, 


т. е. кь производнымь оть 2, у, 2, Взятымь по $, и уравнешя предфль- 
наго положеня сфкушей, т. е. искомой касательной. будуть 


Хх 
—я (3) 
которыя можно писать также въ вид 
Хх _ Уи _ 2 . 
и ое В 8) 


такъ какъ дифференшалы 4х, Чу, 42 пропорцюнальны соотвфтственнымь 
производным. 
Напримфрь, для винтовой линш 


. ъ 
& =2460& у=аять 2 =эдь 
имфемъ 
91 =— 48%, ду=а 008 4, а = 


и уранненя касательной будуть 


Х — в 605: _ У азтЕ эк 
— азтё а 608 в 
2* 
Если обозначимь космиусы угловъ, образуемыхь касательною прямою 
съ координатными осями Ох, Оу, 02 прямоугольной системы координать, 
соотвЪтетвенно черезъ а, 8, т, то, по извъетнымъ формуламъ аналитиче- 


тдв @3 обозпачаеть дифференщаль дуги кривой. 
Двойной знакь относится къ двумь противоположнымъ направлея!ямъ 
на касательтой. Легко убфдиться, что формулы 


г в 


дають выражешя косинусовъ угловъ, образуемыхь съ положительными 
направлен!ями координатныхь осей тёмъ направлешемь МТ’ касатель- 
ной, которое идеть въ торону возрастающие дугъ. Въ самомъ ДЪЛЬ, 
вели дуга з возрастаеть выфетЪ съ координатою 2. то @х и 48 одина- 
а 
ковыхь знаковъ, и 1, >00; въ то же время &«>0, потому что уголь 
, х . ы 
(ИТ. 02) < у; вели же дуга 8 возрастаеть при убывани 2, то д, < 0, 
х 

И БЪ 10 же время уголь (МТ, 02) > 5, в потому иа< 0. 

Плоскость, проходящая черезъ данную точку (2, у, 2) на кривой и 
перпендикуляриая къ касательной прямой, называется нормальною пло- 
скостыю. 

Уравпене пормальной плоскости есть 


(х— 2 4а-(У- ув + (2—2 4:=0 6) 
(Х—за- (Уф уВ+ (2—2 1=0, 


такъ какь плоскость (5), очевидно, перпендикулярна къ прямой (2) и 
проходить черезъ точку (5, у, 2). 
Если кривая лимя задана двумя уравнешями 


или 


Рад Рыудно, ©) 
то уравнешя касательной прямой можно написать въ видф 
9 О р 
и + И-уна Е 2) =0 . 
де (1) 


9Р 0Р 
8—9 +, фу + ;@-д=0 


Вь самомъ дБлЬ, изъ уравнешй (6} имфемъ 


д. 97. 9 
др Ч ду 9; & =0 8 
0Р 9Р 9Р ® 


5 + у + = 42 =0 
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а уравнешя (2) касательной показывають, что 4т, 9у, 4? пропорщо- 
пальны числамь Х —х, У—у, Ё— д; замБняя въ уравневяхь (8) 
ах, ду, 42 этими числами, пиъ пропоршональными, мы и найдемъ урав- 
неня (7). Эти уравненя, какъ уравиешя первой степени отноеительно 
Х, У, 2, изображають прямую лин, а такъ какъ пмъ удовлетворяють 
координаты любой точки на касательной, то онЪ и изображають эту ка- 
сательную- 


# 3. Бавательная пловкость и кормальная нрямая къ данной по- 
верхности. 
Пусть №. д =0 


есть уравнене данной поверхности, и М (5, у, 2) ифкоторая точка, этой 
поверхности. Мы предположимъ, что въ этой точкф по крайней мЪрф одна 
изъ производныхь р . # : у не — 0. Проведемъ черезь эту точку по 
данной поверхности какую-нибудь кривую лишю. Эту кривую ланю 
можно разсматривать какъ пересфчене данной поверхности съ нЪкоторою 
другою поверхностью 


Ефуй о. 


Уравненйл касательной прямой, проведенной къ этой кривой въ точ- 
в М, будуть 


д д д 
9 х-я+ 5 [о та (#—д=0 
ое ов 0 


. 9Р ”, 
д К-Э - у, @-9=0 


Замфтимь, что первое изъ нихъ совершенно не зависить оть вида функ- 
щи Ре, и 2). 

Если бы мы провели черезь точку № другую кривую на данной по- 
верхности, то измфнился бы видъ функцш Р, но для касательной къ но- 
вой кривой первое уравневе системы (1) опять имфло бы МЬсто. Отсюда 
заключаемъ, что уравнеше 

хот + Иа -9=0 @ 


у 


первой степени относительно Х, У, &, изображаеть ялоскость, прохо- 
дящую черезь точку (2, у, г) и заключающую въ себ касательныя пря- 
мыя ко всфмь кривымъ, проходящимь по данной поверхности черезъ 
точку М (2, у, 2). Эта плоскость называется насдтельною плосностию 
въ данной поверхности въ точкф (2, у, 2), и уравнеше (2) есть уравне- 
Ше касательной плоскости. 

Прямая, перпендикулярная къ касательной плоскости и проходящая 
черезь точку (5, 9, 2}, называется норналью къ поверхности въ этой 
точкЪ; уравневшя нормали будуть (по усломямъ перпендикулярности пря- 

Е. Покер. _Дафферени. п иктеграль, позвелеши, 18 


мой къ плоскости) х— 2—2 


С. 
го 4 0: 


(3) 


Отсюда заключаемъ, что косипусы угловъ, образуемыхь нормалью съ ко- 
ординатными осями, пропорщопальны частпымъ производнымь { (2. У. 2) 
по х, у, 2, такъ что, обозначая косинусы этихь угловъ черевь А. , » 
и припоминая, что 

Меру =1 


найдемъ 


. [@ 


и 97 [7 
и д} * (>) = | } 
У корня квадратнаго можемъ брать знакь (-+) пли (—) соотвтственно 
двумъ противоположнымь направленямъ нормали. 


Уравненя касательной плоскости и нормали къ дапиой поверхности 

въ данной на ней точк& часто нишуть въ другомъ видф. Нусть 
оу д=0 

есть уравпене данной поверхности. 

Разематрйвая г какъ Функдию двухъ переифнныхь независимыхь 2 
и у, опредфляемую этимъ уравнещемъ, обозпачимъ частную производную 
оть г по х черезъ р, а частную производную отъ 2 по у черезъ 4. Диф- 
ферепиируя дапное уравневе. получинь 


с, Е.Е 
В+ Р= 9, + 9—0 
Г 9 
вы и. 
Ра 
Заифняя въ уравнеши касательной плоскости 


д 9 9 
Ех эт У) РАО )=0 


коэффищенты при Х —2, У —у, #—2 числами имъ пронорщюпаль- 
ными. паходимъ уравнеше касательной илоскоети въ вид 


Афа=ьХ — 2) +9 (У -- 9). 5) 
Уравнешя пормали примуть видъ 
Х—# Ту ба 
И 


ИЛИ 
Хари =0| 


У-у ' аи-д=оГ 


Ткосивусы угловъ, образуемыхь пормалью съ координатными осями, 
эпредфлятея формулами 


(6) 


р Й —1 
ня У . 
ежи Учи Уйент 


Для примфра выведемь уравнеше касательной илоскоети и уравпеше 
нормани къ эллипсоиду, уравнезе котораго дано въ видЪ 


ЗдЪеь 
97 


9 


Уравнен!е касательной плоскости будеть 


(х (и, М2 
с 


> =0 или 


Уравнешя нормали 
#(Х-—=) „И -Э Дей а 
= у 2 


Уравнеше касательной плоскости в» точить (х, у, 2) кз поверхности, 
заданной уравневями 


хе), = 8, а= р. (7) 


Положимъ, что исключая № и ? изъ уравненй (7), получаемь урав- 
яен!е поверхности въ видв 

Ежа =0. (8) 

Уравпеше касательной плоскости къ поверхности (8) будетъ, какъ 


извфетпо, 


9Е 9Р 9Е 
— 2—9 (Уфу - 9 (1—2 =0. {9) 


13* 
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Такъ какъ уравнене (8) получается черезь исключене и и ф из 
уравненй (7), то, очевидно, уравнен!е (8) обратитея въ тождество, когда 
вЪ него подставимь вмЪсто х, у, 2 ихь выраженя черезъь вио изъ урав- 
ненйй (7). Дифференцируя это тождество сперва по м, потомъ по +, 


ион ОР в ОР ЭР 


0% ди 9% ди № и= 


{10} 
0 0, РЕ, 
9% 9 %&— 
Обозначивь для краткости 
А= ду 4 ду 08 92 ‘д 92 да 
ди 0 0 0’ би 0’ 
__ 05 9% 9х ду ` 
№ ми’ ив 
изъ уравнен! {10} получимъ 
9 Е ОР 
9 _ 09 _ 98 
В. Сб’ 
вслЪдстве чего уравнеше ‘касательной плоскости приметь видъ 
АХ -+ВТ-и+5С(2—8-=0 (12) 


ть 4, В, С можемъ найти прямо изъ уравнен:й (7), не прибфгая къ 
исключено м и ® изь этихь уравненй. 


. 8. Васательная в нориель къ плоской кривой Подкаезтельная Е 
подкоржадь. 


Примфняя общйн формулы къ плоской кривой, заданной уравнениями 
=3(9, у=$(, 
находимъ уравнеше касательной 
Х-2 — 
4х ау | 
Ух — 
ЗУ 
тдЪ У = д; — Производиая оть у, взятая по 2. 
Когда кривая задана уравнешемъ 


ИЛИ 


и Ру =, 
10, замфчая, что 9% 
9% 

у —_ 8}? 


(И -& 2+ Ио. (21 


Уравнен!е касательной имфеть одинь и тоть же видь, какъ вь прямо- 
усольпьхт, тавъ и въ косоугольныхь координатахь. Въ дальнЪйшихь выво- 
дахъ, въ которыхъ играеть роль услове перпендикулярпости двухъ пря- 
мыЫХЪ, МЫ будемь всегда предполагать координаты прямоугольными. 

Нормелью въ данной точкЪ къ данной плоской кривой называется 
прямая, проходящая черезь данную точку въ плоскости данной кривой 
и перпендикулярпая къ касательной. Обозначая через (2, у) координаты 
данной точки па кривой, а черезъ (Х, У) координаты точки па нормали, 
получимь уравнеше нормали въ видь 


Хунну (У-фу=0 | 
или (Хэ е-+(У-уч=о.] 


такъ кавъ это уравпеве изображаеть прямую, проходящую черезь точку 
(2, у) и перпендикулярную въ пря- 
мой (1). 

Опустивъ изъ точки № (2, у) пер- 
пендикулярь МР на ось х-овъ и 34- 
ыфтивъ точки пересфченал касательной 
МТ ип нормали ММ съ тою же 065ю, 
получаемт отрёзки (черт. 22): МТ, 
ММ, РТ и РМ. Отрьзокъ МТ назы- х 
вають длиною касательа, ММ— 9 "\, } 
длиною нормали; отраокь РТ, взя- Черт. 2. ы 
тый съ (-), когда направлене оть 
Ркь Т совпадаеть съ направлешемъ положительныхь х-овъ, т. е. когда 
абсцисса &, точки 7 больше х, и съ {—) въ противномъ случа, назы- 
вается подкасательною; отрЪзокъ РМ№, взятый съ (-), когда паправле- 
ве оть Р кь № совиадаеть съ направлешемь положительныхь 2-овЪ, 
т.е. когда абецисса 2, точки № больше х, и съ (—) въ противномь 
случа, называется поднормалью.7] 'Найдемь выраженя этихъ отрЪзковъ. 
Обозначая подкасательную черезъ 5, а поднормаль черезъ 5,, будемъ имфть 


(3, 


У 


буденъ имфть 


{4 
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Положивъ У = 0 въ уравнени пормали 
хану (Уфу =0. 
будемъ имфть 


(5) 


и 


Обозначая черезъ Т’ длину касательной, а черезъь № длину нормали, 
изъ треугольниковь МТР и ММР найдемь 


дура = ВИ (8 


, 6) 


ы И 9: и: . 
№ = ИУ 8, БИ: 1 (#1. 
Нримъуы. 1) Парабола. 
у = 2рх (черт. 23). 
Изь даннаго уравненя имфемъ 
И =р У=у. 
Уравнеше касательной будетъ 
Ефми=ь(Х 2). 
а подставляя у* = 2ре, получимъ 
Уу=р(Х + ®). 


—х Подкасательная 
” 
и 
у В 


сяфдовательно, отрёзокь ТР = 2ОР. 
Отсюда вытекаеть слёдующее по- 
строеше касательной въ данной т0ч- 
кф М: отложивь ОТ = ОР, соеди 

Черг. 23. нвмъ Т съ М; прямая РМ и будеть 
касательная. 

Поднормаль 8, = уу’ = р == постоянному. 

Легко показать, что изъ плоскихь кривыхъ только парабола ноль 
зуется свойствомъ имфть поднормаль посгоянную (независящую оть по- 
ложен!я точки из кривой). Въ самомь дЪлЪ, предложимъ себф найти 
такую функиио у оть одного перемёниаго х, для которой 

ее 
"= 
тдВ р постоянное. 
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Изъ этого уравненя имфемъ 
.. 
ау = ри, в.а () = 402), 


откуда а = +6, 1гдь с постоянное, 


в 
или у = р (+ 5], 


уравнен!е параболы, у которой вершина лежитъ въ точЁ (-* ‚ 0). 
2} Эллинев. д-=азтЕЬ у 008 
4% = а 6081, ау= — дят #4. 
Уравненю касательной 


Х -азтё _ У — 60084 
4208 бат Е. 


или 

бт Х + фо ВИ = 48, 

ы и 
что можно написать также слфдую- 
щимъ образомъ: 


Ха Ту 
ве! 
Подкасательная 
уах @с08" Е 


И ий 
аз Е > 


Это число не зависить оть 2 т. е. оть малой оси эллипса; поэтому, 
если возьмемъ какой угодно другой эллипеъ, концентричесьй съ даннымъ, 
и съ тою же большою осью (черт. 24), а на этомь второмъ эллипеь 
точку М, инфющую общую съ данною точкою М абсдиссу х *), то под- 
касательная въ точкВ М, на второмъ эллипсф будеть равна тому же 
Числу 8, тавъ что касательная МТ’ кь первому и касательная М, ТГ. 
Ко второму пройдугь черезь одпу и ту же точку Т. Отсюда вытекаеть 
слдуюций способъ построенёя касательной къ эллипсу въ данной точкЬ М. 
Ностроивъ кругь (эллипсъ, для котораго $ — а} на большой оси дап- 
ваго эллипса какъ на д1аметръ, продолжимь ордипату точки 24 до встрчи 
©ь окружностью круга въ точёЬ М,. соединимь М, съ © и построимъ 
М,Т | ОМ, (касательвую къ окружности круга); точку Т’ пересбчешя 
ея съ Ох соединимъ съ М, МТ будеть касательная къ эллипсу. 

3) Циклоида. 

д=а({— т, у=ев(1 — 6088. 


*) На чертежь точкь № постявлена ие на мот: опа долата быть на прямой №, Р. 
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Изъ этихь формуль инфемь 


42 = а (1 — 208) 4 @у = азтЕ 4 


В # 
23 5 608 5 
@у 5$ РМ: { 
= = - , ‚ е. == ©09 5 
Ут даё * теи 95 
257 5 
2 
Если обозначимъ черезъ « уголь, образуемый касательною СЪ осью 


2-овъ, то 


слфдовательно 
т # 
а=5— 5, (полагая {< т). 


Отсюда получается слёдующее построее касательной и нормали къ 
циклоид въ данной на ней точ М (см. черт. 20). Пусть МЕД бу- 
деть соотвФтетвующее данной точе положевуе. катящагося круга, Е — 
точка его касая сь прямою 05, по которой катится круг, а Д—да- 
метрально противоположная ей. Соединивь М и Р прямою ливею, ио- 
лучимъ касательную въ точк М, а соединивь М съ Ё- нормаль, 

Въ самомъ дЪлЬ, продолживь РМ до встрфчи съ Ох въ точк$ Г, 
находимъ 


С. От 


т т 1 ® 
5 МЕ 5—2 МОЕ 5 


$ 
5, 9 РТё = 0049 5 
Слёдовательно, прямая РМТ образуеть съ осью 2-овъ тоть именно 
утоль а, которымъ опредфляется направлен касательной, и поэтому ©0в- 
падаеть съ нею, а МЕ будеть нормаль, потому что МЕ | МД, такь 
хакъ уголь РМЕ прямой. 


$ 5. Опредвлеше ивиравленя касательной для кривых, задаввыхь 
‘уравиеняии зъ полярвыхь хоординатахь. Когда кривая лив!я задана 
уравнешемъ въ полярныхь координатахь 


р= 7), (черт. 25), 

то ваправлен!е касательной опредфляетел угломъ, образуенымь касатель- 
ною съ радтусомъ-векторомъ точки касаня. Пусть М есть данная точка 
на кривой; (р, 0} ея полярныя, (2, у) ея Декартовы координаты отно- 
сительно осей Ох и Оу | 0х, МТ касательная въ точкё №; обозна- 
чимъ черезъ р уголь ОМТ между направлеями МО и МТ, причемь 
МТ ваправлено въ сторону убывающихь 0, а черезь а уголъ каса- 
тельной съ Ох. Для вычислейя р замфчаемъ, что 


94—58 
1 9х8’ 


1а=у Чу 


р=а— 6, МВ =, 
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2 = 6080, у=рэт 8, 
45 = 608 6 @р —- рт 0 40, Пу = вт Фр + р 086 8; 
откуда ив — 92080 — 4256 049 _р 
УР — реб + буи — фр’ о 


гдЪ р’ есть производиая отъ р по 4. 

Проведемъ прямую №07 [ОМ и замтимъ точки Ги М№ перес®че- 
й касательной и нормали съ этой прямой ХОТ. Отрзокъ ОТ назы- 
вается полярною подкасательною; О№— поднормалью; М Т——длиною ка- 


ы 


т 


Черт, 55. Черт. 26. 


сательной; `ММ — длиною нормали. Для вычислешя этихъ отрьзковъ 
инфемъ формулы 


ОТ =ОМь 


ОХ = ОМ вор = 6: 


МУ-УбМ: ОМУ р* МТ =УбМт+ 07" = Е Ур". 
„Примиры. 1) Ареимедова спираль. Уравнеше ея въ полярныхъ ко- 
ординатахь 2 = 48, (черт. 26) 


ТДЬ @ положительная постоянная. При возрастанн 0 оть 0 до <>, 
р также возрастаеть оть 0 до ©; кривая проходить черезъ полюсь и дЪ- 
лаеть безчисленное множество оборотовъ около него. Значенямъ 


$ —=а ат, а 4. .... 2 2т,.... 


соотвтствующимь точкамь, лежащим на одной и той же прямой, про- 
веденной подъ угломъ а къ прямой Оз, соотвЪтетвуютъ значения 


р = аа, аа + Зап, аа + 4ат,.... аа -н Жат,.... 


Даюпия точки кривой, отефкаюпия на этой прямой отрЪзки, равные между 
собою и равные Зах. 
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Для построевя касательной замфчаемъ, что 


= 8 а = постоянному, 
Ри = ` 
Сльдовательно, поднормаль величина постоянная. Проведя ОМ, ра- 
дусъ-векторь данной точки М, ОМ 1 ОМ, отложивь №0 —а и со- 
единивь № съ М, построимь МР! ММ и найдемъ нормаль МА и ка- 
сательную МХ. ” 
2) Леарномическая спираль. Уравнеше ея 


р = ве, 


тдф а и м постоянныя, которыя предположныь >0; е основавше нату- 
ральныхь логариемовъ. При 6 -=0, р=а. (черт. 27). При убывани 8 


оть 0 до (— <), р приближается къ 0, никогда его не достигая; кри- 
вая длаеть безчисленное множество оборотовъ около полюса, прибли- 
жаясь къ нему ассимитотически, т. е. подходя къ нему сколь угодно 
близко. Съ возраетащемъ 8 оть 0 до -+ 20, р возрастаетъ безпредфльно. 
Изь уравненя у 

ф == де, 


находим 
хол р’ = атетя, 


яв = р = а == постоянному. 

Слёдовательно, касательная образуеть съ радусомъ-векторомъ точки 
касатя во возхъ точкахъ одинъ и тоть же уголь, иначе говоря, кривая 
пересбкзеть всё радусы-аекторы подъ однимъ и тЁмь же угломъ; поэтому 
логариемическая спираль называется также фавноуольною спиралью. Изь 
плоскихь кривыхъ только логариемическая спираль пользуется ЭТИМЪ 
свойствомъ, если исключить окружность круга, для которой {+ постоянно 


равно 5, щр==, и уравнеше которой р -=@ получается изъ уравне- 
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я р=4е” при т —=0. Чтобы убфдитьея въ этомь, ищемъ такую 
функцию р отъ 8, для которой 


1 
р т 
гдЪ т нфкоторая постоянная, неравпая 0. Отсюда имфемъ 
/ 14. 
Е = те = 1; рр = т = 1 696), бр = тб + да, 
Е . 


гд$ а— постоянное. 
спирали. 


‚льдовательно, р == ае*" — уравнеше логариомической 


$6. Авониптоты плоскихь кривыхъ. Если плоская кривая имфеть 
безкопечную вЪтвь, то можеть случиться, что разстояые отъ точки М 
на кривой до пфко- 
торой прямой СР убы- У, 
ваеть безпредфльно, 
когда точка № уда- 
ляется въ безконеч- 
ность по данной кри 
вой; въ такомъ влу- 
чаф прамая СЛ на- 
зывается ассимито- 
этою къ данной вЪтви х 
кривой (черт. 28). 9 
Если МЫ. есть 
разстояе точки М 
до СО, а МК раз 
ность ординатъ точки 
М ва кривой и точки А па ассимптотЬ прп одномъ и томь же зпаче- 
нш х, то изъ Лука МКЫ имъемъ 


Чера. 28 


к Н 
Я ив МКИ” 


г / МКН есть уголь между направлешями ассимптоты и оси орди- 
натъ. Прп безпредфльномъ убыванйг: МН, МК также убываеть безпре- 
дЬльно и обратно, если СД не || ОГ; слфдовательно ассимптоту, не па- 
раллельную оси узовъ, можно опредёлить какъ такую прямую, для ко- 
торой ‘разность между ординатою точки на кривой и зпочки на пря- 
мой, имъющихь общую абециссу, стремится кз нулю при возрасташи 
{= д0 >. Этимъ опредфлешемь и пользуются при розыскави ассимитоть, 

Если ассимптота параллельна оси у-овъ (черт. 29), то предыдущее 
опредфлеше теряеть силу; вмфсто пего можно поставить слфдующее: отрф- 
зокь МХА прямой, параллельной оси х-овъ, между кривою и аесимптотою 
стремится къ нулю съ возрасташемъ || до =; если назовемъ черезъ а отрф- 
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зокъ ассичптоты АД на оби 2-овъ, то а будеть предьлъ, къ которому 
стремится х при безпредфльномь возрастави |9. 

Поэтому розыскаше ассимптотъ, параллельныхь оби у-овъ, сводится 
кь розысканио такихь конечныхь значешй 2, для которыхъ у цфлается 
безконечнымъ. Когда уравнеше кривой рётено или легко рыпается отпо- 
сительно у, то, въ большинетв® случаевъ, таыя зпзчешя обнаруживаются 
непосредственно. 

НапрамЪрь, если дано 
‘уравпеше 


у) фа — 9) =0, 


то, рёнивъ его относительно 
у, паходиыъ двф вфтви кри- 
вой 


Иа 
Черг. 29. Я=-2И вт; 


Съ приближешемь х въ (—а), |у| возрастаеть безпредфльно для той 
и другой вфтви; слфдовательно, прямая х-+ а=0, параллельная оси 
у-овъ. будеть ассимптотою для обфихь вфтвей. 

Если кривая злгебравческая, и уравнение ея, /(, у) =0, нё рушево 
относительно у, то. располагая члены по нисходящимъь степенямъ у, мо- 
щемъ его паписать въ видъ 


Фито. +Ьф=0, а) 


дБ всё /: (2) цфлыя функщи оть д или, раздливь всф члены на У“, 
вЪ видЬ 


РИФ, +.+лФр но. 


Если кривая имфеть ассямптоту д == а, параллельную оси у-овъ, то 
съ приближещемь 2 кь а, М убываеть безпредфльно, приченъ вс 
члены уравнешя, начиная с0 второго, стремятся къ 0. Слфдовательно, 

пред. [Ао (2), ==}, (а) = 0, 
т. е. а должно обращаль въ О коэффищенть при высней степени У ВЪ 


уравнеши кривой. 


Итакъ, отрёзки на оси #-оть ассимптоть, параллельныхь оси у-овЪ, 
будуть корпи уравнещя 


№) =0, 
если уравнеше кривой представлепо въ форм (1). Обратное заключене 
не всегда имфеть мфсто: корень уравнешя / (2) =0 можеть и не да- 


валь ассимптоты, параллельной оси у-овЪ. потому что для зпаченй 2, 
близкихъ къ такому корню, значешя у могуть и не быть вещественными; 
но не трудно убфдиться, что, если а есть хростой корень уравиешя 
Ко (®) =0, 

то х=а есть аесимптота кривой (1). Въ самомъ дьлЪ, разсматривая х 
вакъ иеявную функцно оть т, опреяфляемую уравнешемъ (1), н при- 
ближая у къ 0, ео стороны положательныхь или отрицательныхь у-овъ, 
мы паходимъ, 110 одинЪ и только одияъ корень уравпевя (1) стремится 
къ пред а. и этоть корень навфрно вещественный; если бы этоть ко- 
рець быль мпимымъ, то быль бы и другой, съ пимъ сопряженный, ко- 
торый стремился бы 5Ъ тому же предфлу а, какъ и первый, п а было бы 
кратнымъ, & не простымъ корнемъ уравневя /, (2) = 0. 

СлЬдовательно, при достаточно больпихъ значешяхь |] или доста- 
точно малыхъ зныченяхь |, будеть ли у<0 или > 0, х стремитея 
хь предфлу а, оставаясь вещественнымъ. СлЬдовательно, х = а будеть 
ассимптота кривой, къ которой кривая приближается какъ со стороны 
положительныхь, такъ и со стороны отрицательныхь у-овъ. Сказанное 
здЪсь повфряется на разсмотрфиномь примрь 


хай) фа — у) = 
Нриводя уравнене къ виду (1), находимъ 
0 


зу 


и видимъ, что уравнене а + х = 0 имфегь простой корепь {— а) и 
пзображаеть ассизниоту, параллельную оси у-овъ. 

На томъ же основаши, кривая, заданная уравлешемъ 
{+ уфа =0, 


2 


[ов У ЕС 


имфеть двф ассимптоты, параллельпыя оси у-овъ, 


—1=0 и += 


, 


такъ какъ + Ти — 1 простые кории уравнешя т —1=0. 
Кривая, заданная уравненемъ 


сина 


не пифеть ассимитоты параллельной оси у-овъ, соотвфтствующей корню 
(—1) уравшешя (2 -= №)* = 0, потому что при 2 близкомь къ (— 1) 
у будеть, какь легко видфть, мнимый. 

Переходя къ раземотрыню ассимптоть, не параллельныхь оси у-овъ, 
положимъ, что даляая кривая имфеть ассимптоту 


У= д + в, 
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тдБ а в В конечныя числа. Розыскане ассимптоть сводится къ опре- 
дьлешю чиселъ я и В. 

Обозначая черезь у ординату точки на кривой (5, У) =0, зе 
резь 5 разность у — У, по опредфленшю ассимптоты, мы должны раз- 
сматривать 8 какъ такую функцию оть 2, которая стремится къ 0 при 
безпредфльномъ возрастани |2|. Вфтвь- кривой, приближающаяея къ 
ассимитоть 

У ж-В, (2) 


будеть изображаться уравнешень 


ужа вв. (3) 


Въ вЪкоторыхь случаяхь уравнеше кривой непоередствеппо приво- 
дится къ формБ (3), гдЬ а и В извъетныя числа, а 8 имфеть предфломь 
0 ши ==, или распадается па пфсколько уравнеши вида (3). 
Въ этихъ случаяхъ ассимптоты обнаружизаются непосредственно. Напр. 
если уравпене кривой дапо вЪ видЪ 


. #8 
съ возрасташемъ [2| до ©, дробпая часть 8 = } стремится въ 0, по- 


тому что степень числителя ниже степепи знамепателя. Поэтому прямо 
заключаемъ, что 

У=а-1 
есть ассимптота кривой. 

Подобпымь же образомь обпаруживаются ассимптоты всяый разъ. 
когда уравнене кривой распадается на нфсколько уравнен:й вида у = й 
гдф 9(2) — цёлый мпогочлепь степени т, а $ (2) — цфлый многочлепь 
степени и — |; если пфлая часть дроби за равна ах -+ В, то она и 
даеть ассимптоту № 


У = ах + В. 
Обпий способъ розысканя ассимптоть кривой, задаяной уравнешемь 
Га, у) = ф 
состоить въ слфдующемъ. Если кривая имфеть ассииптоту 
У= а + 3, 
то уравнению (4) должна удовлетворять функщя вида 


у = +В 8, (5). 


52 
= 
я 


тдВ д стремится къ нулю съ возраставемь || до <=. Изь уравнения (5) 
имЪемь 


откуда вытекаетъ, что 


(6) 


Нтакъ, угловой козффищопть ассиуптоты равенъ предфлу отпоше- 
шя р при |х| безкопечно-большомъ, Изъ того же уравнешя (5) имфемъ 
Зи — 8, 
откуда . ^ = 

У 3 = пред. Гу — а ы = (2) 
такъ какъ пред. $ = 0 по условю. 

Сльдовательно, отрфзокь ассимптоты на оси у-овъ есть предфль 
разности у-- 25, гдЪ < опредфлено формулою (6), при х безкопечио- 
большом. / Отсюда и вытекаеть слёдующее правило для розысканя 


ассимптоть: въ уравненши данной кривой полагаемъ Е или у = АЕ 
и ищемъ по уравнению {(х, Ах) = 0 предьль, къ которому стремится # 
съ возрасташемь || до <. Еслп А ни къ какому копечному предфлу 
не стремится, то ассимптоты не параллельной оси у-овъ не существуетъ. 
Если же Ё стремится къ конечному предфлу <. то это число я будеть 
угловой коэффищенть ассимитоты, если таковая сушествуетъ. Найдя 2. 
полагаемь въ уравнеши кривой у = ах -- [, и по уравнению 


Ра же =о 


= 


ищемь предьлъ ? при 2 = —- ©; если { ни кь какому конечному пре- 
Дфлу не стремится, то ассихитоты не параляельной оси у-овь не суще- 
ствует, Если же { стремится къ копечному предфлу 3, то прямая 


У=мы +3 


будеть ассимитота данной кривой, такъ какъ равстояше оть точки {х, у) 
= Р 

| = то {® уголь между 

У + а вино 

координатными осями), очевидно, стремится въ 0 съ возраставемъ |2] до ©. 


Для примфра разсмотримъ кривую (Дежери0в5 лиетз) 


5’ — Залу = 0. {а) 


на кривой до этой прямой, равное 


2 


Полагая у 


Ёх, находимъ 
(Г 1) 2? — За" =0 


пн 3% 


иди 
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при = ==, Ё стремится къ предфлу, равному корню уравненя 


1+2 =оОте к — 1. Поэтому а = — 1; полагая въ ур. (@) 
у=ЕЩЕ-Ь 

НахОДииЪ 2+ (1—2) — За [1-—®) =0, 

ИЛИ 


Р— зРр-- зи? — За + Зал? ==0, (+ 3а) 2 — (За зря В =0, 
(8—1) + в 


3 (15а) — я я= 0; 
пред. (+ а) =0, пред. = —@ 3 в, 
и прямая у = —2--@ есть ассимптота кривой. 


$ 7.0 горы кривой въ смежности съ данною точкою. Для изелЪдо- 
ваня вида кривой въ смежности съ данною точкою М, проведемъ каса- 
тельную МТ въ этой точкБ и 
сравнииъ ординату точки М’, 
какъ угодно близкой къ М на дан- 
войкривой, съ ординатою точки, 
лежащей на касательной МТ п 
имфющей съ М’ общую абсцисеу. 
Положимт, что координаты тоз- 
ви М будуть фи у= 7 (9), 
а коордиваты точки Мох -+й 
и Г(Ф- В), тд в = = РР 
{черт. 30). Обозначимь еще че- 
, резъь у ординату ОР’ точки @ 
ва касательной МГ. Изъ уравкен:я касательной 


Черт. 39. 


У -у=у(Хх я), 


находимъ, при Х=з-+ь У=у=учны 


или 


=1(@® +в Г();. 
поэтому, разность МР! — ФР' между ординатою точки М’ и ордиватою 
точки @ равка 
8-1) — г — В" <. @) 


Эту равность и изслфдуемъ, измыёняя # въ предфлахь —а и +а, 
тдф а сколь угодно малое положительное число. По формул Тойлора 
имЪемь . 

8— ии "а р м 269 
что" ++, +, @ 
гдф << 1. 

При достаточно маломь |й} знакъ числа 8 будеть опредфляться зна- 

комъ члена низшей степеви относительно й. Поэтому, если {” (2) ве=0, 
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то знакъ 6 остается безъ измфнешя при измфнеши # оть — а до +1, 
такъ вакь первый члепь второй части — четной степени относительно {. 

При {" (1) > 0, 8 сохраняеть знакъ +, такъ что МР’ > ОР’ для 
точекъ, лежащихь съ лёвой и правой стороны отпосительно №; въ этомъ 
слутаЪ говорять, что вогнутость кривой въ точкф М обращена въ сто- 
ропу положительныхь у-овъ (черт. 30). 

При {' (и) < 0, 8 сохраняет знавъ (—), МР’ < ОР’, и вогвутость 
обращена въ сторону отрицательныхь у-овъ (черт. 31). 

ели {[" (2) = 0, а {" (2) пе =0, то знаку 2 опредфляется зна- 
комь числа дз 
.2.3 ия 
и измБняется при измблени: знака 4. 


Вь этомт случаф 2 переходить изъ — въ + или изь + въ —, при 
измфненн й въ предфлахь оть — я до + а, такъ что М'Р’ > ФЕ! съ 


У 


о р р хо 


Черь 31. Черт. 


одной стороны, и МР’ < ФР’ съ другой стороны оть точки М (черт. 32). 
Сльдовательно, въ такой точЕ® М касательная зереськает»ь кривую, 
и вогнутость кривой въ такой точе пе имБетъ опредфлепиаго направлен. 

Точка М, для которой имфеть ымБсто подобное обстоятельство, назы- 
вается точкою яереиба. Условя }" (2) =0, {"' (2) пе =0, опредфляю- 
пЦя точку перегиба, будуть выфстВ съ тбыъ уеловЁ я, при которыхъ {' {7} 
при данномъ значени 2 будеть важна или пипипов. 

Поэтому можемь сказать, что точки перегиба —такЁя точки на уривой, 
вЪ которыхъ угловой коэффищенть касательной жахитит или тёлиит. 

Положимъ вообще, что первая изъ послЬдовательныхь производныхь 
фупкия у (<), пе обращающаяея вт пуль въ точкь М (т. е. при значе- 
щи 2 равномъ абсциссб точки М), есть {*® (2). 

Если р число четное, то знакъ &, опредфляемый знакомъ числа 

ыы ® 
тар!" @), 
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не мняется при изм®нени # оть — а до -+ а; поэтому, если {“® (2) >0, 
10 8 сохраняеть знакъ +, и вогнутость кривой въ точкф Л обращена 
въ сторону положительныхь ординать; при {2 (<) <0—вь сторону отри- 
цательыхь ординать. Если же р число нечетное, то & мфняеть знакь 
при измфнени знака №, и точка М точка перегиба. 

Замьчаше. Во всемъ предыдущемъ предполагалось, что {’ (2) не=оо 
въ точкВ Л, т.е. что касательная не параллельна оси у-овъ. Для 
опредёлешя направлешя вогнутости въ точёЪ, для которой {’ (=) обра- 
щается въ оо, можно разсматривать х какъ функщю оть у и судить о 
направлеши вогнутости въ сторону положительныхь пли отрицательныхь 
-овъ по знаку, т. е. второй производной оть 2 по у. 


Примпры. 1. Дана кривая 


з 


х 
Уши. 
Инфемъ 
у 27 (д 34°) „ _ 2075 (34? — 22) 
(ка: › у ` 
Значеня 
&—0, =а13, = —вУЗ 


дають точки перегиба, потому что для нихъ у’ — 0, и при переход 
черезъ эти значешя у” иняеть знакъ, а слдовательно для нихъ у’—1а- 
хИпит или попа. 


2. Оинуссонда. у 
Въ точкахъ, гдБ д = 0, =, 52%, .... с, # — пЪлое число, 


8х. 


у=би у" УТ х = 0, ау" 608 х не —= 0. 


Слфдовательно, вЪ этихъ точвахь кривая пересфкаеть ось х-овЪ и 
въ каждой изъ нихь имфеть перегибъ. Касательная въ этихь точкахь 
пересфкаеть кривую и образуеть уголь въ 45? съ осью з-овъ, потому что 
У! = 608% = == 1 при д = 82. 

3. Для кривой у == (1 — @)*, инфемь 

Ут — а), 9’ = 12 (а), 24 -а). 

Вь точ 2 == @, у’ == 0 и у" = 0; здЬсь ньть перегиба. Вогнутость 

направлена въ сторону положительныхь у-ВЪ, потому что 


"= 94 > 0. 
4. Для кривой у* — 25° или у = 2", точка +0, у='0- точка пе- 


региба, потому что при < 0, у" = —ю. < 0, а при #> 0, У’ > 0. 
ЗУ; 
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$ 8.0 кривизнф плоекой кривой. 1. Положинь. что дана нфкоторая 
плоская кривая и на ней дуга ММ», не изфюжщая зежду Ми М, 
тозки перогиба. Провелемь въ точкахь Ми М, васательныя къ кривой и 
представимь себ, что яфкоторая точка описываеть дуту М М,, двигаясь 
напр. оть М кь М,: Назналимь ка каждой изъ касательныхь опредф- 
леппыя ваправлешя въ сторону движешя упомяпутой точки (черт 33). 

Обозначияъ черезь 1 уголь между направлешями МТ и МТ, а 
черезъ с длину дуги кривой ММ, между точками ММ,. Отпошеше 1 
называють среднею кривизною дуги ММ, а предфлъ къ которому стре- 
мится это отношенфе, когда точка ы 
М, стремится къ совпадешю съ 
М. причемъ числа т и с стре- 
мятся въ нулю, называется кри- 
визною 65 данной точкь М. 
Уголь 1 между касательными 
въ двухь безконечно-близкихъ 
точкахь М и М, называють 
умомг смежности. 

Итакъ, кривизна кривой в5 
данной точкь М есть предъль Черт. 33. 
отношеня безконечно - мала 
зла между касательными в5 точкь М и точкьъ М‚, безконечно-близ- 
кой кз М (узла смежности), къ длинь безконечно-налой душ ММ,. 

Примфняя это опредфлеше къ окружности круга рауса ”, придемъ 
къ заключенно, что кривизпа круга есть постоянное число равное : ‚ Такъ 
что кривизна круга тфмъ меньше, чфыъ больше его радусъ, что и с0- 
гласно съ обыкновеннымь представлешемь о кривизи®. Въ самомъ дл, 
если`бы ММ, была дутою окружпости круга радуса х, то уголь 1 
между касательыми МТ и М, Т, быль бы равенъ цевтральпому углу 
между радёусамп, проведенными въ точкахь Ми М,, а длина дуги 5 = 1. 
Средняя кривизна дуги ММ, =. = постоянному, а потому и кри- 


1—1 
визна въ точ М = предфлу Е — ; число постояпное. Для всякой дру- 


гой плоской кривой число с = пред. []. т.е. кривизна въ 1095$ — 


число перемфнное, зависящее оть положеня точки № на кривой, 
Каково бы ви было это число е, мы всегда можемъ себф предста- 
вить кругь, котораго кривизна равна с, т. е. кривизнЪ данной кривой 
въ данной ея точеЪ; для этого стоить только взять рафусь этого круга 
1 [8] 
т= = Ш. -:. 
с 7 1 |1! 
Еругъ, имБюний съ данною кривою общую касательную въ точЕЪ №. 
вривизну, равную кривизн® кривой въ точхф М, и центрь, лежал 
1 
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0 стороны вогнутости кривой, называется круюмз кривизны данной кри- 
вой въ данной точкВ, радрусь его—радёуеом» кривизны и центръ его— 
центром: кривизны. Радгусь кривизпы въ данной точь® па данной кри- 
вой и координаты центра кривизны зависять оть координать этой точки 
и будуть, слфдовательно, функви оть того пезависимаго перемфннаго, въ 
которомъ выражепы координаты точки на данной кривой. 

Выведемь выражене для рамуса кривизны данной кривой въ дан-. 
ной точф, предполагая, что уравпеше кривой отпесено къ прямоуголь- 
ной систем координатъ. Коордипаты (х, у) точки М на давпой кривой 
разсматриваемъ уагъ фунеши одного перембннаго пезависимаго /, 


д=2(), у=%4). 


Преведемъь касательную МТ; пусть а — уголь, образуемый касательною 
съ осью 5-0вЪъ, тогда 
Чу аз 
ща = и и &= 47 п. 
Дадимъ перемфнному # безконечно-маяое приращене А, т. е. возьмемь 
точку М,, безконечно-близкую въ №; координаты точки №, будуть 
ХА уф Ау р =з(+ А, уфлузу Е АВ. 

Проведемь гасательную М,Т, въ точкф М, и обозначимъ черезъ а, 
уголь, образуемый касалельпою М.Р, съ осью 2-овъ. 

Разность , —=Аа есть приращене, полученное угломъ а, оттого, 
что & получило приращеше \& уголь == а, — а на нашемь чер- 
теж, а вообще 1 = == (а, — а) = = Аа, смотря по тому, будеть ли 
а < или >а,. 

Дуга в веть приращене, получаемое дугой $ == АЛГ, считаемой оть 
иЗкоторой постоянной точки 4 до точки М, сяфдовательно я — == 4$, 
снотря по тому. увеличивается или умепьшается дуга $ при перехол% оть 
Мотъ М,. Слфдовательно, радусъ кривизны въ точкф М опредёляется 
по формул [2] @ 

^ = урод. |. | [= 


Замичаще. Такъ какъ при вычислени предфловъ отношевй можно 
замфнить безконечно-малое число |Аа| = 1 дифференщаломь (а. то Ча 
и называють часто уломг смежности, а кривизною въ точкЪ отвонене 
угла смежности къ дифференщалу дуги. 


Замфчая, что и 
ы а — агеу ПЕ’ 
находимъ 
аа Че Фу — Чутх _ Ч Фу —дуфе 


ду “ал 
| + (&) |=” 47 +4 


Иумфя, кром» того, 
1 = Рая, 


находимъ ‘ ,. 
й (ай + Чу 


Че у пух] ° (1 


Если за независимую поремфиную примемъ абоцисеу х и обозна- 
чимъ, какъ обыкповенпо, через у’ и у” первую и вторую производвыя 
оть у по ‚г, то пайдемъ 

а — ему, 


у" ах в 
На= = ы : ИСУ и: 


Если кривая задана уравнешемь Г (2, /) = 0, то хифференцируя его 
два раза по г, находимъ 


Ин, Ж 
т у ' 


Рная эти уравненя относительно / и у” и подставляя во (2), полу- 
чимъ. послБ всфхь сокращенй 


и] 


А С А 
о („} ый жду * я [# | 


Кром найденныхь выше выражешй для радиуса кривизны, слфлуеть 
еще замфтить выражен!е ого, относящееся къ тому случаю, когда за ве- 
зависимую перемфиаую взята дуга $; выражеше это можно получить изъ 
{1} преобразовашемъ перемфннаго, по еще проще будеть воспользоваться 
формулами 


м 1 (= 


(3) 


2 @; 
= у. 2) воза" 


в: 3) 08вВ= 


78 


т а п 3- углы, образуемые касательною съ осями Ох и Оу. ДЪйстви- 
тельно. дифференцируя пю 3 равенства 2) и 3}, находимъ 
42 _ а @а _ Фу 


ау Ди: = 60а =--: 


(4) 
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если положимь 


то можеиъ написать 9’ 


Замьчаще. Изъ формулы (2} видно, что въ точкф перегиба. гдб 
и" = 0, у= <, а гривиана „. == 0. 
2. Координаты центра кривизны. Переходимъ теперь къ опредфле- 
ню координать нентра кривизны. Центръ кривизны 
1) должень лежать на нормали къ кривой въ данной точк М, по- 
тому что кругъ кривизны имфеть въ этой точЕф общую касательную съ 
данною кривою; 
2) его разстояше оть точки М равно радусу кривизны > въ этой 
точкЪ, и 
3) центръ кривизны долженъ находиться со стороны вогнутости кривой. 
Изь этихь условЙ и опредфлимъ координаты центра кривизны вЪ дан- 
ной точкь М. Обозначинъ координаты точки М черезь хи у, коорди- 
наты центра кривизны черезъ 5 и 9. Уравнене нормали въ точ М 
будеть 
(Х—э4-+(У—у4у=0 пи ХТ уу=о. 
Слфдовательно, по первому условно, будемъ имфть 
Е чуму =9 @) 
изъ второго условя находимъ 
Е а - 9 
Изъ уравнешя (1) находимъ 
Е 2 (МУ, 
подставляя въ уравнеше (2), получимъ 


9) = 


„(у 
и. @ 


(1-5 у? 
Ро 


, 


откуда, 


_ Для опредфлевя знака, замфчаемь, что когда у"< 0, т. е. вотнутость 
обращена въ сторону отрицательныхь у-овЪ, тогда < у, \-- ух 0: а 
вогда "> 0, т. е. вогнутость обращена въ сторону положательныхь 
у-овъ, п>у, п—У>0 (черт. 34 и 35). Слдовательно, въ обоиуъ елу- 
чаяхь у’ и 3 —у одинаковыхь знавовъ, и поэтому 


1-5 уз 
%—у —и- 
Но формуль (1) получаемъ отсюда 
Е дажжи 


$—я= Ро 
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Птакъ, для опредблещя координать центра кривизны {(#, 9) имфемь 
формулы 


Ш (1-3) у 1-5 й 
И О, В =”. (3) 
т 
У 
у тя 
т 
ий 
С 
У 

о м $ Х 

Черт. 34. Черт. 35. 


Примиры. Г) Циклоида. 
=в({ — 3%}. у=а(1 — 6080 (черт. 20). 
Беремъ форхулу а ау» 
> ету а‘ 
Изъ выражешй хи у инфемъ 


4 =а(1— е03 &, ду азте Ф, 

Фу = а зв ар, Фу = а 0081 4Р. 
Отеюда : 
47 + у = 28° (1 — 88) а’ 4 зе 5 4Р, 


а 
4х Фу — дубт = — а? (1 6088) @Р = — Зй т 5 а. 
Подетавляя въ выражеще т, находимъ 
И 
у — 4а 5% 5. 


Сравнимь это выражеше съ длиною нормали: 


ИЕ # 
= 42 — 2 005 -= 24 5% 5. 


Отсюда видимъ, что для цивлоиды 
т= ам, 
т. е. радёусв кривизны равенз удвоенной длинь нормали. Это даеть простое 
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средство построить центръ кривизяы для точки М на циклопдЪ: проведя 
вормаль ММ№ и отложивь №К -- ММ, получимь въ точёЪ А центр 
кривизны. 
2) Еривыя 2-0 порядка. 
= Эра + 4. (Г) 
Мы и здЪсь сравномъ радуеъ кривизны съ длиною нормали 
М=НЕУ. 
Возьмемь формулу {Е-н изу 
| 
Дифференцируя уравнеше (Т). находимъ 
(Ш у’ = и и" =а9. (Ш. 
Изь формуль для х я М№ имЪемъ 


№: 
| * 


= 


Тю формулё (Ш) имфемъ 
уу = В, 
а по формуль (И) 
ау" — р" + араг + т — ру. 
Сльдовательно. 
ИЕ и =, 
т. в. дая хривыхз второю порядка ‘радусь кривизны равень кубу нор- 
мали, дъленному на квадрату полупараметуд. 


Еели хотимъ выразить радусъ кривизны въ функщи оть одной изъ 
хоординать точки М, то, замфчая, что 


№М= ву] =: 
3 по уравненню (Ш) 
ур + Зе рй = ра, 


находим и. Г? й 
КЕНИИ иг РОЙ. 


Р 
ги. 
я 


Для параболы 
9=0 и 
Въ вершинв параболы 


1 
9у=0, == 5 параметра. 
Изь выражешя х для параболы видно также, что х есть шиминив, 
а кривизна - шахнпат при у== 0, т. е. въ вершинф параболы. 
3) Приложимь еще формулу {3} #1 къ эллиису, отнесенному къ центру 


ат. 


п осямъ. Уравпеше 
Ре, = 
будеть въ пашемъ примёрь 


у =И-еи — Ф 0. 


Зака Ми И о М, 
9% ди 2 0 92 0% Дт“ 


Подставляя въ формулу (3) и сокращая, получимъ 


(тар 
а 


{то же выражеше получимъ для гиперболы). 
Если выразимъ 7 въ функши одного 2, замфнивъ у’ черезъ 
вр — =) 
ИЗЪ уравиешя эллипса, то получимь 
р [64 = 62а? (а? — =”) 


(ера 


9% 26 
_в . 
или, полагая = 6, паходимь 
(а — е# 
ео. 
чб 
Нри $ =0, т. е. въ вершипахъ на малой оси, "=х будеть шах 


шит, а кривизна , — шииит. Выражая 7 въ фупьши одпого у, исклю- 
чивъ д при помощи уравневя кривой, мы нашли бы, что при у=О, т. е. 


а 1. : 
въ вершинахь па большой осп, кривизна -„ будеть тахитит. 


3. Выражене фадиюа кривизны в8 полярныть координатать. Если 
полярныя коордипаты точки № на данной кривой обозначимь через р 
и 6, уголь касательной МТ съ радусомъ-векторомъ точки касашя че- 


резъ и, а уголь касательной съ Ох черезъ &, то (черт. 25) 


а=р+ 6: 
радтусь кривизны . & 

= || 
ГД т 

8 ИР; а = 48 ур р 
— в" 
п = ато9 р : Е 48: 

Слфдовательно 


[ИЗ 
= [2 ое р" ° 
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Примяры. 1) Архимедова спираль 6. 
фк 
рае = Эт, 
2) Лоаривмическая спираль: р — че”. 
Замфчая, что для этой кривой р, = постоянному, имфемъ 
4. =0; =; г (*) Ур р" = М, 


гдБ М есть длине нормали въ полярной систем координать. Центрь 
кривизны точки № лежить, слЪдовательно, въ точкЪ пересфчешя нормали 
съ перпепдикуляромь къ рашусу-вектору ОМ (черт. 27). | 

3} Для упражнешя предлагаемь доказать, что для эллипса, уравнеше 
котораго въ полярныхь координатахь есть 


В Ген" 
если полюсъ находится въ фокусф эллипса Ё, рамусь кривизны 
м 

= ия ф> (4) 
тдЪ №-—отрёзовъ нормали между данною точкою на эллипеЪ и большою 
его осью, $— уголь между пормалью и разусомъ-векторомъ данной точки. 
Формула (4) даеть простой способъ построен дентра кривязны въ данной 
точкф М на эллипсь: возставивь перпендикулярь къ нормали въ точЕЪ 
пересфчешя ея съ большою осью эллипса, замфтивъ точку пересфчешя 
этого перпендикуляра съ рад!усомъ-вевторомь М и возставивъ пер- 
пендикулярь къ МР въ этой точкЪ, въ переефчеши этого перпендику- 
дяра съ нормалью найдемь центрь кривизны. 


$9. 06бЪ отибающихь кривыхь. Положимь, что дано уравнеше 
Е (5, у, я =0, (1) 


гдф Е (4, у, ®) непрерывная однозначная функыя оть трехь аргумеп- 
товъ 2, у, а; разематривая 2 и у какъ координаты точекъ на плоскости, 
& а какь перемфнный параметре, можно разсматриваль уравнеше (1) 
какъ уравнеше нЪфкотораго непрерывнаго ряда или семейства ({апиНе) 
плоскихь кривыхъ. Каждому опредфленному значеншю параметра а ©00т- 
вфтетвуеть опредфленная кривая даннаго семейства; двумъ безконечно- 
близкииь значетямь параметра я и а-+ Аа соотвфтетвують дв безко- 
нечно-близ я кривыя 


(1) Е (5, у а) =0 и Е (5, у а-+ Аа) == 0. (2) 


Кривыя (1) и (2), вообще говоря, пересфкаются въ одной или в%- 
сколькихь точкахь. Пусть №, есть одна изъ точекь пересфченя; ея ко- 
ординаты 4 и у удовлетворяють систем уравненй (1) и (2). Когда Аа 
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стремится къ 0, кривая (2) стремится совпасть съ кривою (1), и точка 
„М, стремится при этомь къ ифкоторому иредюльному положено М ва 
первой кривой. Въ самомь дЬлЬ, координаты точки М, удовлетворяя 
систем$ уравнений (1) и (2), будуть также удовлетворять систем уравненй 


Е(т, 9, а) =0, [9 
Ех, уу а-+ Ая) — Е, 1 
Шуя |) о, з 


потому что уравнеше (3) есть слФдстве уравненй (1) и (2). Уравнеше 
(3), взятое въ отдльности, изображаеть нфкоторую кривую (1), прохо- 
дящую черезь точку М, и стремящуюся, съ приближещемь Да къ 0, 
совпасть съ нфкоторымъ опредьленнымь предфльнымь положешемь, а 
именно съ кривой линей (1”), уравнеше которой есть 
Е (5, у. а-+ Аа) — Е (х. 
Аа —- 


Е 
ии я =0 ии №, (в, у а) =0. | 


Приэтомь точка М, стремится совпасть съ точкою пересбчешя М кри- 
выхъ (1) и (4). 

Итакъ, предфльное положене точки пересёчешя кривой (1) даннаго 
семейства съ кривою (2), безконечно къ ней близкою, изъ того же се- 
мейства, есть нфкоТорэя точка М, коордипаты которой удовлетворяють 
системф уравненй 

(о Рфьа=о Рау а =0. м) 


Эта точка называется хароктеристииескою точкою вривой (1). 

Каждому значенно параметра © соотвфтствуеть опредфленная кривая 
даннаго семейства, и на каждой кривой этого семейства имфется одна 
или нЬсколько характеристическихь точекъ. Общее место характеристи- 
ческихь точекь будеть нфкоторая кривая лин1я, уравнен!е которой полу- 
чится какъ результать исключешя © изъ уравнений (1) и (4), такъ какъ 
такому уравненю удовлетворять координаты любой характеристической 
точки, независимо оть значення параметра а, отличающаго одну точку 
оть другой. Это общее мБсто харавтеристическихь точекъ называется 
озибающею лин даннаго семейства (носящихь пазваше озибаемыле), 
и, вакъ видно изъ предыдущаго, уравнеше огибающей получится, если 
вь общему уравненю озибаемыхе 


Рея =0 


присоединить уравнеше 
Е’. (т, 9, а) = 0, 


получвемое дифференцироватемь перваго уравнешя но параметру а, и 
исключить а изъ этихь двухь уравненйй. 
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Выфето того чтобы изелёдовать свойства огибающей по уравнешю ея 


Фу =о, 
получаемому указаннымь способомь изъ уравненй 
ЕР (ру =, Ра =0, (4) 


очевидно, можно, вообще говоря, выразить изъ этихъ уравненй хи у 
какъ функщи оть а 
#=3 (а), у=у (я) (В) 


и изслфдовать огибающую кривую, пользуясь ея параметрическимь изо- 
бражешемъ (В). 
Примтрь. Найдемъ огибающую семейства круговъ 


= @ —-жчу=т 
постояннаго радгуса а. Взявъ производную оть { по 2, находимъ 
= 2е-д=о 
исключая а. получимъ уравнеше огибающей 
те = 
въ данномъ примбрЪ огибающая есть система двухъ прямыхь 
у=а, у= фа. 
Основное свойство огибающей состоить въ слЪдующемъ. 
Озибающая 55 каждой своей точкь импеть обицю кавательную 
65 тою изв отибаеныхь, которая черезь эту точку протодите. 
Доказательство. Положивъ а = а, возьмемь уравнене огибаемой, 
соотвфтствующей этому значению параметра, 
Е (5, у, ч,) = 0. 
Угловой воаффищенть касательной въ точёЪ (2, у) къ этой кривой 
есть значеше о: выведенное изь уравненя 


9Р (т, у. а.) , ЭР (у, 5) ау 


92 бу = 6, 
т. е. 
дР (2, у, 2) 
[2 
Ре." о 
ие 
Полагая, что 
$ (а), у=Ф (а) и) 


параметрически изображають огибающую, находимъ, что угловой коэффи- 
. * 4 
щенть касательной къ этой кривой въ той же точкЪ есть отновеше 4, 
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получаемое изъ выраженй 


3" (2) 4, ау -=\ (2) 4. при я-а 


5 


Ч У , 
Ув, и 


Дая доказательства теоремы надо показать, что 
ЗЕ (№ у. 2%) 


потому что это равенство выражаеть, что касательных къ огибающей и 
огибаемой въ общей ихъ точкЪ одинаково направлены и слфдовательно 
совпадають. 

Замфчая, что выраженя 


#=(а), ут (а) (п) 
знождественно, (т. е. при всякомъ а), удовлетворяють уравиеяамъ 
Рау РР. (в, я) = 0, (4) 


потому что уравнешя (ЦП) получаются изъ (А) рыпетемь относительно 
хи, будемь имфть изъ уравнешя 


Е (а) =0, 
дР 48 Рау ЭР 


др аа бу а Ия = 
или 

и а №! (2) =0. У) 
потому что 
а отеюда 


при всякомъ 2, что и требовалось доказать. 

Въ частномъ случаф, когда огибаемыя лини будуть ирямыя, огибаю- 
щая будеть кривая ливйл, къ которой всф огибаемыя прамыя будуть ка- 
сательными. 
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Замъчаше. Уравнеше (Т\) не опрадфляеть отношеня 


и 9 . 9 ы 
вы др =0 и ди = 5) 
Точки кривой . 
Е (пу, а) =0, 


координаты которыхъ удовлетворяють уравпенямъ (\). назынаются 060- 
бенными. Если на каждой кривой даннаго семейства есть особенния точка, 
то общее место такихъ точекъ войдеть въ составъ лини, изображаемой 
уравнешемъ 


Фу = 0, 
получаемымъ черезъ исключеше о изъ уравненй 
4Р 
Р (х, 9,4) =0, да = 0. 
Въ самомъ ДЪЛЬ. положимъ, что 
ФЕ (а), у=\ 8) (Ув 
удовлетворяють при всякомь я уравненямъ 
9 9Р 
Рио = % =0; 
тогда, дифференцируя первое изъ нихъ по а, получимъ 
Е 9Р эр 
у и 6 
что, въ силу другихь двухь, приводится къ 
г 
да = 0. 


Слфдователью, выраженя (УТ). изображаюцщия координаты особенной 
точки, удовлетворять и уравненно 


Ф(х, у) =0, (УФ 
получаемому черезь исключене а изъ уравнены! 
- 9Е 
Р (а, у =0, зи = 9, (4) 


что и требовалось доказать. 


Изь предыдущего вытекаеть, что при указанномъ способ розыскашя 
огибающей мы получаемъ уравнеше 


Ф (2. = 0, 


которое изображаеть и огибающую и общее мЬсто особенныхь точекъ, 
еели 06 эти кривыя сущеетвують, или одну изъ нихъ, если другой не 
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существуеть. Бонечно, если нФть ни той, ни другой, то результать исклю- 
чешя а изъ уравневй (4) никакой лини не изображаеть. 

Примюрь. Положимтъ, что уравнеше лиш даннаго семейства есть 


Е) - ба =0 


тогда. 
Е, = 9 (ва) 


исключая а. находим 
ии) == 0. 
откуда 
9=4(2) или у=0. 
Первое изображаеть огибиюииую, второе— общее мьсто особенныть точекь. 
Въ самомъ дЪлЪ, при у = 0 и т == а удовлетворяются уравнешя 
Е 


Е=0, = Ри — за =0, 


г 
фри — № #} =0 


откуда и видно, что у = 0 есть общее мЪето особенных точекъ. 
Общее уравненше огибаемыхь лийЙ можеть быть задано въ видь 


Риу о, (8) 
тд я и В перемфнные параметры, связанные нфкоторымъ уравненемъ 
%9=0. (6) 


Выражая изъ уравненя (6) напр. 8 черезь а и подставляя въ (5), 
мы сведемъ этоть случай къ разсмотрьиному выше, такъ какъ уравне- 
не (5) будеть тогда заключать въ себЪ одинъ независимый перемфнный 
нараметрь 2. Для вывода уравнешя огибающей можно поступить слЪ- 
дующимъ образомъ: присоединимъ къ уравненно (6) уравнеше 


6 
Рена Рио, @ 
у р ва 


нолученное дифференцироватемъ (5) по а, причемъ 8 надо разсматри- 
вать какъ функцию оть я, опредфляемую уравнешемъ (6). 
Уравнене (6} даеть 
9,9% _ 
9 08 4а — 


23 
взъ котораго д, выражается черезъ д и В, а именно: 


0, 


Подставивъ это выражене въ уравнеше (т) и исключивь аи В изъ 
Урааненй (5), (6) и (1), получимъ уравнеше огибающей. 
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Само собой понятно, какъ нзло поступить въ томъ случаЪ, когда 
уравнен!е огибаемыхь задано въ видЪ 
Руа, В, р = 
причемь и парамегровъ а, 8. ... 1 связаны (»—1) уравнешями. опредф- 
ляющими (и—1) изъ нихъ какъ функщи оть одного независимаго. 
Примиры. 1) Найти огибающую эллипсовъ 


9 


1, при услови +8 =. 


тдЪ {+ постоянное, т. е. огибающую концентрическихь эллипсовъ, у ко- 
торыхь длины осей перемфнныя, но сумма полуосей постоянная. Диффе- 
ренцируя по <, получимъ 


а? у 4 83 
вт р &_ 0, ВЕ-Ь 
я а аа 
сльдовательно, 
пи т ‚. Ро 
и или ЕЁ р 
2 8 а 8 а+3 { 
откуда 


ар 


а, 3 у, 


5 


а у = М 
—- уравнене огибающей. 


3) Найги уравнеше огибающей прямыхь ливй 


Е 
РУ 


а при усломи а? + = 


, 


гдЪ } —постоянное. Въ этому сводится вопросъ о розыскани огибающей 
различныхь положешй прямой лини, отрёзокъ которой между осями 
прямоугольной системы есть постоянное число {; потому что, обозначая 


отрЪзокъ низ оси 0х черезъ я и на Оу черезъ 3, будемь пидль для вся- 
каго положеня прямой 


Е аа =Г и “+ Р-Р. 
Поступая по изложенному правилу, находимъ 
Еа у @8 
—а— 2-0) ава +. Ва3 = 
98 а х ау х 


Е 
да 31 3—0 ав в — д: 


отсюда В ро 
= н, у= и или ар, В = Ру 


и, въ силу уравнешя а + 83° = р, 
ду Р. 
Огибающая нашихь прямыхь во второмъ примфрЁ та же самая, какъ 
и огибающая эллипсовъ въ первомъ нримфръ. 
Замьчане. Если общее уравнеше огибаемыхь задано въ вид 
2 у) +9 у) =0, (8) 


т. е. если параметрь а входить въ него линейно, то, взявъ производную 
по я и приравнявъ ее нулю, находимь 


Фа =0. 
Въ силу этого уравненя, первое обращается въ 
«Я =0, 


ий оибающая въ этомъ случаф изображается системою уравненй 
$ (3) =0% щи =0, 
которыя опредфляють одну или нфсколько отдфльныхь точекъ, черезъ ко- 


торыя проходать всё огибаемыя лиши (8), какъ то видно по самому 
уравнению ихъ. 


$ 10. Эволюты плоскяхъ Еривыхъ. 
1. Нредставимь себф нЪкоторую плоскую кривую 
#=3(), УЕ ( 
и непрерывный рядз нормаяей ея вЪ различныхь точкахъ. Огибающая 


нормалей илоской кривой называется ея эволютою. Уравнеше нормали 
ВЬ какой-нибудь точкВ, какъ извфетно, ееть 


(б-р + (Уи =0. 2) 


ИзиБняя параметръ #, значеше котораго отличаеть одну нормаль оть дру- 
той, получимь непрерывный рядз прямыхъ, и огибающая этихъ прямыхъ, 
Т. е, эволюта данной кривой, будеть кривая. къ которой, по освовному 
свойству огибающихь, веф нормали данной кривой будуть касательными. 

ы найти уравнеше эволюты, надо присоединить къ уравненио нор- 
мали второе уравнеше, получаемое дифференцироватень перваго по 
параметру, и исключить этоть параметрь изъ этихь двухъ уравненй. 


В. Поссе, Диффорзыц. в изтетральм, кознедеяы. 15 
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Виьсто этого, конечно, можно рЫзшить эти уравнев1я относительно Хи У 
и получить параметрическое изображене эволюты въ видЪф двухъ урав- 
ненй, дающихь выраженя координат каждой ея точки въ функщяхъ 
оть одного перемфннаго параметра. 

Теорема Г. Характеристическая точка нормали къ плоской кривой 
65 данной ея точкь (т. е. предъльное положене точки пересоченя 
этой нормали съ нормалью в5 точять, безконечно-близкой кз данной) есть 
ценирз кривизны в5 данной точкь. 

Доказательство. Разсматривая ординату у данной точки на данной 
кривой какъ функлию оть абсциссы ея 2, напинемЪ уравневне нормаяи 


въ вид Хау о. 8) 
Неремфнная д будеть злфеь параметрь, опредфляюний положене нор- 
мали. Дифференпируя уравнеше (3) по 2, находииъ Л 
Щи =о (4) 
Координаты Х, У характеристической точки нормали удовлетворяють 
уравнешямъ \3) и (4); рышая ихъ находимъ 


Формулы эти и доказывають теорему, потому что точка (Х, Г). ими 
опредъляемая, есть ченирв кривизны въ точк% (2, у). какъ видно изъ сравне- 
нетя формул (5) съ формулами, опредфляющимн координаты центра 
вривизны ($ 8, и° 2). 

На основаши этой теоремы. можно установить новое опредфлене 
эволюты плоской кривой, а именно: 

Эволюта плоской кривой есть общее мтсто центровь кривизны 
этой кривой, такъ такъ огибающая есть общее мфето характериети- 
чесвихьъ точекь огибаемыхь, Нормаль 65 данной точкь М на кривой 
будетз касательная кз ея эволютть, и точка касанёя ея сз эволютою 
есть центуь кривизны С 65 данной точкь М. 

Теорема 11. Длина дузи эволюты СС, ‘равна ‘разности между дли- 
нами 'родбусовь вривизны М, С, и МО данной кривой в5 точкаль М, и М, 
соотеътетвующиль концамь душ Си О, (черт. 36). 

При этомъ подразумфвается услоше, что при переходв отъ точки М 
къ точ М, по данной кривой радуеь кривизны измёняется постоянно 
въ одномъ изправленнт, т. е. или постоянно возрастает или постоянно 
убываеть. 

Доказательство. Обозначая черезъ (л, у) координаты точки М на 
данной кривой 

#—=20). у—$0, 
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черезъ ($. 1) координаты соотвфтетвующаго ей центра гривизны С на эво- 
лютЬ, черезъ * ращусь кривизны МО. будемъ имЪть 
$ бя ми, (6) 
6—2 @- 9—5, (т) 


лакъ Башь точка (2,7) лежить на нормали въ точь М. Величины :. 1, 7 
извфстныя функши отв $, и уравнешя (6) и (т) справедливы при вся- 
комъ значени #. При непрерывномь измфнеши {. точка М {х. у; описы- 
ваеть данную кривую, а точка С (Е, 1) ея эволюту. 
Дифференцируя уравнеше (6), находим 
Ел + -фм-. 

или, въ силу уравнения (7), 

#2 
Замфчая, что прямая МО, касательная къ эволють, есть нормаль гъ дан- 


ной кривой, т. е. перпендикулярна къ касательной М1’. будемъ инфть 
по условшю перпендикулярности двухъ прямыхъ 


= 0. (9) 


+ (1—9) 41 = #4. {8 


(1 4 ; 
потому что Я и з выражають угловые коэффищенты касательныхь къ 


данной кривой и ея эволютё въ соотвфтственныхь точкахъ Мис 
Равенство (9) можно написаль въ видф 


а 

аа Е ^ 

и поэтому вмБсто уравнен:я (т) получимъ 
Е -да-а-и-о, (10) 


замфнивъ въ (т) числа 4х и 4у числами @л и — Ч, имь пропоршо- 
наяьными. 

Изь уравневй (8) и (10), черезь возвышено въ квадрать и сложе- 
не, находихъ 

[Е — 2 -- а — УИ - ат] = а? пли - Фр = 4. (Ш) 
Обозначая черезъ с длину дуги С.С эволюты, отсчитываемую оть про- 
извольно выбранной точки Су, будемъ имфть 

Я ар = а9", 

и уравнеше (11) даеть 4? — 4, (12) 


Отсюда слфдуеть Фа, 


причемь знакъь -- надо взять въ томъ случаЪ, если а и х одновременно 
15* 
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возрастають, а знакъ (—), если, при возрастани с, ^ убываеть. Для 
опредфленности остановимся на второмъ предположени, согласвомь съ 
чертежомъ (черг. 36). (Заключене будеть такое же и при другомъ пред- 
положении). Итакъ, положимь 

— =, 


тогда. 
ь Чу =0, г с = постоянному, 


и, слёдовательно, обозначая дугу С.С, черезь с, а радусь кривизны 
М.С, черезъ ’, будемъ имфть 
— МС, 


Г, 91 ==7 4-6 ИЛИ 9—3, 


- и те 00, = М, 


что п требовалось доказать. 

Данная кривая, по отношеню къ эволютЪ, называется эвольвениою. 
Доказанное свойство эволюты приводить къ нижеслфдующему способу 
черченя эвольвенты по дан- 
пой ея эволютБ. Взявъ гиб- 
кую нерастяжимую нить, 
укрфпимъ одинъ ея конец 
въ пкоторой точк$ С, дан- 
пой эволюты, вытянемъ 
вить по касательной М.С, 
хь эволютБ и обрыжемъ 
пить въ точкЬ № › на эволь- 
вентв. Если затЪыъ будем 
вавертывать нить на эво- 
люту. удерживая нить на- 
тянутою, то, вслфдетве по- 
стоянства длины пати. сво- 
бодный ея коненъ булеть 

Рис. 36. описывать эвольвенту, таБЪ 

какъ при этожъ. очеваядно, 

разность между прямолинейпыми частями пити въ двухь различпыхь ея 

положешяхь всегда будеть равна обогпутой по эволютЬ ея части. Этимъ 

способомь объясняются и пазваня: эвольвента (развертка) и эволюта 
(развертываемая). 

2. Эволюты кривыть 2410 порядка, чиклоиды и лоариомической 
спирали. 

Приложимъ теперь общее правило для розыскашя эволють плоскихъ 
кривыхъ къ наиболфе замфчательнымь частнымь примфрамъ. Эволюту, 
какъ мы зпаемъ, можно опредфлять какъ огибающую нормалей или какъ 
общее мфсто центровъ кривизны въ различныхь точкахъ дапной кривой. 
Въ дальньйшихь выкладкахъ мы будемъ пользоваться первымъ ея оире- 
дЪфлешемъ; при этомъ будемъ обозпачать координаты точекъ на данной 
кривой черезъь фи у, уравнене нормали въ точк® (7, У) будемъ писать 
ВТ ВИД 


т 


Е) -+и-з94у=0. в 
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обозпачая черезъ и \ координаты любой точки на нормали; величины 
2. у, Ив, Чу въ каждомъ частпомъ примбрБ будуть извфстныя фупкци 
оть одной независимой перемфнной, которая и будеть перемфппымъ па- 
раметромъ въ общемъ уравнейи нормали. Въ уравненшо {Т) падо бу- 
деть присоединить уравлеше, получаемое дифферепцировашемъ по этому 
параметру, причемъ 2 и у падо припимать за постояпныя, Рёшая урав- 
пеше (Г) и присоединенное къ нему относительно и *. получимъ яа- 
раметрическое изображене искомой эволюты; исключая изъ этихъ урав- 
ней параметрь, получимъ уравнене эволюты въ вид зависимости 
между Е и т. 
А. Эволюти параболы. Уравнеше параболы 


у = 3х. (1) 
Уравнеше нормали Ежа -фии 0: ©) 


изъ уравнешя (1) 
учу =рае, © 


послф подстановки во (2) получимъ 


_ ЗМ — 
| < 


Дифференцируя по параметру у, находимъ 


— 1-0. (4) 


Рьшая (3) и (4) относительно & и 1, получаемь 


Е ЫЕЯ у ; 
ЕР, =. {5} 
Р р 

Уравнешя (5) даютъ параметрическое изображен!е оволюты параболы. 
Исключая параметръ у, находимъ уравпеше эволюты 


Бр". в 


Эта кривая называется юолукубическою параболою. При-у = 0, для вер- 
шины параболы, находимъ изъ (5} 
$=р 1=0. 

Точка С’ на эволютБ (черт. 37) есть центръ кривизны въ точкф О. Въ 
Этой точ эволюта, касается оси параболы. потому что эта ось есть нор- 
маль въ точкЪ 0. Шри «р, 1-— мвимый; при $22 р, каждому значе- 
ню Е соотвфтствують лва, зпачен!я т, равпыя и противоположныя по знаку. 


Замичане. Въ точкь О радусь кривизны есть нилипеш по отноше- 
ние къ смежнымъ. Длина — СС, эволюты равна разности М,С, — 00; 


— 66, = М,0, — 60 и -- 0,66, = М, С, + М,6, — 200. 
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Теорему П о дланЪ дуги нельзя буквально примфнять къ дугЪ С.СС,, 
потому что радусь кривизны при движенш точки по параболЪ отьъ М, 
въ М „ при переходь черезъ точку 0. 
проходить черезъ инашеит, а не из- 
мЪняетея постоянно въ одномъ на- 
правлен!ч. 

В. Эволюта эллитса. Задаемъ 
эллипеь уравнешями 


й ж=азйй, у=6 008, (а>8. (1) 
отсюда 
' 47 = в 6054 Чу= —05т# 4, 
Чери, т. Уравнеше нормали 
Е) а -+и-уч=о 
даоть а (Е — 310 603 —6 (1 — 06058) Ш ЕЁ = 0, 
ИЛИ 


9005 — бузтё — (а — 67) сов т Ё = 0. (2) 
Дифференцируя по & находимъ 
аЕзтЕ — 6108 — (@ — №) (60° — 8178) = 0. (3) 
Изь (2) и (3) инфемъ 
р _р 
= 5; 1= ы г 5 


[2 
Эти уравнен!я параметрически изображають эволюту эллипса. 
Для исключеня # изъ уравненй (4) замфчаемъ, что 


: & \* $ ы 
Ка (==), 60$ё = (Я) 


Возвышая въ квадрать и складывая, получимь уравненю эволюты 


а, (9. 
веде ь (=) (=) ь, 


Изь формуль (4} имЪемъ: при {== 0, 2=0, у--Ь, т. в. для точки 
В (черт. 38), Е=0, ч= — 5; это даеть точку К’, на эволють, центръ 
кривизны въ точкЪ В. Ири измфневи # оть 0 до = точка (т, у) они- 
шеть дугу ВА эллипса, а точка (2, п) дугу эволюты К,Г. 

Для точки Ё имфемъ по формуламъ (4) 


08° Е. {4) 


СЗ с 
5, =, 1=0; ОК,> 0, 


потому что ее, при в > 8. 
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Вся эволюта эллипса состоить изъ +{-хъ частей, равныхъ разсмотрън- 
ной части К,Г. Точки К к К, могуть лежать внутри и внЪф эллинса, 


в 
потому что ; можеть быть меньше или больше $, смотря потому будеть ли 
= — Ро ии >, т.е 2 или >28. Точки Би Г, всегдь 


Черт. 38. 


внутри эллипса, потому что «’ — {< н?. Длина всей эволюты эллипса 
равна 


45,Г-=4(ВК, — 4Ё) ау (в 2] = 


Поступая какъ въ предыдущемъ случаф, найдемъ 


2 с 
$ =аятр 1= 5 90 
и Е рб 
я: 
с с 


Где ==. 

0. Эводюта циклоиды. Основываясь на томъ, что центрь кривизны 
точки № (черт. 39) на циклоидВ находится въ точёф М’ на нормали 
въ разстоящи равномь 2ММ оть точки М, при помощи весьма простых 
теометрическихь соображенй можно убфдиться въ томъ, что когда т0ч- 
ка М описываегь циклоиду, то точка М’ также описываеть циклоиду, 
равную данной, т. е. такую, которую можно совмфетить съ данной, но 
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иначе расположенную; циклоида эта описывается точкою М’ окружности 
круга, равваго данному, катящагося безъ скольженя по прямой Ву, || Ох, 
отстоящей оть Ох на разстояни равномъ Жаметру даянаго круга. Чтобы 
въ этомъ убфдиться, очевидно, достаточно показать, что для всякаго по- 
ложеня точки М соотвытствующая ей точка М’, опредфляемая равея- 
ством ММ = ММ, 

1) лежить на окружности круга №№, равнаго данному, и 

2) чо — АМ! = В, №. 

Для этого замфчаемъ, что равенство М'М№ == ММ влечеть за собою 


Черт. 39. 


равенство треугольниковв МОМ и М'С, М, тдЬ С, есть центръ круга 
М№М№, а отсюда вытекзеть, что 


М'С, = Мб = а, 
т. в. М’ лежить на окружности №№'. Далфе 
— ИМ= -— ММ = ОМ =0Е - МЕ = а" — МЕ, 
а 7 — ММ! = ак — (- ММ,, 


слдовательно, 


> ММ! = МЕ= В,№, 


что и требовалось доказать. 
Аналитически къ тому же результату придемъ, примфняя общей спо- 
собъ розыскавя эволють. Для циклоиды имфемъ 


2=а(— 1%, у=а(1— с03 8, (0 
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С 
теюда, Ир =а (1 — 0088) @, Чу=азтЕ а. 


Уравнеше нормали будеть 


1 — 605 #) + узтё = (1 — 0038. 
Лифференцируя по #, получимъ 
т 1608 — 4 (1 — 608 ё -- Ё 8 ®). 


Рышая относительно 2 и 1, находимъ 


=4 (1-38, 1= —@(1-— 6054). 
Полагая #, = < — & получимъ 
Е а (= — В -+ за), у= фа (1 608 /,). (2) 


Перенесемь начало координать въ точку В‚, координаты которой 
равны ОЕ = ат и (— ЕВ,) = — 24. и паправимъ новую положи- 
тельную ось абециесъ оть В, къ ,. Обозпачимъ коордипаты дентра кри- 
визны отпосительно повой системы через Е, п %; по формуламъ пре- 
образоващя координать имфемъ 


Е Е ат, = — 24 или ; =ап— № Л. = 9. 


Подставляя сюда выражешя & и у изъ формуль (2). получимь 


Е =а(н — зв &), щи 0086). (3) 


Эти формулы соверменно подобны формуламь (1) для & и у и по- 
хазываюгь, что уравнеше между &, и 1, получаемое исключешемъ #, 
изъ уравненйй (3), т.е. уравнеше эволюты, отнесенной къ новой систем 
осей, будеть тождествепио съ уравнешемъ данпой циклоиды, получае- 
мымь исключешемъ # изъ уравненй (1). Слёлдовательно, эволюта есть 
циклоида, равная данпой и расположенная относительно осей Б‚г, и 
Вии, такь же, какъ данизя отпосительно Оз и 0у. 

Е. Эволюта лозаривмической спирали 

р = 22". 
Припонияая, что радусъ кривизны для этой кривой 
/. 1, 

= у 2 я (№) = Им, 
т. е. равенз полярпой длин$ нормали, а центрф кривизпы точки М, сл- 
довательно, находится въ М ва прямой ОМ. ОМ (сн. черт. Эт), тот- 
часъ пайдемь уравпеше общаго мфста точекь М, т. е. уравпеше эволюты 
плогариемической спирали. ДЪйствительо, полярпыя координаты точки 
№ (р, 6,) опредфллютея формулами 


в=ом ® ат", 6, = Д МОХ 6 


Слфдовательно = 
р, == пе” .-5 
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будеть полярное уравнеше эволюты логариомической спирали. Легко ви- 
дфть, что это уравнеше изображаеть логариомическую спираль, равную 
данной, но только повернутую на извъстный уголь; въ самомъ дЬлЬ, 
оставивъ полюсъ О на мЪетф, примемъ за новую полярную ось прямую. 
образующую съ осью 0х нфкоторый уголь а, и назовемъ черезъ 6, уголъ. 
образуемый радусомъ-векторомъ р, съ новою полярною осью, тогда, 
очевидно а 


Уравненше эволюты относительно новой оси будеть 


р, = ате" += =— 
и, опредфлавъ а изъ услошя , 
м (ат т_1 а < _ т 
те ( ы Б теа 5 т 09 щ или а 5 т’ 


получимъ уравнеше эволюты въ вид 
ра = ае"®", 


тождественномъ съ урзанешемь данной спирали, 
Итакъ, эволюта логариомической спирали есть также логариомиче- 
ская спираль, совифщающаяся съ данной при поворотв на извЪетный уголъ. 


$ 11. 0 юприкавающемея кругВ. Сомрикасающимся круомз въ дан- 
ной точкЪ въ данной кривой называется предфльное положеше круга, 
проходящаго черезъ данную точку и друя двф, безконечно къ ней близ- 
вя, на данной вривой. 

Теорема. Соприкасоющййся круз совпадает» с5 круюмь кривизны. 

Для довазательства положимъ, что 


=) 
есть уравнеше данной кривой, а 
(Х — а} + (У— В): — № =0 


уравнеше искомаго соприкасающагося круга. 
Выражая, что кругь проходить черезъ три точки (2, у), (2, у), 
(*„, уз} на данной кривой, имвемъ 


ии -В=о фи — №0, 
(в, а + Е 0, 
УИ, и = (а), у, = Г(а). 
Обозначая черезь $ (2) функщю 
0 =@— +) — В — №, 
можемъ написать вышеприведенных уравнен{я вЪ вид» 


4 =0, ха) =0, 9) =0, 


тд 
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показывающфя, что фупкщя $ (2) обращается въ О при #=2, #=%, 
на „. Но теоремф Ролля заключаемъ, что первая пропзводпая $’ (2) 
иифеть нфкоторый корень &, между хи х, и другой #, между #2, и х,, 
з вторая производная ф" (2) — корень #, между &, и &„ Съ приближе- 
Немъ 2, их, къ х, числа &, 2, и &, также будуть имфть предьломъ х. 
Слъдовательно, для предфльнаго положешя круга, проходящаго черезъ 
точку (2, У) п двЪ безконечно къ ней близыя, будемъ имфть уравнешя 


тд $®=0, уф =0, иф=0, [о 
(= {0—2} + [1 (2) — 1 — В или 9 (= (р — (уф ВР В. 


Уравненя (1), слЬдовательно, даютъ 
(#— а) (у- В’ — В: 0; фа (у_ Ву; ту +В" =0. 
Опредфляя отсюда я —х, 8 —ун А, находныь 

ту ау”) 


8— ут 1-2 я” 


[А 
га | у 
изъ которыхъ видно, что В равенъ радуусу кривизны, и что (а, 8) центрь 

Бривизны, что и требовалось доказать. 

Теорема. Соприкасающияся круз вообще пересъкаетг кривую; солри- 
хасающенся круш не пересокаеть кривую лишь вз тльть точката, вз ко- 
зпорыть кривизна тататит или татётит. 


Для того чтобы доказать эту теорему, сперва замфтимь слфдующее. 
Положимь, что двЪ кривыя 


(1); (ву) =0 и РУ =О (2) 


ихЪють общую точку М, т. е, что при нфкоторомъ данномъ значени 2, 
значеня у, выведенныя изъ (1} и (2) ураввеня, равны между собою. 
Положимъ, что изъ ( 1} уравненшя получаемъ у — 2, (2), в изЪ (2} у= т, (2). 
По условно, при данномъ значент 2 — 4%, 
$: (в) = Фа (2). (а) 
Возьмемъ на данныхь кривыхь точки М, и М‚, смежных съ общею 
точкою М, соотвтствующфя абсцисс 2=х, + #; ординаты точекь 
М, и М, будуть соотвфтетвенио равны $, (2 + #) и $, (% +2), и 
разность этихь ординать 6 = $, (1 + 2) — ф, (25 + #), разложенная 
по Тейлоровой формул, представится, въ силу условйя (а), слдующииъ 
образомъ 


в 
= (р, (о) — 9. И, во — а + 


в 
таз" (6%) — 3", в} + 


При достаточно маломъ #, знакъ 8 будеть опредфлаться знакомъ члена 
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пзинизшей степени относительно #. Поэтому, если 9", (%,) — 4", (я) 
не — 0, то знакъ $ будеть одипажовъ со знакомъ числа 


Ар’, о) — 9, о 


Это число измфняеть знакъ при измЪнен{и знапа й, такъ что, при пзм$- 
неши # въ предфлахь (—@, + я), гдф х достаточно малое положитель- 
ное число, 8 переходить изъ -+- въ — или наобороть. Геометрически 
это зпачить, что кривыя (1) и (2) иереськаются въ точк$ М, т. с. точки, 
смежныя съ М па кривой (1), лежать по разныя стороны относительно 
кривой (2). Если кромф условя (а) имфеть мфсто еше равенство 


' 
Е 


$: (29) (ть, а (о не = 9", о), (6) 


т. е. если кривыя (1) и (2) иыЪють въ точёф М общую касательную, 
но различпыя кривизны, то знакъ 8 одинаковь со знакомъ числа 


и слБдовательно остается безъь изыЪненя для вефхъ зпачешй # въ пре- 
дЪлахь (— фи (- <). Въ этомь случаф кривыя (1) и (2) не иереси- 
каются въ точкф ДГ; точки, смежныя съ М на кривой (1), лежать по 
одпу сторопу оть кривой (2). Обобщая сказанное заФсь, приходныт къ 
тому заключенно, что если имфють место равенства 


фа (8) = фь (4), 4: (о) (го), 


а ИР (о) не = в (2), 


Е (А 


то, при р нечетномь, $ сохраняеть знакь при измнени № оть — я 40 
— % а при р четпомъ, 6 ифняеть знакъ, потому что знакь 8 опредф- 
ляется знакомь числа 

фт х Ё . 

рить — аз 


въ первомъ случаЪ кривыя (1) и (2) м хереслкаются, а во второмь 

‘переслькалются въ общей точкф Мих =). При выполненуи условйй (А) 

говорять. что кривыя (1) и (2) имфють въ точкЬ М касане порядка р, 

такъ что, когда порядокъ касанйя число печетное, то кривыя не пересЪ- 

каются, а когда порадокъ касаня число четное, то кривыя пересБкаются. 
Условя пасаня порядка р кривыхъ 


(1) ву=о в Рщу=о (2) 


ВЪ ТОЧЕБ г = 4, состоять, какъ видимъ, въ томъ, что значешя у и ео 
проязводныхь до порядка р включительно, при 5 = %„ выведенный п?Ъ 
уравнешя (1), соотвфтствеппо равны значенямь у и его производныхъ, 
выведеппыкъ изъ уравпения (2), при томъ же зпачещи 2, 

Положимъ теперь, что кривая (2) есть кругв кривизпы или сопри- 
касающййся кругё къ кривой (1) в точк$ 2 = х,. В таком случаф, 
кривыя (1} и (2) будуть имфть въ общей точкф общую касательную в 
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одинаковую кривизну, а потому будемъ имЪть 
(лы =), 9), 6’, о) = 4", о, 
какъ то видно изъ выражешя рад1уса гривизпы 


(у) 


Если при этомъ $”, (2) не = $”, (2), то касаше будеть второго, 
(четнаго) порядка. и, слФдовательно, вообще соприкасающися кругь пе- 
‘респваеть кривую, что и доказываеть первую часть теоремы. Порядокъ 


касашя повысится до 3-уЪ, при выполнени условя 


а (о = $", 4), 0) 


и тогда ВЪ точкБ 2 = х, соприкасаюлийся кругв не перескаеть ври- 
вую. Не трудпо показать, что услове (91 имфеть мЪето въ томъ случа», 
когда ВЪ точкф д == 2, кривизна 


1 у’ 
ии 
данпой кривой пахшиив или липипит. Въ самомъ дЪлЬ, значен!я х, для 
1 . т: ; 
воторыхь ; тахшииа или пупипит, удовлетворяють уравпешю 


Ч 1) 
ря 2} = 0. 
Ч г 
1 
Вычислая производную отъ т по +, находимъ 


Га ( ;) _ а -уи" — 


48 \* (УЕ. 


+ 


и получаемь уравнене 
{1-е у) и" — ЗМ" =. 0. [3 


Такъ Что, если въ точкф х = х, кривизна тахшиий или птииий, то 
п [ОР 2" о — 39 уе", р = 0. (®) 


Съ другой сторопы урзвнеше (Т) удовлетворится при любомъ значе- 
ни х, если нодь у, У, У", У" понимать функщи 


$» (8). 9, (а. 9.18). д", 


ваятыя изъ уравнешя соприкасающагося круга, потому что уравнеше (Т), 
равносильно услов!ю 


которое справедливо для всякой точки на окружности круга, такЪ какъ 
1 . 
$ есть число постоянное для круга. Слфдовательно, уравнеше ‹®) обта- 
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нется справедливымъ и для функши $, (5). а потому при равенствахь 
$, в) =, (в. и, (2), 


получится и 9", (2) = 


что и надо было показать. 
Для упражнемя предлагаемъ найти тЪ точки на кривой 2-го порядка 


у = Эра + т, 


для которыхь имфеть мЪето уравнеше (1). и убфдиться, это эти точки 
будуть вершины кривой, 


$ 12. Првкфры овобенныхь точевв нлоской кривой. 


Особенными точками плоской кривой /(7, у) =0 мы вазваяи точки, 
коордипаты которыхь удозлетворяють уравнемямъ 


ино Ио 9 

т. Ге и=о ду 0. вы 
Не останавливаясь на вопросЪ объ опредЬ- 
леши формы кривой въ смежности съ особенною 
точкою, вопрос вообще сложномъ, мы ограни- 
чиися здъсь указашемъ различныхь родовъ 060- 
бенныхъ точекъ и приведешемь нЪкоторыхь 
примфровъ. Алгебраическя кривыя могутъ имфть 

особенныя точки слфдующихь трехъ родовъ: 
1} Аватныя (двойныя, тройныя и т. д,) или 
узловых точки, въ которыхь пересекаются нЪ- 
Черт. 40. сколько различныхь вфтвей кривой, имфющихь 
различныя касательныя въ общей точьЪ (черт. 40). 
2} Точки возврата, въ которыхъ встрёчаются двЪ или нЪсколько вЪт- 
вей кривой, имфющихь въ этой точкф общую касалельную (черт. 41). 


м т 
Черт. 41. 


При этомв различають точки возврата 1-го рода, когда двф вЪтви 
кривой лежать по разныя стороны касательной, и 2-го рода, когда эти 
вфтви лежать по одну сторону оть касзхельной. 

3) Нзолированныя или уединенныя точки, харавтеризуеныя т%ыъ, что 
координаты ихъ удовлетворяють уравнению кривой, но около нихъ можно 
описать кругъ достаточно малаго ралёуса, не пересвкаюций данпой кривой. 
Транспендентныя кривыя могуть кром$ перечисленныхь выше, имфть еще: 
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4) Точки уаловыя или выдзоиияся, въ которыхъ направлеше касатель- 
ной къ кривой представляет разрывъ непрерывности, такъ что касатель- 
ная въ точки М, по мрЪ приближешя М, къ М, стремится къ предфль- 
ному положеню МТ, а ка- 
сательная въ точвЪ М,» по 
иЪрф приближены М, къ М, 
стремится къ другому пре- 
дЬльному положен 2.7", не 
совпадающему съ первымъ 
(черт. 42). 


Черг. 42. Черт. 48. 

5) Точки ярепращеная (черт. 43), характеризуемыя тфыъ, что около 
такихь точекь можно описать достаточно малымъ радусомъ окружность 
круга, пересфкающую кривую только въ одной точЕЪ. 

Примпры. Г) Раземотримъ кривую 3-го порядка 


ии -е-зе-э, 


= (#— 3) У 5, УЕ1 [Ув 


Пра #=3. у=3, у =1+1, т.е. у’=0 для одной втви и "= 
для другой, 

Значеня у вещественны при 2 > 3 и при < 3 вю >2. Слёдова- 
тельно точка (3, 3) двойная, въ которой яересвкаются двЪ вЪтви кри- 
вой, имфюцуя разныя касательныя ВЪ точкф. 


Пр аи) 
или у (а— 2) У 3, 
точка х = 2, у= 2— изолированная, потому что при == 2 = 4. 
У—3=У—1-=} мнимый пре [#| < ./ 
Для кривой Г 
Убе 2), узи а—3 Ув у ЗУ: 


тозка х = 2, уг 2 точка возврата, потому что въ этой точ два 
значев1я у’дфлаются равными единииь, у вещественный при & > 2 и 
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инихый при х < 2. Слёдовательно въ этой точёЪ встрфчаются двф вфтви 
кривой, имфюпуя общую касательную. Замфчая, что 


й 


4Уз—2 
видимъ, что при х> 2, У’ имфеть разные знаки для двухь вфтвей кри- 


вой. слфдовательно точка (2 = 2, у = 2) есть точка возврата перваго 
‘рода. Въ этой точкБ у’ =00, слБдовательно и кривизна 


"== 


Е _ и _ 
тазу 


равна безконечности, а радусъ кривизны г = 0. 
. 


2) Разсмотримь кривую у=е?”; значеше у при 2=0 не опредф- 
ляется этою формулою; замфчая, что 


1 
пред. [ 9—0, если #<0, (—® =0), 
: 


а пред. [-, = 00, если > 0, (е** == сс), 


мы можемъ принять, что вфтвь кривой, соотвЪтетвующая отридательнымъ х, 


У 


Г Хх 
Чери. 41. 


начинается въ точь (0, 0). ВЁтвь, соотвтствующая положительныиъ #, 
имфеть ассимптотами ось у-въ и прямую у = 1, потому что 


пред. у— 1, при 5 = + 5, и пред. [2],-.+.= 0. 


Точка 0— точка иреяращеная (черт. 44), 
3) Раземотримъ еще кривую 


д 
у= — 


Замфчая, что пред. [у]. „=0 | = 9}, можемъ принять, что кривая 
проходить черезъь начало координать (0, 0). Въ этой точкБ угловой ко- 
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эффищенть касательной 
‚ у 1 
У = пред. | „| = пред, Г|. 
= 1-е == 


Вогдах приближается къ О отъ значенй < 0, у’ стремится къ предёлу 1, 
потому что а 
пред. [=] =0, (#< 0); 


а когда 2 стремится къ 0 оть значенй > 0, пред. у’=0. потому что тогда 


й 
предьть [еее (#>0). 
Слёдовательно точка (0, 0) есть точка угловая (черт. 42). 
$ 13. Еривыя двоякой кривизны. Кривая неюлоская называется кри- 
вою двоякой кривизны. 
1. Ооприхасающаяся плоскость кривой двоякой кривизны. 
Соприкасающеюся плоскостью къ данной кривой въ данной точкВ М 
называется предфльное положеше плоскости, проходящей черезъ каса- 
тельную прямую МТ. и точку М,, безконечно-близкую къ М. Обовначая 
координаты точки М черезъ 
2=$(), у=$4) #=%0, 
а координаты точки М, черезъ 
$ (@-й), у, = (--№) 2 = (+1), 
напишемъ уравнеше искомой плоскости въ видЪ 
хоч В+ 02-2) =0, (1) 
такъ какь эта плоскость проходить черезь точку М (2. у, 2). 
Уравневя касательной въ точкф М будуть 


Хх _У-у 2-& ХИ 


в 7 в м чб 70 7. 
Услове параллельности плоскости (1) съ прямою (2) даеть 
Ау, +в + ое =0. 8) 


При выполнени этого условёя, плоскость (}) пройдеть черезъ каса- 
тельную МТ, такъ какъ она проходить черезъ точку М. Коорхинаты 
точки М, можно написать въ видь 


Ро 
В АКН 
—@4 = Киа 290+.) 
ЕВ = и. 
ани) 


в = (НА) = ХО, рэ“ 
т 6, 6, и, >0и < 1- 


К. Поесе, _Диффервыц, м витеграшьа, печвслены_ 16 
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Услове, выражающее, что плоскость (1) проходить черезъ точку М,. 


дать Че, +В +0а-—)=0 
принимал во вниман!е услове (3). находимь отсюда 
Аа" (4-66) -- Ва" (Ев) бен) = 0. {а} 


Коэффищенты А, В, С въ уравневи плоскости МТМ, удовлетво- 
ряють услошямъ (3) и (4); нредфльныя же аначешя этихъ коэффишен- 
товъ, принадлежания уравнению соприкасающейся плоскости, удовлетво- 
ряють условно (3) и 

да") В) СФ =, (5) 
въ которое обращается равенство (4) при # =0. Умножая равенство (3) 
на 4 8 (5) на @#, можемь написать эти условя въ виду 


Адх + Вау + Сад =0, АФа+ ВРу+ СФ. =0. 
Отсюда 


7: [2 
Чу: — ат Фу 42 фл — ат 42 Фу — уф’ 
3, замфнивъ въ уравневи (1) 4, В, С числами имъ пропорцональными, 
находимь уравнеше соприкасающейся плоскости 


{Чу 4: — аг 4) (Х — =) + (аа гх — а14') Уфу + 
(@еу — дуб) = 0. (6) 


Замьчаще. Соприкасающуюся плоскость можно опредфлять также 
какъ предфльное положен плоскости, проходящей черезъ данную точку 
и двЪ безконечно къ ней близшя на данной кривой. 

Доказательство этого предложеня предлагаемъ для упражненя. 

2. О первой и второй кривизнть неплоской кривой. 

А. Проведемь касательныя МТ и МТ, (черт. 45) въ двухь безко- 
нечно-близкихь точкахь М и М, на данной кривой и назначимъ на 
нихъ опредфленныя направленя, напримфрь вЪъ сторону возрастаня 
дуги АМ = 8. 

Уголь (МТ, М,Т,) = в называется угломз смежности; отношеше 
угла смежности къ длин дуи ММ, = в называется среднею кривиз- 
ною пу ММ, в предль, къ которому стремится это отношене, съ 
приближешемъ точки М, кь М, т. е. чисель ё и с кь нулю, называется 
хривизною в дамной точь М. 

Обозначая кривизну въ точкЪ М черезь с, имфемъ, по опредфленно. 


е — пред. (5). 


+ с 
Ч —-= 5 
исло В с пред. 9 


называють реф усома кривизны 


213 — 


Пусть 
#=3(). у=30, 8 = 
координаты точки М, а, 8, 7 косинусы угловь касательной МТ съ 
координатными осями, А} приращене. получаемое числомь # при пере- 
ходЪ оть точки М вь М, и Ал, АВ, Ау и Аз соотвфтетвуюния при- 
ращеня чисел а, В, Ти 5. Проведя черезъ начало координать О пря- 


Черт. 45. 


ныя ОМ и ОМ, соотвфтетвенно параллельныя и одинаково направлен- 
ныя съ касательными МТ и М,Т,, получимь 


д МОМ, = (МТ, МЛ, = в. 


Если отложимъ на прямыхь ОМ и ОМ, отрЬзки ОМ = ОМ, = 1, 
то координаты точекь М и М, будуть 


М (2, 3,7, М, (а-+Аа, В+АЗ, Т+АТ, 
потому что координаты точки № опредфляются формулами 
ОМ. соз (ОМ, 0%) = соз СМТ, 0) =а; ОМ .с0з (ОМ. бу 
ОМ . с0з (ОМ, 02) =1, 


& координаты №, получаются отсюда замЪною # на ЛЬ, т. е. а, 8, 1 на 
1+ Аз, 3+ 48, +41. Соединивъ точки № и №, прямою №М,, найдемъ 


ММ, = 3% 


2: ® 
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съ другой стороны 


ХМ, = УГАау (АВА, 


. 2 
по формул для разстояшя между двумя точками, выраженнаго въ ихь 
координатахъ. Слфдовагельно, 


1® 


25% - = У(Аа) + (АВ + (АТ " 


` 


Замфчая еще, что с = Аё и 


2 5 
пред. = =Ь 


находимъ для вычисленя радуса кривизны В формулу 


эт 
В = пред. (5) —= пред. (:) — пред. _ . 2 
25 5 ъ 
= пред. 48 — 
— (48) + ( 
т. е. 
4: ва, 3 1. 


” упайьа &’ 


Если за независимое перемфнное примемъ дугу кривой 5. то выра- 
жеше для В, которое можно написать въ формЪ 


= у [9 
( 
= #) ры 2 
я 9 
[Я 
У (=) (=) ы 
Знакъ корня въ формул (1) выбирается такъ, чтобы В было > 0. 
В. При переход оть точки М къ другой точкЪ на кривой, измЪ- 
няется не только направлеше касательной МТ, но и положеше соири- 
касающейся плоскости. 
Соотвфтетвенно этому опредфляется, такф называемая, торая кривизна 
или хрученёе кривой въ данной точкБ. 
Положимъ, что МГ есть перпендикулярь къ соприкасающейся пло- 
скоети въ точкф М. Прямая эта называетсл бинормалью для данной 


точки. Выберенъ на бинормали какое-нибудь опредфленное направлене, 
напр. отв М кв Г. 


приметь видъ 
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Представимь себф бинормаль М,Ё, въ точкЪ М‚, причемь предоо- 
ложичь, что направлеше оть М, кь Г, еь приближешемь М, къ М, 
стремитея совпасть съ направлешемъ оть Л къ Г. 

Уголь между направлешями МЁ и М,Г., бинормалей въ двухь без- 
конечно-близкихь точкахъ М и М,‚, равень углу между соприкасающи- 
масл плоскостями въ этихъ точках и называется уломг крученёя. Обозна- 


; 6 5=ММ,, 


чая уголъ кручевя черезъ <, разсматривають отпошене : 


п предфль, къ которому стремится это отношене съ приближешемь 


н з къ нулю, вазывають второю кривизною или кручещемь кривой въ 
° 


данной точкЪ, а обратную величину, т. е. предёль отношеня 
ваютъ раб!усомь второй кривианы. 
Обозначая его черезъь Т, будемъ имёть, по опредфленио. 


‚ пазы- 


т 


ин (2 


Есзи назовемъ черезъ (), р». +) косинусы угловъ бинормали въ точь М 
съ координатными осями, то для вычисленя Т получимъ формулу 


#5 


т {3) 


— уча 
получаемую изъ формулы (1) для А [радуса первой кривизны} замЪ- 
ною чиселъ (=, 3, 1) числами (^. |, >), такъ какъ опредлеше второй 
кривизны вполн$ зналогично опредфленяо первой, св тфыъ отлииемъ, 
что выфсто касательной ЛР разематривается бипормаль МГ. Числа 
О. в. %), входящуя въ формулу (3), вычисляются по формуламъ 


4 В с 


РН ПР: рае, 


ГД 1, В, С козффищенты уравненгя соприкасающейся плоскости. 

3. Главная нормаль кривой в5 данной точит. 

ТГлавною нормалью кривой лини въ данной точкБ пазывается пря- 
мая, по которой хормальная плоскость пересфкаеть соприкасающииося 
плоскость. Прямая эта перпепдикулярна къ хасательной и бинормали 
въ данной точк$. 

Теорема. Косинусы узловъ, образуемыхь злавною нармалью 65 тремя 
взвимно порпендикулярными осями координат. пропорчйональны числам 


9 1 Ш м 

в’ в. &? 11) 

10% а, 3, т косинусы узловз касательной с5 координатными осями, 
а @; — дифференщаль душё кривой. 

Для доказательства надо убфдиться, что прямая, косинусы угловъ 

которой съ осями Оз, Оу, Оз пропоршопальты числамъ (1), перпенди- 
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кулярна къ касательной и бинормали. Полагая 


& 
#8 


ча в. 


=; =#— 


и замфчал, что 

+ЧРЕЬ 
можемъ дифференцировать это равенство, разсматривая координаты 
точки (2, у, 2) на кривой и числа (а, В, 1) какъ функщи дуги $; мы 


получимъ 


19. 
+8 а та =0, 


т. е. 
за, + 88, + 1, = 0, (2) 
доказывающее периендикулярность паправзешя (а, В,, 1,) съ направде- 
1емъ касательной (а, 3, 7). 
Далфе, если 4, В, С обозначають коэффишенты въ уравненйг сопри- 
касающейсл плоскости, т. е. числа пропорщопальныя косинусамв угловъ 
0), р, *) бинормали съ Ох, Оу, Ол, то, какъ извЪетно, 


АЧе + Вду + 04 =0; АФх + ВФу + СП = 0: 


разлфляя члены второго равенства на 73? и ззыфчая, что 


Ч 
Фр _ Ч ) _ 4 
О ВА 
найдемь 
За 8 у 
А Ех в Я [4 &= [о 
ии 


Аа, и, р = 0, 


что доказываеть перпендикулярность направлешй (а,; 3,, т,} и (А, р. *), 
а выБстё св тЬмъ и теорему. 

Сльдстве. Косипусы угловъ, образуемыхь главною нормалью съ 
координатными осями, опредфляются фориулами 
Чх р. [3 


а, == == Вл ев, == Ва, 


в’ {3} 


тд В радусь кривизны. (Двойной знакъ отпосится къ двумь направ- 
лешямъ по главпой нормали). 
Въ самомъ ДЁлЬ, полагая 
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и замфчая, что 
меч нь 
находимъ 
зале ни [(98* “) = 
рии = |) [и ы ®) 1 №. 
Сльдовательно, # = -= В, что и требовалось показать. 


Подь направленемь злавной нормали въ дальнВйшемъ будемъ всегда, 
понимать паправлене, опредфляемое формулами 


Ча 
В, ЕП: ВЕЛ. @ 
Центром кривизны въ точь М на кривой называть точку (С, лежащую 
па главной нормали по изправленио (4) въ разетоянш СМ = В оть М. 
4. Приложене общиль формуль кз винтовой лини. 
Обыкновенная винтовая линя опредфляется уравненями 


х=а0з у=азть в=ы, (1) 


гдЪ ® постоянное, равное 2, ф шагъ винта, а ращусь основан ци- 
лиидра. Ось 2-въ параллельна образующимъ” цилиндра. 
Изъ формулъ (1) находимъ 
Ч; = — вт Чу = в 005 4, 42 =, 
2 — — вов, Ру = аз, @2=0, (2 


@ = ут -- ай тай = ИРИ 4 
1} Дасателоная прямая и нормальная плоскость. 
Косинусы угловъ касательной съ осями координать равны 


_ Ч 4. 
ЯР’ Тв, 
— взтё @ 6081 Е 
ук В уйИ' 7 — уаерВ — "тоном. 


Ольдовательно, винтовая линя образуеть съ осью 2-овъ, т. е. съ обра- 
зующими цилиндра, одинъ и тоть же уголь во вебхь точкахъ. 
Уравнене нормальной плоскости 


(Х—2 1+ (Ти -(-эаг=0, 


{Х — в 6058 ат! — (У —азт8) в008# — (А — И) &=0. 


2) Ооприкасающаяся плоскость и бинормаль. 


Ах +В (—у-+5(7—4д=0, 
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А __ И с 
ту Ее Ту фт’ 
а _ в Ш_с 
акт — — айсоё ^ а 


Уравнеше соприкасающейся плоскости будеть 
Еяте (Х— в 0089 — #6091 (У—азт8 а (2 — НЫ) = 0, 
или 
ЕзтЕХ —#003ё Уай — а = 0. 
Косинусы угловъ бипормали съ Ох, Оу, Оз будуть 
МЕ “_; = постоянному 
УР й` Рут: = т — у 
Слфховательно, бинормаль образуеть постоянный уголь съ произво- 
дящими цилиндра. 
3) Рафусы первой и второй кривизны. 


В ИИ : ИН 
я Е 
(уе +) 


= 


— а” 
* (=) 


4х _ —@008ё В _ —азтё @ фе 
ВЕРЯ! в ше: в В = Ц ^ = потоянк. 
9. _ Ёсозё Фр Ваш от ее 
в МИ’ в РВС Е 


Сльдовательно, винтовая лит я обладаеть тфмъ свойствомъ, что 06% 
ея кривизны — числа лостоянныя. 
4) Главная нормаль. 
Косинусы угловъ ея съ осями равны 
Ча 8 4 
я Вх: 3 Е-; . 
О &: № ЖЕН ЕВ Г 


По вышепринеденнымь формуламъ находимъ 


я. с08$, В, т 1, = 0. 


Формула у, =0 показываеть, что главная нормаль перпендикулярна къ 
оси 2-овъ, т. е. въ образующимь цилиндра. Отсюда слфдуеть, что злавная 
нормаль ММ винтовой линзу вв любой точкь М совпадаеть сз нормалью 
ке повертности цилиндра в5 той же точкь М; въ самомъ ДЪЛЬ, главнал 
нормаль перпендикулярна къ касательной въ точкЪ М и къ образующей 
цилиндра М; сльдовательно, она перпендикулярна къ плоскости, про- 
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ходящей черезь эта двф прямыя. а плоскость эта есть касательная 
‘иловкость къ поверхности цилиндра (плоскость, проходящая черезъ хи- 
сательныя къ двумъ ливямъ на поверхпости цилиндра. ироходящимь 
черезъ М). поэтому №М есть нормаль къ поверхности. 


$ 14. О кривизнв лин на данной поверхности. 
1. Оеновния формула. Теорема Мён (черт. +46). 
Положимь. что дана поверхность 


1 а, у. 2} =0. 


отнесенная къ прямоугольной систем$ координатъ. на этой поверхности 
нЪкоторая лиыл АМ, и па ней нфкоторая точка М. Получимъ, что М № 
главная пормаль кривой въ точкЪ 
М, К МГ нормаль къ поверхности 
ВЪ точ М и МТ касательпая 
къ кривой въ той же точк$. 
Обозначимь черезь Ё радусь 
первой кривизны въ точкЪ М, а 
черезь @ уголь между направле- 
немь ММ главной нормали и 
олпимъ изъ двухъ направлен МА” 
или МГ, на нормали къ поверх- 
ности. Найдемь выражене В въ 
зависимости отъ угла @ и вели- 
чинъ, опредфляющихь положене 
точки М на поверхности. Раземал- Черт. 46. 
ривая 2 какъ функцно оть 2 
и у, опредфляемую уравненемъ поверхности, обозначимь для краткости 


К 


[1 


0 д: бе, 09 _ №9, 94 9, 
95 = = тж” бут те" 
такъ что 


{2 = ра + 44, @р = так + з4у, 44 = зах + ву, (1) 


Косипусы угловъ, образуемыхь пормалью къ поверхности, выразятея 


формулами и 2. 57 = 


и Е и .. 
УГЕикя, уг’ ^^ Утки е 


Положимъ. что у кория квадратнаго въ этихъ формулахъь выбрали 
знакъ -+, тогда У>0, и эти формулы будуть относиться къ направлепно 
МК на нормали, образующему острый уголь съ 0з. 

Обозначая черезъ (а. 3, 1} косинусы угловъ направлешя М. на каса- 
тельной, а черезъ (а,. В, Т,) косипусы угловъ направлещя МА главпой 
нормали съ координатными осями Ох. Оу. Ог, и черезъь з дугу кривой 


будемь имфть 


(3) 
«= {1} 
Понимая подъ @ уголь (МК, ММ). пмфеиъ 
6058 — ад = Ви + 1%: 
а по формуламь (2), (3) и (1) паходимь 
41 — 42 — 9483 = 
со 4а = ВТ я 94, (5) 
Ит+и-+Ф 
Изь (1) и (3) слфдуеть 
1=ра-+ 98. {6) 
Дифференцируя и пользуясь формулами (1) и (3), получимь 
4т— рая — 448 — «ар + 8449 — (та? + 258 + 23°) 40, 
и формула (5) дасть . 
в= УТ: 608% [5 


т + 253 +: 

Это основная формула для изучен я кривизны различпыхь лишй на 
данной поверхности. 

Сравнимъ кривизну какой угодно гривой на данной поверхности съ 
кривизною #.40скаю нормальнаго спченя поверхности въ данной точеЪ М. 
Представимъ себЪ, что черезь нормаль МК кь поверхнобви ироведена 
плоскость, и примфнимь формулу (7) къ сфчен!ю поверхности этою вло- 
скостью. Счеше это опредфляется углами, образуемыми касательною МТ 
къ этому сфченю съ координатными осями, т. е. числами хи | ТАкЪ 
каръ косинусъ третьяго угла 1 выражается черезь х и В формулою 

1=ра + 98. 

Главная нормаль ММ для плоскаго нормальнаго сфчевя очевидно 
совпадегь съ нормалью къ поверхности, и уголь @ будеть равенъ нулю 
или т, смотре по тому, будеть ли вогнутость плоскаго сфчешя въ точкЬ М 
направлена въ сторону МА‘ или МХ, такъ какь паправлене ММ идеть 

°въ сторону вогнутости кривой; въ первомъ случаЪ 056 = +-1, во вто- 
ромъ с038 — — 1. Обозначал черезъь И, радусь кривизны плоскаго 

нормальнаго сфченя, по формулЪ (7) находимъ 
ве УТКИ 


> ра + ва +8 ' 8) 
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а изъ сравнешя (Т) п ($) получаемъ 


Е = = В, 0080. (9) 


Формула (9) выражаеть иеарему Мёнье, состоящую въ слдующемъ: 
радёусь кривизны В какой ушдно кривой на данной поверхности в 
данной точкь равень рафусу нривизны В, илосказо нормальнаю си 
ченая повертности, проходящаю черезь касательную кз данной кривой 
п. е. свчешя плосностью МЕТ на нешемь чертежь), умноженному 
на косинуесз узла, образуемаю злавною нормалью данной нривой в5 данной 
точкь 5 нормалью кз поверхности в5 пой же сточкь, или, что все 
Равно, на косинус» узла, образуемаю соприкасающейся плоскостью кз 
данной кривой сь плоскостью нормальнаю спчешя, (потому что уголь 
КММ есть линейпый уголъ измфрен!я плоскостнаго угла между упомяну- 
тыми двумя плоскостями АМТ и КМ т). 

Важное значене теоремы Мёнье состоять въ томъ, что она вводить 
вопросъ объ изучен кривизны любой ливи на поверхности къ изучено 
кривизны плоскаго нормальнаго сёченя. Къ нему и перейдемъ. 

2. ЕБривизна нормальныхь спчент. 

Обозначая теперь черезь А радтусь кривизны плоскаго нормальнаго 
сфченя, по формулВ ($) будемъ имфть 

Учи 

Вата мч о 
‘д, какъ было показано, = +1, когда нанразлеше ММ, идущее оть 
М къцентру кривизны, совпадаеть съ напревленемь МЮ на нормали къ 
поверхности, = = — 1, когда направлеше ММ противоположно направ- 
леню МК. При такомъ разсмотрьйи А считается зиеломъ положитель- 
нымЪ. Условимея въ дальнЪйшемъь считать Д числом положительнымь 
въ первомъ случав и отрицательнымь во второмъ. Тогда будемъ имфть 
въ обоихъ случаяхь 


Утки 
ат 938 +’ 


(о 


и по знаку знаменателя во второй части равенства (11) (числитель 
всегда считаемъ > 0} можемъ судить, въ какомъ направлеши на нормали 
къ поверхности надо отложить длину || оть точки М, чтобы получить 
центрь кривизны изучаемаго нормальваго сёчевя. Пра 


та? 35 48-5## >0, В>0, 
и вогнутость направлена въ сторону МК, т.е. въ сторону положитель- 
ныхъ 2, пра га* + 2508 +13'<0, В<0, и вогнутоёть обращена зъ 
противоположную сторону. 


Приступая къ изучению измфненя В съ измфнешень аи в, т.е. при 
вращени плоскости нормальнаго сфченя около нормали къ поверхности, 
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выберемь коордвнатиыя оси слфдующимъ образомъ: помфстивъ начало 
координать въ точку М, направимъ положительную ось 2-овъ по нормали 
МК пъ поверхности, принявъ, слёдовательно, касательную плоскость въ 
данной точкЪ М къ данной поверхности за плоскость (2). 

При такомъ выборь осей будемъ имфть 


^=0, в=0, У 


откуда по формуламъ (2) 
р=0, 9=0, ИИ ЕН-и, 

кромВ того 1==0, потому что касательная МТ’ | къ нормали М, по- 
этому равенство а* + 8 + 1 = 1 даеть а + 8—1. 

Обозначал черезъ ® уголь ‚ МТ, М5), а черезь + уголь (МТ, Му), 
будемъ имыть 

а 608%, 3= 608% 
и изъ предыдущей формулы 
6083$ = = 81$. 

Такъ какв для полученя всфхъ возможныхь нормальныхь сЪчелий доста- 
точно измфнять уголь ф оть 0 до т. причемъ < будеть всегда < р по- 


этому всегда с055 5, т. ев, я =6081, В==зйф. Въ силу всего ска- 
заннаго, для выражея А получимъ изь (11) формулу 


1 
в= 1604 + 256085 эф 13 ф? 
а для кривизны въ точкЪ М 
1 . 
5 =7 60° @ + 28 6054 зв ф + 1370, (12) 


В 
> : 92 - 
тдЬ г, Зи  значешя =, Ро г ВЪ 104 М 


: 1х 
При измфнени Фоть 0 до х кривизна у, измфняется въ нфкоторыхь ко- 


нечныхь предфлахь. Найдемъ значешя ®, для которыхъ ь будеть тах 
эт или тии. 


Приравнивая нулю производяую оть у, взатую по $, находимь 
2 (1—1) 58% 6080 + 28 (609 ф — 51'0) = 0, 
т. е. @— 7) т 26 + 98 60520 = 0, 


откуда 28. {13 
= Ш. (13) 

Исключая пока случай, когда въ точкВ М будеть 8 = Оиу=Ёи 
хогда формула (13} не опредфляеть %, во всжь другихь случаяхв по 
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этой формулЬ найдемь для ф въ предфлахв оть 0 до = два значешя 


у 


} 


ва 


„= 


соотвфтствуюция двумъ взаимно-перпендикулярнымъ сфчешямъ; въ одномт, 
из5 нихъ кривизна татиюии, въ другомь тёнимит. Эти съченя назы- 
вають главными и соотвЪтствующие имъ радусы кривизны элдвными ра- 
усами кривизны. 

Въ исключительномь случаЪ, когда $=0 и х-=&, получимъ изъ фор- 
мулы (12) 


т.е. кривизна сфчешя не зависить отъ угла ®, опредфляющаго его поло- 
жене. Ноэтому въ точкф, для которой 3==0и’=Е, кривизна веёхъ нор- 
мальныхь сЪченй одинаковая. 

Точки поверхности для которыхь это имфеть мЬсто называють т0ч- 
ками закругленя (отб сз). 

Нредполагая теперь, что данная точка не есть точка закругленя, про- 
должаемъ изслфдоваше формулы (12). Найдя уголь №, по формулф (13) 
: 25 
#9 24, = Ре 
примемъ за координатныя плоскости {ЙХ) и (ЙУ) плоскости главных» сВ- 
чешй. Такъ какъ ф, обозначаеть уголь одного изъ главныхь сфчешй съ 
плоскостью (ЙХ), то, при нашемъ выборЪ координатныхь плоскостей, 
должны имбть $, =0, а слЬдовательно $ —0, такъ что формула (12) 

приметь видъ 


р= 9 соя 157 {14 


„и ммавные ратусы кривизны, соотвфтствующе сфчещямъ поверхности 


плоскостями ЙХ и У, получатся отсюда при ф—=0 и $ . Обозна- 
чая эти главные радусы черезв Ё, и В,, находныъ 
+ 
в, —” 
`и формула (14) можеть быть написана вЪ видЪ 
Ё 42 
= 5 т. 5» 


: 
Эта формула дана Эялелома. 
Формула Эйлера выражаеть кривизну любого нормальнаго сфчещя 

черезь кривизны главныхь сфченй. Изъ нея вытекають сл5дуюния слёд- 

ствйя. 
Слюдерийе 1. Нармальныя спченя, одинаково наклоненныя кз злав- 
ному сичению, интютз иривизны равныя по величинь и по знаку, 
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Вь самомъ дЬлЬ, положивъ въ формуль (15) 


ФЕ в ты, 


получаемь два сЪчешя, одинаково наклоненныя въ главному ЯХ, при- 
чемъ значен!е Е въ обоихъ случаяхъ одно и тоже, что и доказываеть 
слфдетве 1. 

Сльдетве 3. Полусуима кривизнь двуль взаимно-перпендикулярныть 
спченй— число постоянное. (Это число пазывають среднею кривизною 
поверхности въ данной точЕФ). 

Въ самомь дёлЪ, положивъ въ формул (15) 


и обозначивъ соотвфтствующя значешя В черезь В" и А®, находим 


1 


4, 


откуда 


1 
9 = 83] 


числу, не зависящему отъ %,, что и требовалось доказать. 

Съ помощью формулы Эйлера легко прослёдить намёневще кривизпы 
нормальнаго сфчешя съ измфнешемъ угла, образуемаго имъ съ однимъ 
изъ главныхь сёченй. При этомъ надо различать два случая. 

1) Я, и В, — одинаковыхь знаковъ, т. е. вогнутость обоихъ глав- 
ныхь сфчешй обращена въ одну сторону. Можно считать В, и А, 1о- 
ложительпыми (изифнивъ, если нужпо, направлеще оси 2-овъ па проти- 
воположиое, всегда сведемь дфло кЪ этому случаю}. Пусть при этомъ 
В, < В; перепишемь формулу (15} такъ: 


Отеюда видно, что, . 


. = 2 
при изуфнени ® оть 0 до $ и Убываеть оть 7; до в: 
“ 


й 1 1 

при измёнени % отъ 5 до я, > возраетаеть оть > до 

5 В В, В, 

оставаясь все время положительнымъ. Слфдователью, въ разсматривае- 
момъь случа$, вогнутость вефхь нормальныхь сфченй, проходящихь че- 
резь данную точку М, направлена въ одну сторопу, и всф точки по- 
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верхности, смежныя съ М, лежать по одну сторону отъ касательной 
плоскости въ точкЁ М. 
2) В, и В, — разныхъ знаковъ; положимъ А, > 0, В, < 0; тогда 


можно опредфлить уголь ® < по формуль #0 -= — 5 и, подстав- 
й 
ляя взятое отеюда аначеше №, въ формулу (15), привести ее къ виду 
1 1 . . 
Е 2 Бяо Во 9. 


Отсюда видно, что, при возрастани % отъ 0 до в, у убываеть оть 
х до 0; при переходЪ Ф черезь ®.;„, м5наеть знакъ, дфлается отрица- 
тельнымъ и, при возрасташи + оть ® до =. убываеть оть 0 до 


1 8? ® — |= = 
В, то Е о В, 


й я 1 
При дальнЪйшемъ возрасташи ф оть 2 0 = ®, р остается отри- 
цательнымъ, возрастаеть оть и до 0, затБмъ енова мфняеть знакь при 
- 
я — и, при измфненши $ отъ х —® до я, возрастаеть оть 0 


до =. Въ этомъ случаф точки поверхности, смежныя съ М, лежать по 
равныя стороны оть касательной плоскости въ точкф М. 

Сфчешя, соотвЪтствуюрия угламь > фи — ®, имБють вогну- 
тость, направленную въ одну сторону, а т, для которыхь Ф < ® пли 
>= —® — вь другую. 


#815, Огибаюлия позержности. Развертывающнея поверхноети, * Поло- 


жимЪъ, что дано уравненге 
Гр, у, а) = 0, (1 


гдБ а произвольный параметръ. Это уравнеше можно разематривать 
какъ общее уравнеше семейства поверхностей. На каждой поверхности 
семейства параметръь а сохраняеть постоянное значене, при переходь 
съ одной поверхности на другую а мЪняеть свое значеше, 
Если къ уравнению (1) присоединимъ уравнене 
72.9) 5 
да = 0. ®) 
то система уравненй д 
=о0н = 
Г дя 
при данномъ а, изобразить нфкоторую кривую линию. Линёя эта назы- 
вается характеристикою; на каждой поверхности даннаго семейства ле- 
жить опредёленная характеристика; общее мфето вефхь характеристикъ 
будеть нфкоторая поверхность, которую называють озибаняцею для по- 
верхностей даннаго семейства; эти послЁдшя, по отношению къ огибаю- 
щей, называются озибаемыми. Уравнеше огибающей поверхности полу- 
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чается черезь исключеше параметра а, зпачеше котораго отличаеть одну 
характеристику отъ другой, иаъ уравненй 
9 


=би = 0. (3) 


Для примфра, найдемъ огибающую семейства шаровъ 


ЕТУ (аа) В =0 (а) 


постояннаго ращуса А. центры которыхъ лежать на оси 2-овъ въ пере- 
мфнномъ разстоянш а отъ начала координатъ- 


Приравнивая нулю производную оть {по &, находимъ 


# = (2—2) = 


Характеристика есть окружность круга, сфчеше поверхности («) плос- 
костью & — 4: ИСкЛЮЧИВЪ ©. НАХОДИМЪ 


пни Ю=0. 


Это уравнеше изображзеть поверхность прямого цилиндра, образую- 
ифя котораго параялельны оси 2-овъ, а радусъ основашя равенъ ра- 
дусу В разсматриваемыхь шаровъ. 

Теорема. Отбающая повертновть касается каждой изь ошбаемыхь 
80 всъть точкать соотвутотвующей характеристики. 

Это значить, что во всякой ТОЧЕЪ характеристики касательныя пло- 
скости къ огибающей поверхности и къ той огибаемой, которую она пе- 
ресъкаеть по данной характеристикЪ, совпадають. Для доказательства, 
положимъ, что уравнене огибающей есть 


Фуа) =0. 4) 
Возьмемъ уравнеше опредфленной огибземой 
аул 0, (1) 


соотвётствующей данному значешю я == а. 
Характеристика, по которой поверхность [9 пересфкаеть поверх- 
ность (4). изобразится системою уравнешй 


9 (5. й 
Го кьз-о ЧАЯ о, 8) 


если въ этихъ уравнешяхь положимь я == а,. 


Уравненше касательной плоскости ВЪ точкф (2, у, 2), лежащей на 
лини (3}, къ поверхноети (1) есть 


й—2=(Х 9 +9(7 — 3), (5) 


де . 
тр => ч-», взятыя изъ уравнешя (1), при а поетоянномъ, 
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равномъ а.. Числа р и 4 опредфлятся сльдовательно изъ урзвненёй 


5+ 1, _ 
2 в? в-=0 
(6) 
р 9% 
ит ич= о 
(мы исключаемь случай, когда координаты точки (2, у, 2) обращають 
У 


въ 0 одновременно частныя производныя 2 ди’ =. Въ этихь особен- 
ныхь точкахъ не можеть быть рчи о касательной элоскости). 

Уравнеше (5) изображаеть касательную плоскость къ огибающей по- 
верхности въ той же точёЪ (2, у, 2), если опредфлимъ р и 9, т. е. про- 
изводныя отъ 2 по д и по у, изъ уравневя (+). Замфчая, что уравне- 
ве (4) получается черевъ исключеше 2 изъ двухъ уравненйй (3), мы мо- 
жемъ вмЪсто уравненя (4) разсматривать уравнене 


ра, у ва) =0 (1) 
какъ уравнеше огибающей, если подз а будем: понимать не постоянное 
число, а функуто отв $, у, 2, опредъляемую уравнещемь 

97 (т, у, 2, а) 

п = 0. (2) 


Ноэтому числа р и 4, опредфляюцщйя касательную плоскость къ оги- 
бающей, мы найдемъ, дифференцируя уравнеше (1) въ новомъ предпо- 
ложенши относительно а. Тогда мы полутимъ 


иеырти (и +в) =0 
9 91 (* + да в) о 


. и) 


дб Ч да бу "9 
Вь силу уравнешя (2) “= 0, и уравневя (7) принимають видъ 
1 1 _ 
№ += о р 
т 
9 ФР ) 


совнадаюций съ (6). Поэтому, значеня ри 4, которыя мы получимъ 
для данныхь значенй 2, уг и а==а, изъ уравневй (7%), будуть равны 
тЬмъ, которыя получаются изъ уравненй (6), к касательная плоскость 
къ огибаемой совпадеть съ касательною плоскостью къ огибающей, что 
и требовалось доказать. 

Занпчане. Если выфето поверхностей съ однимь независимымъ пара- 


К. Поссе. Дифферени, в витеградьи, нечиеленя. п 
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метромъ х имфемь систему поверхностей 


0 


Рьуаа В 


съ двумя независимыми параметрами аи 8, то оибающею поверхпостью 
{2-го рода) для такой системы пазывають поверхность, уравнен!е кото- 
рой получается исключенемь двухъ параметровъ & и 3 изъ трехъ урав- 


9" и 
7 да = 


Огибающая 2-го рода касается каждой изъ огибаемыхь въ одной 
точЕЪ, а пе во вефхь точкахъ ньБоторой лишш, какъ огибаюпбя 1-го рода. 
Доказательство этой теоремы предлагаемь читателю. — Въ дальнфИшемь 
будеть рфчь только объ огибающихъ перваго рода. 

Особаго внимания заслуживаеть случай, когда огибаемыя поверхпости— 
элоскоети, уравнешя которыхъ зависять отъ одного параметра. 

Поверхность, огибающая семейство плоскостей, завиеящихь отъ одпого 
перемфипаго параметра, пазывается резвертывающеюеся зповертностью. 
Общее уравнене плоскостей даннаго семейства можно написать ВЪ видЪ 


0. 


= д + фу (2), {1) 


гдЪ а-— перемфнный параметрь, /(а), $ (я) — кая угодно функии отъ 
него. Нринято также говорить, что уравнеше (1) есть уравнеше мобвиж- 
ной плоскости, измфняющей свое положеве при измфнени а. 


Уравненя характеристики получимъ, присоединив къ (1) уравненше 


о, (2) 


р фунт 


получаемое изъ (1) дифферевдировашемь по =. Уравненя (1) и (2) 
первой степени относительно #, у, 2; слФдовательно, характеристика, раз- 
вертывающейся новерхности—прямая лин1я. Ее называють обыкновенно 
образующею этой поверхпости. Отсюда видно, 1то развертывающаяся 
поверхность принадлежить къ роду линейчатыхь поверхностей, т. е. по- 
верхпостей, которыя представляють собою общее мфсто прямыхъ лишй 
или, иначе говоря, могутв быть образованы движеншемъ прямой лини 
по извфетному закону. Такъ какъ огибающая поверхность касается каж- 
Дой изъ огибаемыхъ вдоль всей характеристики, то въ данномъ случаЪ, 
когда огибвемыя— плоскости, а характеристики—прамыя лизи, можемъ 
сказать, что развертывающаяся поверхность во веёхъ точкахъ образующей 
иметь одну н ту же косательную плоскость (ту изъ огибаемыхь 
плоскостей, которая проходить черезъ даппую образующую). 

Этимь свойствомъ развертываюцияея поверхности отличаются оть 
липейчатыхь поверхностей другого рода, называемыхъ косыми, у которыхъ 
гасательная плоскость въ нЪкоторой точ на даппой образующей заклю- 
таеть ВЪ себф касательныя прямыя ко веёмъ лишямъ, проведенвымь че- 
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резъ данную точку, въ томъ числЬ и образующую (касательтую къ самой 
себ), проходящую черезъ эту точку, но касательныя плоскости въ раз- 
личных» точкахъ ‘различны. 

Теорема. Развертываюииуюся поверхность можно вообще ‘разема- 
тривать какъ общее мъсто пуямыхь, касательных кз кривой двоякой 
кривизны. (Въ частпыхъ случаяхъ эта кривая можеть обратиться въ 
точеу, черезъ которую проходять всф образующия — это случай кониче- 
скнё поверхностей; точка эта можеть удалиться па безкопечность, это 
случай натиндричеснихь поверхностей, у которыхъ всф образующия парал- 
лельны между собою.) 

Для дохазательства возьмемь уравнешя образующей 


жа фу ню). (1) 
0 {2) 


шум) 


и присоединиуъь къ инмъ еще третье уравненю, получаемое дифференци- 
ровашемъ по я уравпешя | ‚ & имеппо 


У" (я) -- 3" (а) = 0. (3) 


Изь этихъ трехъ уравненй мы можемъ (если исключить случай 
р’ = 0) выразить х, у, г въ фупкщахь оть одпого перемфинаго 
параметра х. Слфдовательно, система травненй (1), (2} и (3) изобра- 
жаетв нЪкоторую гривую двоякой кривизны. Ёъ этой гривой н будуть 
хасательными всЪ образующия. Чтобы въ этомъ убфдиться, возьмемъ на 
разсматриваемой кризой пфкоторую точку (2, №, 25). соотвфтетвующую 
зпазено я=-а,. Уравнени касательной въ этой тоткЪ будуть 


Ели 


41) 


гдф 


п 
обозначаютъ величины отпошенйй р: ду. Выведеппыя изв уравнопй (1), 
(2 и (3) разсматриваемой кривой, при частномь значениях — 2.. Изъ 
41) уравнения получимв 


42 = яах + [ (а) ду + иг Ра) уу (а) Ча 
что въ силу (2) приводится къ 


42 = вар + Г (2) ду. (5) 


172 
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Изъ (2) находимъ 
др - Й (а) ду [9 (а) в о] аа = 0. 
что въ силу (3) даеть 


ах + | (а) Чу = 0. {6} 
Изъ (5) и (6) получимъ 
(= лол (®)-мо-ьгех © 


такъ что уравненя касательной (4) будуть 
х— м = Г () И — } 
Е — 2 = [(%) — № Г (0)] (у — №). 
Съ другой стороны, уравнешя образующей (1) п (2) при а = & 
будуть 


{3) 


= Руб а) } 

2 = [Г () — Г’ (а) у + 9) — ад (65) 
з выражая, что ота образующая проходить черезъ точку (2, № 2), 
найдемъ 


— в = — Г! (44) (у — №) | 
. 
д = Май — & И 6] — 9) } 
уравнены, тождественныя съ (8). 

Итакъ, касательная въ произвольпо выбранной точк$ на кривой, 
изображаеной уравнешями (1), (2) и (3), совпадаеть съ образующею, 
проходящею черезъ эту точку. Теорема доказана. Лишя, къ которой всф 
образующия касательны, называется ребром» возврата развертывающейся 
поверхности 

Изъ изложеннаго выше видно, что, для получешя уравнений ‘ребра 
возврата, надо дифференцировать данное уравнеше подвижной плоскости 
два рава по а и изъ полученных 3-хъ уравненй иеключить а. Конечно, 
можно, не исключая а, разсматривать полученныя три уравнешя какъ 
параметрическое изображеше искомой кривой. 

Теорема обратная. Общее мьсто касательныть кз какой узодно кри- 
в0й 9в0якой кривизны есть 'развертывающаясв поверхность, а именно, 
озибающая соприкасающихея плоскостей 65 ‘различныть точкать’ этой 
криво. 

Положимъ, что 


2 = Г(а), у= (а), г =), 
тд а перемнный параметрь, изображаеть данную кривую. 
Уравнеше соприкасающейся плоскости въ точкВ (2, у, 2) есть 


Ах —-э+Е(У-ф-у+6(2-—2=0, (О 
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гд6 4, В, С удовлетворяють условямъ 
А 4х + Еау + 04: = 0, [©] 
Аз + ВФу + СФ = 0. (85) 
Коэффищенты въ уравнеши соприкасающейся плоскости зависять отъ 
одного перемфннаго параметра а. Характеристика (образующая) изобра- 


жается уравиешемъ (Т) и уравнешемъ, полученнымъ дифференцированемъ 
его по я, оть котораго зависять х, у, г, 4, В, С, а именно: 


{Хх —Ф ад + (У—уав+ (2—2) аС— (Аа + Вау + 042 =0 
или, въ силу услоыя (а), 
(Х — 2) 44+ (Гб уаВ+ И —246=0. [0 
Для доказательства теоремы достаточно доказать, Что касательная 
прямая въ точк® (2, 9, 2) къ данной кривой совпадаеть съ характери- 
стикой, изображаемой уравненями (Г) и (П), потому что тогда общее 
ифето касательныхь и будеть общимьъ мфетомъ характеристикъ, т. е. оги- 
бающею соприкасающихся плоскостей. 
Припоминая, что уравнешя касательной будуть 
Х—#_У-у_ й—2 
в Ч о 
намъ надо будеть доказаль, что прямая (Ш) параллельна прямой, изобра- 
жаемой уравненаями (Т) и (П), [тогда эти прямыя совиадуть, потому что 
ниЪють общую точку (<, 9, 2)], а для этого необходимо и достаточно. 
чтобы прямая (Ш) была параллельна каждой изъ плоскостей (Г) и (П., 
опредфляющихь вторую прямую своимъ пересфчешемъ. Услоыя же парал- 
лельности прямой съ плоскостями (Г) и (П) будуть 


Аах + Вау + баз =0 
ЧА 4% + Вау + 964: =0 } 


Первое изъ этихъ условЙ выполняется—это ееть услоше (а). 
Второе получится, еели проднфференцируемъ первое и примемъ во 
внимаще услоше (6); въ самомъ дЪлЪ, мы находнмь изъ перваго 


ЧА ар -- АФт + аВду + Ву + ЧС 4: + ОФа-=0, 


а въ силу условя (6), получаемъ именно второе изъ равенствъ (#). Теорема 
доказана. 

Теорема. Если Ф (т, у, 2) =О”есть уравнеше никотдрой разверты- 
вающейся поверхности, то 2 какё функия отз х и у, опребъляемая 
этим уравненемь, удоолетворлеть уравнению вз частныхь производ- 
ных 2-0 порядка 

да 92 92 
д ду (ы% 


, ры 


[О 


2 
} 0 ши #7 =0, 
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полагая, какъ обыкповненно, 
_ р 92 92 _ 


_ #2 Фр _ 99 
Тит бу д 


> деду ди 0 


ы = 5. 


‚Доказательство. Уравнеше развертывающейся поверхности 


Фуд =О 
получается черезь исключеше х изъ уравнон! вида 
= ау (у (а), (й 
+ фу =0. (2) 


Поэтому, если въ (1) уравнеми будемь разсуатривать я какъ функ- 
зию оть х и у, опредъляемую уразнешемъ (2), то уравнене (1) и бу- 
деть упавнеше развертывающейся поверхности. Дифферендируя это урав- 
неше по хи по у, въ сказанномь предиоложени относительно 2, на- 
ходижъ 


а кечуа етел Я 


И 
а въ силу (2) получимъ в=а (3) 
Й т 9 
Е == Л (а) + [чу 9) ] я. 
а въ силу (2) = Е | 
Изъ (3) и (4) имфемъ «= (о), 
а отсюда . 
г 99 ил 
ГР Г 
и ЕР» 
в=Р (0 
и слёдовательно ия о 


что и требовалось доказать. 

Было уже упомянуто, что цилиндричесь!я и коничесыя поверхности 
представляють частные случаи развертывающихся. Первыя получаются 
когда огибземыя (касательныя} плоскости параллельны нФкоторой не- 
подвижной прямой, тогда и образуюция очевидно параллельны этой пря- 
*0й; вторыя—когда вс огибаемыя (касательныя) плоскости проходять 
черезь неподвижную Т0чЧку, тогда и образующйя проходять черезь эту 
тотку. Найдеиъ облия дифференшельныя уравнешя дилиндрическихь и 
коничесвихь поверхностей. 

1} Положимь, что а) у= фа, ТАБ а и в постоянныя, опре- 
дЬлають то направлеше, которому параллельны всё образующуя дилин- 
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прической поверхности. Обийя уравнешя образующей будуть 


= 42 я 

Ум В 
причемь коэффищенты я и В должны быть функщями одвого параметра; 
поэтому можно положить В — 2 (2), ГДЬ ф произвольная фупкщя, ви- 
домъ которой отличается одна цилиндрическая поверхность оть другой. 
Уравнен!е самой цилиндрической поверхности, какъ общаго мвета прямыхъ 


Хх == а-я 
у =: +3 (а), 


получится исключешемъ перемфннаго параметра я изъ этихъ уравненш, 
что и дасть 

у— м = — а), (4) 
общее уравнеше цилиндрическихь поверхностей въ конечном» впдь, съ 
помощью знака произвольной функци ?. Дифферепцируя уравпеше (4) 
по хи по у, найдемъ 


—8 = а 1, 
м д | 92 
у 9! (д — 42) | “| 


8 отсюда, исключая 9’ (2 — аг). 


В) 


Это и есть общее уравнеше цилиндрическихь поверхностей въ част- 
ныхъ производныхь, свободное отъ знака произвольной функции. 
2) Уравненя образующей конической поверхности можно паписать 


въ над 
#— 


ТДЪ (2, У» 2) неподвижная точка, черезь которую проходять веВ обра- 
зующия, а перемённый параметръ, ф (я) произвольная фуиьщя отъ 2. 
Исключая а, получаемь 


а (2—5), УФ — 2, @) 


общее уравпеше коническихь поверхностей зъ конечпомъ видф. Диффе- 
ренцируя это уравнене пох и по у, находимъ 


п шт) 


или 


Такъ же 


9г 
о 


Исключая произвольную функщю $’ найдемъ уравнеше коническихъ по- 
верхностей въ частныхь нроизводныхь 
9 


9: 
ео иче-юи = 2-м 


ГЛАВА УП. 


Основныя евойства илыхъ Функш!. Разложеве ра- 
пюнальных дробей на проетзйпИя. Резиеве чиелен- 
ныхъ уравненй выешихъ стененей. Алгебраическое 
р»Ъшен1е кубичеекаго уравнен1я. Вычиелее суммь 
одинаковыхь стененей корней уравнен!я. 


8 1. Введеше комплененыхь чисель при изучени евойствь пфлыхь 
ФувешЯ. 
При изучени свойствь цфлой функ 
1(®) = А” Ао А. + Ара Ааа, (1) 


мы будемъ подъ х понимать не только вещественныя, но и комидехеныя 
(мнимыя) числа вида а + Вё, тд х и 8 вещественныя числа, а $ == УТ 
евть символъ, опредфляемый равенствомь й = — 1. 

Чтобы имфть на это право, надо опредёлить смысль различныхь 
злгебраическихь дёйствь надъ хомплексными числами. 

Условимся производить сложеше, вычиташе, умножеше, дзлене и 
зозвышеше въ пфлую и положительную степень комплексныхь чисел 
вида х -+ В, по правиламъ, устанозленнымъ для чисель веществеиныхъ. 
Вь силу этого услови, веф различныя степени символа $ опредблятся на 
основаши того, что # — — |1, а именно: 


и вообще, при # цъхомъ, 
р хе 1 жа 


Легко видфть, что, въ силу этихъ формуль, результаты всфхъ уномя- 
нутыхь вые дЪйствй надъ комплексными чиелами вида а -+ В будуть 
числа того же вида, т. е. 4 -- В гдБ А и В вещественныя числа. 
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КромЪ упомянутаго выше условя, опредъляющего дЪйствя надъ ком- 
плексными числами, устанавливають еше слёдуюпуя два: 
1) Комплексное число а + # равно нулю т. е. 


а + В = 0, 
тогда и только тогда, когда а == 0, 8=0. 

2) Два комплексныхь числа 

ай и а +8 
равны между собою т. е. 

а+ Й =а, -+- В 
тогда и только тогда, когда я ==а,, В = В,. 

Опредфливь дфйствя надь комплексными числами, мы можемь въ вы- 
ражеши (1) лЪлой функши /(2) понимать подъ х и комплексное число, 
потому чт0 выражеше (1) будеть при этомъ имфть опредфленный смыслъ. 

Что касается коэффищевтовь 4, 4, .... „ то мы будемь считать 
ихъ вещественными, если не будеть сдЪлано особой оговорки. Вмфеть 
съ дьлой функшей / (2) мы будемъ разсматривать также функщи 

Г @®) = А (т ПА... Ав А, 
Г®=тт— 1 4+ (пп (т— 2) ДА 
1) = т Ш... 4. 
которыя, такъ же какъ и при вешественномъ 2, будемъ называть 1-0ю,- 
2-0ю, .... #-ою производными функщи / (7). 

Введя эти функщи, можемь представить фунешю /(2) въ видЪ 
‚ #2 @— ря = 
о=го-+-е-дго к Рае т Га), © 
гдф а произвольное комплексное число. 

Формула эта есть ничто иное, какъ формула Тейлора для цълой функ- 
щи, справедливость которой при комплексныхь значеняхь хи а выте- 
каеть изъ того, что вторая ея. часть есть простое преобразоваше первой. 
получаемое черезъ замфну $ на а + (2—4) въ каждомъ членф Аи“ 
выражена (1) и равложеше 

+ @- 9 
по формул бинома Ньютона. / 
Не мфтаеть замфтить, что всякое вещественное число можно раз- 


сматривать какъ частный случай комплекенаго а + 68, соотвЪтетвуюций 
предположению $ = 0. Два комплексных числа 
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называють соирлжженными. Произведеще ихъ (а-н#} (а— 04) равно а*-- 
Трилонометрическое выражене компленснал числа. Всякое комплекс - 
ное число а + $ можно представить въ видЪ 


2 (6056 +- #5 0}, 
тдЪ р вещественное положительное число, а ® вещественное число, ко- 


торое можно считать заключающимся между О и Э=. ВЪ самомь дЪлЪ, 


положивъ + р (6080 + 2 


находимъ а=р 038, 6 


а сл6довательно 
6080 = 


Число р = + Уй-н& называется модулем: числа а + М, дуга ®— 
его аруументомь. Модуль дапнаго числа @ +  вполиф опредфленъ, когда 
извфетны а и $; аргументь же не вполнЪ, потому что, не изыфняя 6080 
Е 3820, можно прибавить къ 0 произвольное цфлое число окружностей 
(& цфлое число). Модуль вешественнаю числа равешь его абсолют- 
ной величин$, а аргументв— цёлому числу полуокружностей, потому 
что при 6 = 0 находимъ 


р= + Иа? = |4]. 6098 51. 80 =0, 


откуда $8 — Ак, 


хдЬ & цьлое число, четное, при 6056 == +1, и печетное, при 6088 — — 1. 

Для того чтобы комплексиое число было == 0, необходимо и доста- 
точио, чтобы его модуль р = 0, потому что р = Уа* + 6, слёдова- 
тельно, если р = 0, то @ + И = 0, откуда а = Оби обратно, 
если аи б = 0, оир=0. 

Теорема. Модуль суммы ньсколькижь чисель не больше суммы моду- 
лей славемьыхв. 

Возьмемъ два чиола 


ри (6058, +- #5%0,) и р, (6058, + 15%6,), 
и пусть 8 обозначает» ихъ сумыу, т. е. 
8$ = р, (2080, #52 6,) + р, (608 8, + 7 а 6,) 


пли 5 = (р, 058, -- р с086,) + 2 (р, 96, + р, 9 8 


. 


Обозпачивъ модуль 5 черезь Я, будемъ имфть 


Е=Уб, 0058, —+ р, 608 0, 5. (р. 90, в ра т 6 = 


= Ир? -+ 26ур; 08 (6, — В.) + р». 
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Зафеь 608 (0, —1,) = 


1, сльдовательно 


т. е. 


что и требовалось доказать, г 

Теорема очевидно обобщается па сколько угодно слагаемыхь; папри- 
МФръ, если бы мы имфли три слагаемыхь, модули которыхъ равпы р,, р.. 
р, и обозначили черезь В, модуль суммы первыхъ двухь, а черезь Я 
модуль суммы вебхь трехъ. то пашли бы по предыдущему 


откуда 


Вр т ре 
п такъ далфе. 
Формула Муавра. Составивъ произведен изъ 2-хъ множителей 


р, (60881 - 50) и р (6080, + #8 0,) 
по правиламъ алгебры, получимъ 
р, (6058, + 25% 6,) .0, (6056, + 250) = 
== рр: {608 8, 6086, — 376, зт 0, + 2 (т 6, 6080, + 516, с080,)} = 
= рьрь {608 (6, + 8,) + аз (0, 6,)}. 


Отсюда видимтъ, что модуль произведения — произведеню модулей, а 
арзументь произведетя = сунмь ариументовь сомножителей. 

Очевидно, что этоть результать распространяется на какое-утодпо 
число множителей, такъ что вообще 


2, (6080, 5 #36, .рь (6080, + 285 6,) .... ры (608 8, -- 7 зт 6) 
рр, ..-. ры (608 (9, = 6, +... + 8,) + 2 (8, + 6, +... + 6, }. 
При р ==... = р. =р и 8, =0, =... =4, =0, получим 


[р (©0860 = фз бу" = р" (608 тв $ вт т). 


Формула эта, въ которой ж цьлое положительное число, называется 
дюрмулою Муаера; она показываеть, что при возвышеши въ степень 
комплекснаго числа модуль его возвьинается въ ту же степень, а аргу- 
ментъ умпожается на показателя степени, 


$2. 0 корняхь дЪхой хункщи. Корнемь цфлой функши называется 
такое зналене перемфинаго, при которомъ эта функщя равна нулю. 

Теорема. Если а веть корень цьлой функши 1(%), то р(®) дъ- 
длится безз остатка на (х — а). 

Раздфлимъ /(2) на х—а, и пусть @ будеть частное, а В остатокъ: 
тогда будемв имфть тождество 


{@® =@—ф®Ф9-+Е. 
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Здесь остатокь Ё отв 2 не зависить, такъ какъ дфлитель х — а первой 
стенени относительно 2. Ноложивь д = а, находимь А = Г(а). Такъ 
как @ есть корень /(2), то {(а) =0, и слфдовательно В — 0, поэтому 


га =@-—9® 
тАЪ 0 цьлая фунешя. Слфловательно, (2) дЬлится безъ остатка на 2— в. 


НаприирЬ, 1 и Ц 6 длится на д — в 


потому что при х-=1 эта функшя обращается въ 0; дЫйствительно 
2 — би +" — 6 =@— И (а — + 6). 


Слъдстве Т. Еели чьлая функщя степени т 
Г@®) = Ат + Ам... + Ане + 4, 
обращается в5 нуль при т =а, #=а,,.. 
вст ‘различны между собою, то 
{(®) = 4, (#— а,) (1 — в.) (&—а,)....-а,). 
АЪйствительно, если /’(%) обращается вв О при х = 
= ш—ф ар), 


гдБ /,(2) цфлая функшя (т — 1)-ой степени съ коэффищентомь 4, 
при 5"—'. Далфе, (5) обращается въ 0 при х=а,, гдв а, не = а,; 
такъ как х— а, при х=а, не —0, то /, (2) должно быть =0 при 
1—=а,, и, слёдовательно, 


К @фы-@- а.) Г, @),, 


тд 7, (2) цёлая функщя (ж — 2-ой степени съ коэффищентомь 4, 
при х”*, а потому 


= и — а) в — а.) /,#); 


далфе, /(2) равна 0 при х = а, ГД а, не = ни а,, ни а,. 


=, а, 9 а, @,,... а, 


(1—а,) (д —а,) не =0 


при х=а„ в потому /, (2) должно быть равно 0 при х=а,, и сл- 
довательно 


®-а- р), 


ТАЪ Г. (2) цёлая фуньшя (т — 3)-ей степени съ коэффищентомв А 
при 2”-*; отсюда 
Гы) = (2 —а) (в —а,) @— в) (а). 


Продолжая т0 же разеужденю. найдемъ, что 


(= (фа) (в—а,) (7—а,).... (2 — а.) ыы (%), 
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ТДЪ /»_1(2) фуньщя 1-ой степени вида А,х-+ В, которая должна обра- 
щаться въ 0 при #-=а„ т. е. Ао, -- В-=0, и слЪдовательно 


В=— да, Е, ван) 
#(2) = А (х—а,) (&-—а,).... (х—а,). 


Замичате. При доказательств мы пользовались тёмъ, что произведене 
обращается въ О только тогда, когда по крайней мфрь одинъ изъ мно- 
жителей обращается въ 0. Для вещественныхь иножителей это очевидно, 
а для комплекеныхь доказывается слфдующимъ образомъ. 

Если Р = АВ, тд Аи В комплексныя числа, то 


мод. Р = мод. АХ мод. В; 


дяя того, чтобы Р было равно нулю, необходимо и достаточно, чтобы 
мод. Р= 0; слЬдовательно, одно изъ вещественныхь чиселъ: мод. 4 или 
нод. В, равно нулю, а потому одно изъ чисель А или Ё равно нулю. 

Примирз. (2) =2 — 62 + И — 6 обращается въ 0 при 1 
=2, 1 = 3, поэтому 


3—6 И @-— 3). 


Ольдетее ТТ. Цьлая фунищя степени т не можеть имтить болие 
т различныхе корней. 

Въ самомъ дЪлЪ, если извъетны т различныхь корней а,. а, а.,..-а„ 
пьлой функщи /(2) степени т, то 


1 (=) = 4 #—а,) (&—@.).... #—&.), 


откуда видно, что {(2) не можеть обратиться въ О ни при какомъ зна- 


чени д, отличномъ оТЬ @,, @.. .... @н- 
Поэтому, если о какомъ-нибудь выражен!и вида 
Ат Ат +... + А+ А, 


извфетно, что оно обращается въ 0 для и различныхь значешй х, гдЪ 
в> т, то должны заключить. что 


ь=0, 4,=0,.... Аыа=0, 4. =0, 


т. е. 910 разсматриваемое выражеше равно вулю тождественно. 
Олпдстве ТИ. Цьлая функия степени т вполнь опредъляется. 

хода извьестны т --1 ея частныхе значений; иными словами, не мо- 

жетё быть двуть различныхь цьлыть функций т-ой степени, которыя, 

для т 1 значе перемтннаю т, имъли бы одинаковыя значеня, 
Въ самомъ ДЁЛЪ, положимъ, что двЪ цълыя функщи 


ту = Ад” Ам +... +4, 


Е(2) = Ву д Ви .... + В, 
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получають одинаковыя значешя при я —7,, 2, 2„,....2,. Т.е. 
Ето = В), Гай = Ра... Ра) = ЕР.) (1) 
Докажемъ, что тогда /(2) = #(2) тождественно, т. е. что коэффи- 


щенты при одинаковыхь степеняхъ 2 въ этихь функшяхь равны между 
собою. Для этого возьшемъ равность ° 


1(®) — Ре = (А, — Ву) "+ (А, — Во +... (4. —- В); 


это будеть цфлая функщя степени пе выше 2. Изъ условий (1) слёдуеть, 
что эта разность = О для (т -— 1) аначенй 2, а слёдовательно 


А. — Вы 0, В, =0,.... А, В, 0, 
Ао = В А, = Вр... Ан 


что и требовалось доказать. 
Легко составить выражене пфлой фупкщи 1-ой степепи, зная (ие + 1) 
частныхь значений этой фупкщи 


мот (а), ЕР Ч, РОБ, 2, Г 


т. е. 


Это выражеше будеть, какъ легко убфдиться, сл6дующее 


, 1—2} (9 —#,) {#—4,) 
в) = г :. — . 
о = рву. № 
(5 — жа) (4 2.) .(% — 2) . | 
и вт т, а) 17 
{@— в) — 9, .... (2 бы) 
(7. 2 (2.--т.... ба" 
ДБйствительно. 


1) очевидно, что эта формула изображаеть нфлую функцию эй-ой сте- 
пени оть 2: 

2) при я=, всё члены кромф 1-го обращаются въ 0, а первый 
вЪ и; При 2==х, всЪ члены исчезають кромБ 2-го, а 2-ой обращается 
ВЪи, и такъ далфе. 


Напринфръ, цфлая функщя 2-ой степени, имбющая для #— | зна- 
чен!е —3, для = значеше 5, для т 4 значеше =, равна 
з {#— 2) (#4) 5 о@+а РЕ ДЕ] 
а—эа+ ‘еб ре-а [оса 
т. е. 
(72% 8) 538 —4) 412—322) 
—- 6 ы 30 


зи ее 
30 
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Формула (Г} извфетна подъ именемъ инторполяцронной формулы Ла- 
гранжа. 

Теорема. Если цълая функиёя Г(2) сз вещественными хозффицёен- 
тами импеть мнимый корень вида х + ЗУ-Т, то она также имъете 
# корень 4—3 ИТ. сопраженный 65 первымь, т. в. если Г(@) 9- 
янтся на (х-- а — В), тд она раздьлится ина (х— х-- 8) 

Для доказалельства замфтимъ, что 


(ф—а— № ира В = а + В, 


и докажемъ, что если функшя дфлитея на (5 —а — В#), то она раздф- 
литея на [(1 — я + 8], откуда уже слёдуеть, что она длится на 
и—а-+й). 

Положимъ, что при дфлеши / (2) па (д а? -+ 8, частпое есть 
р (®у, а остатокъ В; этоть оствтокт, будучи первой степени отпоси- 
тельно д, будеть вида литони, гдё т и и вешественны, когда коэффи- 
щенты /(2) веществениы. Слёдовательно, будемъ имфль 


Де) = [9 — ар] м) тоя. 


Положивъ здфеь $ — а +- 3: и замфчая, что (5) и (д — 2)  обра- 
щаются при этомъ вЪ яуль, паходимъ ма -- + м3: —0, откуда тв = 
та+в—0; здьсь 3 не ==0, слёховательно #==0 ии —0, и 


7) = @ — +8] А), 


гдф /, (2) цфлая функщя, что н требовалось доказать. 

Изъ доказапной теоремы слфлуеть, что число мнимыхь корней урав- 
пеня / (57) =0 съ вещественпыми коэффишентами весгда четпое, и что 
каждой пар мнимыхь сопряженныхь корней соотв®тствусть квадрат- 
пый дфлитель вида (2 — а)* + В° пли 2 ух + 9, г р = - 94, 
= + |. 

33.0 вратныхь коряяхь цёзой Фувкши, 

Если /(2) дёлится на (х — @)", ГАЪ я цфлое положительное число, 
т. е. `если 


твер, 


тдВ Г, (2) цфлая функщя, то говорятъ, что @ есть я —кратный корень 
функши /(1) или уравнешя /(27) =0, пли что /(2) ипыфеть ® хорней 
‘равныть @. 

Теорема. Условя, необходимыя и дистаточныя для тою, чтобы а 


было п-кретнымз корнемг функиёь Дт), состоять вё томз, что 
Га = 0 Г =о Га =... [7 а) =0, 


эп. е. что }(2) и ея послюдовательныя производныя 00 порядка (п — Г) 
включительно обращаются в5 0 при х = а. 
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Доказательство. По формул Тейлора имфенъ 
в) 


по поно -о ро + Е ми 
а Г И 
Если . 
Г@ =П@® = =" (а) =0, в <»), 
ы ое а +....+ о а)" 12° 9, 


откуда и видно, что /(2) дълится на (2— а)", т. е. Что @ есть я-крат- 
ный корень. Обратно, та же формула (1) показываеть, что остатокъ оть 
длешя /(2) на (1 — а)" вообще равенъ 


#2 — а" 
Во фе, 


такъ какъ всЪ слфдуюнуе члены дфлятся нз ($ — @)". 
Если предположить, что {(%) длится на (2 — а)", то В ум должно 
быть = 0 при всявомъ х/`& нотому 


Ты =ег@ =... ® = 0. 
Напримфръ, если 
1 ®) = +2 ПЕ — 42 — 8, 


то 
о аа 1—4; Па = ай 305 + 19; (2) =0, 
п =ов (2) =0. 
Обратно, если дано, что 
Роса =0 К =0, 
и /(2) цывя функщя 4-ой степени, то / (2) = 4 (# — 1 (#-+ 2)", 
тдЪ А постояиное. 

Въ высшей алгебрь доказывается теорема, которую мы эдьсь примемъ 
какъ яостулать, состоящая въ томъ, что всякая цфлая функша /’(2) 
имфеть по крайней мфрВ одинъ корень, вещественный или комплексный 
Принявъ это, мы можемъ показать, что всякая цфлая фунвщя жж-ой сте- 
пени можеть быть равложена на 2 линейныхь множителей. 

ДФйствительно, пусть @, есть корень функ /(2), тогда 


Га) = #—а)1 (@), 
гя$ 7, (2) цылвя функщя (т — 1)-0й ‘степени; пусть а, есть корень 
функщи /,(2). тогда 

д) =@-—% А), 
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тдЪ /, (2) есть цфлая функшя ‘(т — 2)-ой степени. Тавъ же получимъ 
а -чье, фе фига 


Нрохолжая такимъ образомъ, лойдемъ до функши /, (2} степени 0-ой, 
т. е. до постояннаго, которое обозначимь черезъ 4,. Изъ этихь равенствъ 
находимъ 


14) = 4. (т — в) в —а,) @ —а,)....#— а), (2) 
тд А, очевидно, равно коэффишенту при 5” въ (2). 
Изъ формулы (2) видно, что а, @,....4„ корни функщи / (2); 


между ними могуть быть равные; если случится, что 4, = а, = а. то 
Г® = 4, @ — в, @—а,)....@— а, 


условивнись въ такомъ случав говорить, что /(2) имфетв 3 корня, 
равныхь а, и вообще всяй я-кратный корень считать за я равныхь 
корней, можемъ сказать, чию’ всякая цллая функия импеть столько 
корней, сколько единице в5 показатель степени этой функши. 

Если одно или нфеколько изв чиселв @,, @., а...... а„ будуть ини- 
мыя, вида а + 8%, то въ ряду этихъ чисель найдется столько же раз- 
ныхъ а В&, и функщя Г(2) будеть имфть длителя 


(—а— В) «+ = —а + =я+-+а 
въ изкогорой степени ®. Поэтому можно сказать, что всякая пфлая 


функшя можеть быть представлена въ видф произведешя линейныхь и 
квадратныхь множителей 


Гру = А (в — а)" (8—0)... ре -рт +9)... 
ГА т, 8, ....Р, 8, 8,-... Пфлыя положительных числа, и 
ти... к 28+ 28, +.... = показателю степени { (5). 


Если Г(2) кретныхь корней не иметь, то всф числа т, #,....г, 
8, 8,.... равны 1. Чтобы на самомъь дфлВ выполнить такое разложенше, 
надо умфть найти всф корни уравнешя }(5) = 0, какъ вещественные, 
такъ и иникые. 

Теорема. Обийй наибольший дълитель цьлой фунтии Г(х) 4 ея 
эроизводной }’ (2) равень произведению зоьль линейных множителей 
функиеи Ге), соотвттотвующихь зратнымз корнямз ея, возвышеннымь 
в степени, показатели которыхь на единицу менмше соотвттетвен- 
ныть показателей, сз которыми эти множители входять в5 [ (2). 

Доказательство. Зауфтимъ, что общимъ наибольпимъ дфлителемъ 
двухъ пфлыхь функпйй называется обпий дфлитель наивысшей степени. 

Положимъ, чт 


1) = А + А+ А+... А+ А. 
К. Поссе. Дифферени, я ичтегральн. иечаскеня, 18 
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или 


1) = 4, (#— а.) (© — в) @— а)... @— 4 
ТЪ 4, @,, @,....@, корни функщи / (2). 
Если въ числ п корней в, а,....а, имъется а корней, равных 


а, 3— равныхь $, 1 равныхь с ит. д., н А равныхь $, то фунюцию /(5) 
можно представить въ видЪ 


а -= де а @— Ва... @- 1). (2) 


Надо показать, что общий дфлитель навыстшей степени функц /(2) 
и 1 (4) равевъ 


= ео. в" (3) 


Замфнивь въ формулЪ (1) 2 червь 5+ й и раздвливь Г (2 + 2) 
на / (5), получимъ 
Ееч хи —@а,\ =) и) 
7@) а, } ба |’ ра, | 
з замнивь /(х-+ #) ея разложешемь по формуль Тейлора, получимъ 
тождество 


#(®) + В (@) + 


я 1% ® _ 


А 
-( — =). 4) 
О6Ъ части этого тождества ифлыя функщи оть №; сравнивая коэф- 
фищенты при первой степени й въ обфихь его частяхъ, находимъ слЪ- 
дующую, весьма важную форнулу алгебры: 
Г 1 _ 1 1 


: + + 
7®) а ха Ща, 


-.... (5) 


Доказываеная теорема есть лищь одно изъ многихь слЪдствйй этой 
формулы. 

ели примеиъ во внимаше, что во второй части формулы (5) имфемъ 
а дробей равныхь 


8 дробей равныхъ 


= Е, вт.» то подучимь 
гы _ а 8 т ох 
7) Я +; Г а - 1. (6) 
Замфчая теперь, что 
На 


р = 4 (#—а) (#—9....@— 1, (7) 
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и перемножая равенства (6) и (Т), находимъ 


З аз (2) _ В (2) №) | 
) = 4 И. аи (8) 
гдь +9 =и—яа-—0.... #9. 


Такъ вакъ 2(2) дЪлится на каждую изъ разностей х—@х—..... 
{=— 1. то вторая часть равенства (8) есть нфлая фунещя. Отсюда видимъ 
1} что Л дьлитель функщи /’ (2), 21 что Л обийй наибольший дъли- 
тель ит) и /’(2), тавъ какъ по формуламъ (7) и (8) видно, что частныя 
оть дёлешя [(2) и Г’ (2) на Р функши взаимно-простыя, не имфюпея 
общихъ дфлителей, зависящихь оть х. Въ самомь дЬлЪ, по формулв (7) 
видно, что функшя ро обрашаетея въ нуль иолько ири 2 'равномз 09- 
ному изь чисель а, 6, с, ...1Т. в формула (8) показываеть, что. га а 
обращается въ нуль ни ири одномз изз отит значений; а мов, при 


не 


р | 429 (@); 
у 
ие А, 3$' (6), ит. д. 


#9, 9 6)....-9 0 


и ни одно изъ чисель 


не —=0, такъ какъ а, $,....{ простые корни функщи (2). 
Замфчая, что двф функщи, не имфюнуя общихъ корней, не имфють 
общихь дБлителей, мы и убЪждаемея въ томъ, что гя и г взаимно- 


простыя, и выфстВ съ тБыъ и въ справедливости доказываемой теоремы. 


$ 4. Рёшеше двучлениаго уравненя. 
Возьмемь сперва уравнеше 
=" —1=0. (1) 
Это уравнеше не имфеть кратныхь корней, потому что 2“ —1 и 
3712"—1 не имфють общихь корней. 


Полагая = (1089 + 2 6), 
находимъ в” (608 тб +- вт 6) = 
откуда 2" с09т8 — 1. р"эт тб —= 0, 


27" (сов? тб вт) = "1; 


сяёдовательно, р=! (потому что р вещественное положительное число), 
503 т = 1, 81 т8 = 0. а потому т 0 = 28, тд  иблое число, 
зе 
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кт 


9 — зи общее выражене корней уравнешя (1) будеть 
рт .. ЗА й 
2 009 п 1 - (2) 


Дегко убЪдиться, что эта формула дасть всего #2 различныхь значешй 
для 2. 
Вь самомъ ДЬЛЬ, если подставимь амЪето Ё числа К, и Ё, + т, то 
получимь одинаковые результаты, потому что 
т) = 2 т 2 -тт ‚Эт 
тя _ ит ит я „Эт, 


= 608 - = гу 


т т т 


если же подставимь выфото & различныя числа А, и &,, которыя оба 
меньню т, то результаты будуть различны; дйствительно, если дону- 
стимъ, что 


2%, п 2 к . к 
о = 608 и 5% ат 
т т т 
то найдемъ 
т р, 
т т 


тдЪ { дёлое число, откуда 


но #, и й, < т, слёдовательно 1—0, &, =,, противно предположению, 
что Ё, не =®,. 
Отсюда видимт, что уравнеше 

="—1=0 

имфеть зи корней, выражаемыхь формулою 
акт .. 28т 

х = 008 —— чат —, 
т т 


тдё А иметь значеня 0, 1, 2,.... (т — 1). 
Зато еще, что значешя з, соотвфтствующия значешямь # =, и 
&=т — 1, будуть сопраженныя мнимыя числа. Дъйствительно, 
3 (т —&,} .. 2 т— Аа) + 


вв — тт на — 603 [ж— 
т т т 


.: ( зы 2 ЗЕ 

ня [21 603 $ . 
т т тв 

Олфдовательно, выражешя всфхъ корней заключаются въ формул 


эт ‚ 2х 
= 608 -—— = $зт -— 
эт 
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тд Е пыфеть значеня 
оз. 3 при ж четномъ, 
т — 


1 . 
12,.... э_ › при 2 нечетномъ. 


Въ первомъ свучав будуть два вещественныхь корня +1и — } 
при $ =би #=3, во второиъ—одинъ + 1, при # = 0. 
Напримфрь, корни уравневя 2°— 1 = 0 будуть 


&=о А, р 
2 4 ‚. 4“ 
= Ь Чо = со + 2 И ЗЫ 
1 
РИ: А ... 4% 
| = 608 5—1 ы, 2, ев зат и 
. # „2 &-3 
Корни уравневыя 21° — РУ ры м 


Разсмотриыъ теперь общее двучленное уравнеше 
"=4, 


тд А какое угодно вещественное или мнииое число; обозначиыъ мо- 
дуль числа 4 черезь В, а аргументь черезь $. 
Доложивъ 2 ==р (6088 + $518), найдемъ, по данному уравненю, 


р" (608 т 0-15 т 8) = В (609 ф + 1% 9), 
откудв р” = В, р = ариеметическому значенио УЕ. 
60870 = 608, зттб —= эт, 


слёдоватольно, #8 —= ф + 281, гдь # цфлое число, и 


6—9 Жт, 
т 


Общее выражеше корней даннаго уравневя будеть 


+ = + ЕЕ). 
т 


Е У 


Такъ же, какъ и вывю, убфдимся, что, давая & значешя 0, 1,2,.... 
(в — 1); получимь ве% т корней уравнешя 5” = 4. 
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При # =0 ваходимь одинъ изь корней уравненйя, 


=УВ (= в = т 
Замфчал, 


.т— 1, 


даеть всф т р8шешй уравнешя 5" — 1 или, какъ говорять, всф значеня 
корпя #-ой степени изв |, можемв сказать, что для получешя всфхь 
корней уравнешя 5“ —,.А пужно умпожить одинз изъ его корпей на 
вс корпи #-ой степени изв 1. 

Для примфра возьмемь уравпене 


=. 
Заъь А=— 1, модуль его == 1, а аргументь можно взять = 
потому Что 6087 + 15 = = — 1. СаБдовательно 
+ 2х Е вк 
& = 603 | 5 — ват 5 ы = 
(28 -- 1) .. ОО 
5 нат =: 
ТД ВО, 1,2, 3, 4. 
Зпая всф корни уравнешя 
я— 1—0, {@) 


можемв написать и разложеше 2” — 1 на множители. Всё корни урав- 
нен!я (@)} заключаются въ формуль 


608 — фт —, 
ГВ т 
+ эз (®—четпое), 
или т—1 


-- ‚ (т ночетное, 


( 605 
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найдемъ при ж четпомъ "—1= 


(п—2)= 


21 4 › 
(2—1) 4 — 25608 т (а ожеов И 1... (42—68 
т ел 


при ж— нечетномъ и 


и, 


$8. Разложеще радтональныхь дробей на простёЁпия. 
1. Общий видъ ратшональной функши оть % есть та, гдё Р(з) и 


Г (2) вфлые полиномы; мы всегда будемъ предполагать, что Ё (2) и { (1) 
не имфють общихь ворпей, потому что въ противномъ случа Ё(2) и (2) 
имрли бы общихь множителей, на которые данная дробь можеть быть 
сокращена. Кром$ того нредположимьъ, что степень Р(4) меньше сте- 
пени / (2); въ противномъ случаф могли бы двлешемь №\(57) на {(х) 
предварительно выдфлить ифлую функлю изъ данной дроби. 

Приступая къ разложению несократиной дроби те на простЬйнця, 
мы сперва покажёмъ видз ‘'разложеня, а залБмь укажемь способы опре- 
дфлешя коэффищевтовъ въ общей формул$. 

Теорема Г. Если а есть ворень уравненая }(х) =0, и а показатель 
степени кратности еб, такё то 


7@) = ар), 
адъ Г, (2) уже не дълится на х — а, то 
Е® _ 4 Р, (®) 
Та ба ее, 0) 
195 А постоянное, нераеное 0, а Г, (т) цъьлый полином степени ниже 


(х — а) {4 (2), взаимно простой съ Г, (2). 
Доказательство. Напишемъ тождество 
РФ А + Е) — АР (2) 
#2)  @- ая бар (т) ° 
Опредфлимь постоянную 4 такь чтобы К (5) — АХ (#) дфлилось 
на (2 — а); для этого необходимо и достаточно, чтобы 


Р (а) — АД (а) = 0; такъ какъ Г, (а) не = 0, 


(2) 


то = 


число А не = 0, ногому что Р’(а} не == 0, такъ какъ Ё (2) не имфеть 
общихъ корней съ { (2). 
Опредфливь А, можемь положить 


Е (2) — АЁ (2) = ЗЕ, (2), 


+1: 


2 4 —1 
(#—1 (= 2608 = + 1 (= 25608 ж-1).- (© этов = + 1). 
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тдБ Р, (2) = ги-4 [4 есть цзлая функщя степени ниже (2 — в)*—1 
Г. (2) и взаимно * простая съ Й, (2), потому что, по условно, Р(2) и 
Г. (@®} общихъ дёлителей не имфють, а потому и Р (2) — Ар, (®) и | (2) 
таковыхь не.имфють; сокращая дробь въ формуть (2) на (х— а), находимъ 
Ра) а Р.® 
7@ ва @ вт’ 
что и требовалось доказать. 
Изь доказанной теоремы слфдуеть, что еели 


[(®) = (в — в) (2—9) (#— ет... ®—1\, 


то будемъ имфть слёдующее разложене данной дроби на простёйня 


ЕР) А А, Аз—1 
Го ^ аа * ам ва 
В В, В— 
О Е Е 
еее - 
Т 


+ @—\ — &—й — (3 
ТДЪ А, А, А,,.... Аа-1, В, В, Вр... ВВ, 1, Гл, .... ТА-л-—поетоянныя. 
Вь самомь дфлЪ, полагая 
7 =@— Г), 
по доказанной теоремф будемъ имфть 
Е() в _ А Р, (2) 
ПОС ОО ООС 
примфняя ту же теорему къ дроби во второй части, получимъ 
в. Р, ®) 
а ата, 
тд 4, =#® ‚ 2. (2) пфлая функшя степени ниже (д — а) { (2). 
взаимно простая съ Г, (2}. Такимъ же образомъ нолучимъ 
Е, @) 4, _ Р,®) 
@— ау де ааа), 


Еа-1 (2) Аа  Ра(2) 
еГ@ а" 1®› ® 
тд ‘ве Р, (2), Р, (1),... Е. (2)—цблые полиномы, А, А,, А, .... Ав-л— 
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постоянныя, между которыми нфкоторыя могутъ быть равны О (за исклю- 
. _ В@ 
чешемь 4) потому что, напримфрь, А, = С Е, (=) можеть имфть 
Р. 
корень в. 
Складывая предыдупыя равенства, найдемъ 
Е®_ а А, Аа-1 ‚ Ра(2) ; 
9 ва ааа", ® 


тДЬ Еа (2) цлый полиномъ степени ниже //, (2) и взаимно простой сь {; (2). 
Положи л®-@— 98. 
ЕДЬ Г, (2) уже не дфлится на 2—6, по формулЪ (5) найдемъ 


а (2) Еа(®) В В, 
9 @ Ро ват * 
ВВ! 28 (2) 
+ ры (6) 


гд6 В, В, ... Вв-:-постоянныя, приченъ В ие == 0, а Ев (2)—цфлый 
полиномъ степени ниже /, (2) и взаимно простой съ нимъ. 
Если будемь продолжать такъ же далфе, полагая 
®= бор @®), 
Ь@® =@—9ЬА(®) итд, 
и составлять дроби, соотвфтствующйя корнямь с, 4, ....1, то, замфчая, что 
въ ряду функшй /(2), Г, (2), Г, (4), Г, (®), ... послфдняя очевидно = 1, 
получимь черезь сложеше формуль (5), (6) и т. д. результать вида (3). 
2. Переходя къ опредёленшю коеффищентовъ, положимъ сперва, что 
[(®) не имфеть кратныхь корней. 


Пусть 
Тогда 
(7) 
отсюда 
Ро 7 +. № в 


ДЬлая х—а и замфчая, что /(а) =0, иа, 8, ‹ 7. неравны между 


собою, получимъ р 
реа], зе #704 


_Р® 
откуда =. Тавъ же В = (р) ит. д. 
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Слфдовательно, 
Е (2) Ра 1 ро 1 #0 1 
Заре Е ЗдТ. эк ожеетят оу 
Т® Р@фэза РГО ГО #1 

Въ общемъ случа, умножая 06% части тождества (3) на {(5), по- 
лучимь въ лфвой и правой части цфлыя фупьши, потому что (<) дВ- 
лится на знаменателей всфхъ дробей второй части. 

Перенося всф члены въ одну часть и отбирая члены съ одинаковыми 
степенями х, приравниваемъ коэффищенты при этихь степеняхь нулю; 
это намъ даеть систему уравнешй 1-ой степени относительно коэффищен- 
товъ 4, А,, .... В, В., ..., изъ которыхь эти числа и опредфляются. 
Вифсто того чтобы составлять и рёшаль эти уравнешя, можно давать х 
различныя частныя значешя и, подставляя ихъ въ тождество, опредёлять 
коэффищенты послфдовательно одинъ за другимъ. 

Пуимары. 

1) Рапложить дробь ЕЕ на простфйння. ДФлимь 2 +21 на 

— За ы 
5 — 35 +23 и находимъ 


(8) 


ту +1 1 42—1 

па Та, 
г м ЦА В 

3+2 а #1 в 


Р (р =48—1 Го =@—Ии— 2, Га =ж-—3 


Е _ 3 РТ. 
А=ры=—=-3, В=рв)=1-8 


2) Разложить дробь па простЬйпНя. Мы имфемъ 


ее 


2-2 А А, А, 
ето Кате 
Отеюда 2 =А(— 2) + 4, (#—2) ++ 
—- 4, (2—2) (54-14 В(#+ 1". #) 
Полагая х=--1, получимь 3=4.(—3), откуда А—— 1. 
Полагая х=2,  получимь 6 =27 В, откуда в-8 = а. 


Сравнивая козффищенты при 2° въ обфихь частяхь тождества 11), 


волучимъ А, +В=0, а дёлая 5—0, 
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паходимъ 2=— 24—24, —2А, + В, 
2 
откуда д,—1 3 А, = —9. Слфдовательно, 
а +2 ИИ 2 
2+1 (#9 2+ зай Зато“ 
Е А А, 
3) а ее 
ВоВ 
Заз" в+б' 
Отеюда 
4 (2+ 3)'+ 4, (2+3) #1 А, {5+3 (2-0 
+ В (5—1) + В, (#— 1 (2-3) —х=0. [ее 
Дфлаемъ 2=1, получимь 4А.16—1=0; А= 
3 
дфлаемв х 3, получинь — В.64 +3=0; В= я. 


Для опредфлешя 4, беремъ производную полинома лфвой части на- 
шего тождества и нолучимъ опять полиномъ тождестаенно равный 0. 
Замфчая, что производная оть суммы членовъ, имбющихь множите- 
деыъ (2 — 1)? или (2 — 1)^, будеть сама длиться на (л — 1), мы будем 
имфть слёдующуй результать 
2А (2+ 39-Е 4, (2+3) —1+(#— 115) =0, 
гдЪ Ф (2) цвлая функшя. 
Дфлая х=1, получимь 24А.4+16А, — 1—0, 
1 
39. 


ава, ==0, 4, = 


Для опредфлетя 4, и В, полагаемъ 2==0, получимъ 
94 — 94, +94, — В — ЗВ, =0. 
Приравнивая нулю коэффищенть при х* въ (П), получимъ 
А, + В, =0, В, =—4,; 
ы 5 5 


4+ 94, — 38, =0; 4,=— 555; В, дб. 


3. Все изложенное выше остается справедливымъ, будуть ля корни 
8,6, с, ....Ё вещественные или мнимые. Но въ послфдпемь случа веще- 


Е предбтавится по формулЬ (3) и видф суммы чле- 


ственная я дробь # @ 7® 
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новъ мнимаго вида; можно однако видоизмфнить тогда форму разложешя 
такъ, чтобы мнимость исчезла. 

Для достижевя этой ции замфтимъ, что если функщя }.(2) имфеть 
корень 2=а + № кратности я, то онз будеть имфть и корень # === — В 
кратности я, (коэффищенты { (2) предполагаются вещественными). Тогда 
#(а) будеть имфть множителя 

(2—1 №) пач и (Ире +9, 


тд В 2 же, 


слёдовательно, Ё(®) = (2 + рх + 4\ ф, (*), 
тлф р (2) цлый полиномъ. 
Присутстве каждой пары сопряженныхь корней влечеть за собою 
дфлимость (2) на трехчленъ вида 2’ + рх + 4. 
Замфтивъ это, докажемъ слёдующую теорему. 
Теорема 11. Если 
Г (а) = тре К), 
здъ Г, (2) не дъмипся на 2 -- рт + 4, то 
Р (2) Ре =9_ + _ Е, @) 
Ра) Арчер)’ 
20% Р и 9 вещественныя постоянныя и Р, (2) — чьлая функиёя сте- 
пени миске (2 + рр +4)" 1 [, (2) в взаимно простая Г, (2). 
Напинюмъ тождество 


Ей __ Р(2 Ра+9 - Ра) (Ре+-Ф Г 
то чер б-р чмок) 
Опредфлимь Ри © такь, чтобы Р (2) — (Рх-+ 9) Г, (2) дЬлилось 
на 2 + 0 + 4. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы уравнеше 


Е (2) — (РР+Фр®=0` 


(9) 


(10) 


имбло корни а-= №, 
если ре -+9=(1—а—№) (2 —а+ 8). 
Слфдовательно, 
Е (ам) — [Ра- + р @а+ = 0; 
отсюда Ра орет - мм, 
тд Ми М найдутся, если отдфлимь вещественную часть оть мнимой 
въ дроби Ра+ 


Отсюда ых ‚ или РМ, 
такъ вавъ В не = 0. 
Опредфливь Ри ©, мы можемь положить 
—(Р 
РФР р 


тр -+а4 
ТДВ Р, (2) ифлвя функоя, очевидно удовлетворяющая упомянутымъ усло- 
вямъ, и изъ формулы (10} найдемь 


ги В+, — Е 
7@ ф-ш-“ чачу’ 
Ольдетве. 
Е (=) Ре-+-9 Ра-+ 0, 2, (2) ав 


Т@ — пена ит“ ТО 
Это равенство получится, если примфнимъ теорему (П) къ дроби 


Е. 
"тк 


Наконець, припоминая доказанную раныше теорему (Т) и соединяя 
зе съ теоремою (11), получимъ слфдующуй результать: 


Если 
Г =(т—а) (2—8... (б-р 9" тт + )*...... 
Е) : 
то дробь 7 можеть быть представлена въ видВ 
Е _ 4 4—1 
РО о аа 
Вх +8 8.128 , 
ыы (пр) И" УРА @2) 
еее ея 
18 А,А,..... Ал, В, В,..... В-ь..... Р,Р,,.. 
Р.ь ®,Фь..... 9.-, В, В,..... В. 8.8,..... = ь 


вещественных ‘ постоянныя. 
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Коеффитенты можно опредфлить по метод неопредфленныхь коеф- 
фищентовь, которая была разъяснена выше. 
Въ частныхь примфрахь возможны различныя упрощен. 
Примпры. 
= : 
1) Разложить дробь аулы На простЬйпия. 


ИВ 2-9 
уе #1 
Отсюда 2=А (+1) + (Ро-+ 9) (#—1). 
Дфлая %=1, получимъ 1 =: 24; А = а. 
Длая #=0, получимь 0 = 4 9; 9=3- 
Сравнивая коеффищенты при 2’, получим 
0—=4А-+ 2; слБловательно Р= — :. 
И. х _ 1 1—х 
ак ри вери’ 
2) Разложить дробь ак на простфйпя. Мы имфемъ 
2 —#—2 _ А А, _ 
(о 1 (+ 1}? ее #1 + 
Ре +9 Ре -н ©, 


кан Тян!" 
Отсюда 
д — ЗА А, (2+ 1 (++ 
— (Ре-н 9) (+ 1+ (Р.5+0,) (Ра (2+1. (1). 
Дулая = — 1 получамь 2 = 4. 
Беремъ производныя оть обфихъ частей и находииъ 
2—3 =2А т +а+ 1) (НПА, (+2124 (2+1) (9), 


тдф (4-1)? (2) — совокупность членовъ дфлящихся на х-+ 1; дълаемъ 
опять д = — 1; получимъ 
—б=—ба+А: д 1. 
Далфе, обозначивъ чрезь 2, и 2, корни уравнешя 2 + +1=0, 
будемъ имфть 
вито АЕ Ь @ 
ФИ, +10, =, —1. 8) 
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Дьлая въ тождествЪ (1) 2= 1, получимъ 
2? — 32, — 2 = {Ре +0) (2, + 1} = (Рд, + 9) (2+2, 1). 
Исключая 2,’ помощью равенства (а), получим 
4х, — 3 = (Ра, 4-9) 2, = Ре’ + 0, Ра, —Р-+ 4%, 
откуда (РР о-фл-+(Р-3=0; 
очевидно, такъ же получимь 
(Ро а-+(Ф-—3З=0; 


слЬдовательно, Р—3=0; Р^-0—4=0, 
откуда Р=3; = 
Полагая #) &=0, 
находинь —2=А+4+0+09; = —2—2+1+1=—2. 
Сравнивая коеффишенты при 2° въ (1), получимь 
0=4,+Р; Р=Ь—ФА=|. 
ОлЬдовательно, 
_ м3 ЕН 
(пя а +1 я * 
35 —1 + —2 
аи (аку, 
#2 1 
ы = ть. 


Функщая Г +5“ имфеть 4 мнимыхь корня и разложится на два ква- 
дратныхь множителя. Проше всего это разложене можно сдфлать слёдую- 
щимъ образомь: 

Пат 2+2 — 247 = (1427) —(И2} 


=(1+=У2-+ 2”) (1—2 +27). 


Слёдовательно, 
'_ №240, +5 
1-2 1ьхуйч 1 вуа’ 
1 = (Р2+9) 1—2 +12) + (В+ 8) (1+2). 


Полагая #=%,, 


гдё 2, корень уравневя 
1+2 И? + =0, 


находимъ += (Ра, +9) Ч — # И +2,'), 
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но д =—1— 2, И, 
слфдовательно, 

— (Ре, + 9) 2%, УЗ = — 2 И? (Рай +98) = 
= УР (2—0 +49], 
1=—212 №9 — РУЗ), —Р]. 


Отеюда ЗУ Р-6 9— РУ = 0: 
1 
Р= аз 9=—5. 
Такъ же найдемъ 

} 1 
Вв=-—-—; = +о- 
— уз; 8 +2 

1 У + 1 Уз 


28 Тани 22 1 виа. 


4) Разложить дробь гы на простёйния (т —1<. п). Раземотримъ 
елучай » четнаго. 

Уравнеше 5—1 =0 имфеть корни — 1+1 к ®— 2 мнимыхь 
сопряженныхь корней вида 


Эт т 
= —, 
в в 
ть &=123..... #5. 


Положивъ „ —6, 22-1, получимъ для выражен корней формулу 
соя №0 = раб 28, 
ть #=2,4,6,..... (#— 2). 
Здьеь всЪ корни простые, и формула разложенша дроби на простёй- 
пия есть 
Е _Е@ 1 + РФ 1 -Е@ 
Г Роза ГОРО = 
Вь нашемъ примфрь 
Рф -г", фт ППА 
Дробь, соотвётствующая корню (- 1), будеть 
Рот 1 
ПП ва-т" 
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Корню (— 1) соотвЪтетвуеть 


в т 1 (01 
РОО зЕ в отач+о в +’ 


Корнямъ 605 #9 +2518 и 605 #0 — 1510 соотефтствують члены 
Р (с08 + 5т М) 1 Г (6050 + тат 26)" 


Й (6088 +291 #8) х— 00388 — $9140 м д — 05 В 110 
1 ео (т — в) ры [8 — я) М] 


в 2 — 60819 — 1 #6 
1 05 [(8 — в) №6] — вы [бт —=) №] 
и п Ш бт 


Складывая эти два члена, находимъ 
2 008 [(т— ®) 18] ( — 00810) — зв [(® — 2) #8] ей м, 
* (2 — 208 28): + эй 26 
или, замфчая, что 246 == ий четное число, можемъ написать выфето 
предыдущаго 


2 {2 — 60518) 603 тб 5160 Эт б 
в 27 — 55608 #0 +1 


Давая здЪсь числу № значешя 2, 4, 6,..... (п —2) и складывая 
результаты, будемъ имфть окончательно слёдующую формулу: 
м, (-" 


ито в@-п ва+о 


+ 2 У (& — 603 №6} с05 т — эт 10 эт тй0 


. д — Зо ев 
м 


№ =2,4,6,..... ®— 2), 
тдф знакъ У обозначаеть, что берется сумма зленовъ, написаиныхь подъ 


знакомь, дла * вебхь перечисленныхь выше значешй 7. 
Совершенно „подобнымь образомъ найдемъ при # — нечетномъ 
Е 
7 @-и“ 
+2 ТЕТЕ 
.У — 22 605 #0 1 
у 
#=2,4,6,..... ®— 1]. 

5} Разложить дробь = на проетвйийа, 


В. Посес._Дифферсва, м житеиральи. кочжелен. Ее 
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При я четномь, корни уравненя 


%#+1=0 
СИ, и Их. 
будуть вида 605 п я т 
тд #0, 12, , 
или 208 69 = фз №0, 
т Е 
тд в=;; В=ь3,6.....@—1. 


Отсюда, подобно предыдущему, найдемъ 


о р {8—8 603 тб + эт 20 зд тй 
п У- д доз 0+1 


#=ьз...... ®— 11. 
При я нечетномъ, находим 
2" (т 
о и @+п 


- 88 #0 зат тб 


2 У- (2 — 603 #0) с03 т® 
За“ ви 
® 


й=1,3,..... (®— 21. 


36. 0 вещеетвенныхь корвяхъ уравней вывшихь отепеней 6ъ чи- 
слениыия козоФищентами. Положимъ, что дано уравнеше 


Е(®) = Ал А+... + Ав 4, = 0, {1} 


дБ 4. А, 4,,.... А, численные вещественные коэффищенты. 

Число А, всегда можно считать положительнымъ, потому что всегда 
можно измфнить знакъ у вобхь членовь ‘уразненя; /(2) обовначаеть 
первую часть уравненя; если въ уравнени нётв члена съ 4^, то А, = 0. 

Замфтимь главнЪйцня теоремы, на которыхь основаны способы ро- 
зыекашя вещеетвенныхь корней уравнешя. 

Теорема. При достаточно большом аначещи |2], Г() будеть имъть 
знакзь, одинаковый со знакомь стариито члена Ах”. 

Въ самомъ ДЬЛЬ 

| А, _ 4. 4, 


= 2+ —2 ==. 
Ра ==, + о 
Съ возрасташемь |2} до оо, ве члены въ скобкахъ, кромф перваго, 


стремятся къ нулю; поэтому при достаточио большомъ значени |2| сумиа 
этихь членовъ будеть какъ угодно мала по числениой величинЪ; когда 
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эта сумма будеть численно меньне 4,, тогда знакъ /(х) будеть одина- 
ковЪ е0 знакомь старшаго члена 4.2”, что и требовалось доказать. 

Сопоставляя этоть результать съ непрерывностью функщи {(2) при 
всякомъ значеши х, выводимь пижеслёдующия слъдетвя. 

Т. Всякое уравнеме нечетной степени импеть по прайней ипръ 
одинз вещественный корень, знакз которало противоположенх знаку сво- 
бодназо отз х члена уравненя. (Коэффишенть при старшемь членв счи- 
тается, какъ уже сказано, положительнымт). 

Въ самомъ дл, при я нечетномь, 4,2”>0 при &>0 и 4,“<0 
при 2 < 0. Слдовательно, при достаточно большомъ значени |2{ бу- 
демъ имфть 

(2) <0 при. д < 0. Г(2) > 0 приз>о 


или, какъ пишуть для краткости, 
РС <) < 0, (+ о) >0. 


Замфчая, что /(0) = А», находимъ, чо при А,„>0, К (— оо) и #0) 
разныхь знаковъ, елЬдовательно, между — со и 0 есть корень уравне- 
ия [(2) =0; при 4.< 0, Г{0) и Х{+ оо) разныхъь знаковъ, слдо- 
вательно, между О и +02 есть корень уравнешя №(®)=0, что и тре- 
бовалось доказать. 

Н. Уравнече четной степени 65 отрицательнымь, независяцимь 
от» д, членомь нипеть по пралней мтръ два вещественныхь корня, 
одинь > 0, друюй < 0. 

Вь самомъ дЬлЬ, при я четномъ и А, < 0, ныфемь 


[(— <5)>0, [0 =4,<0, Г(+ ©) >0. 


СлЬдовательно, /(2) обращается въ нуль по крайней мфрф одинъ разъ 
между — © и 0 и одинь разъ между О и + 0, что и требовалось 
доказать. 

Теорема. Если Г(а} и Г(В) числа разных знаковь, то между аи В 
заключается нечетное число корней уравнешя [(2) =0, а ебли Г (а) 
и Г (В) одинаковыхь энаковь, то либо четное число корней, либо ни одною. 
Пре этом яратный корень я-ой хратности считается за в корней 
‚равныхь между собою. 

Въ самомь дыф, ебли Г(а) и Г(В) разныхь знаковъ, то между а и 
В есть навёрно одинъ корень, но можеть быть и Нфекольо; пуеть а, 5, 

..Т будуть всф эти корни. Тогда /(2) можно представить въ зидь 


0 =#-ч@-ь.. @—07®, 
тд Г, (2) есть цьлая функшя, не имфюлмая корней между а и 8. Отсюда 
Г =@—9@—6.... а-0 па), 
1®=68—98—9...68-—0^8 


к 
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Числа {, (а) и Г, (8) одинаковаго знака, иначе Г’, (2) имфла бы ко- 
рень между а и $, противно предположению; Г(а) и Г(В) разных 
знаковъ, по условно. СлЬдовательно, 


@—8)(@-—08.... ар и 9$—@а)6-—5.... 8-0 


разныхь знаковъ, положимь 8 > а, тогда второе изъ этихъ чиселъ > 0, 
потому что, по условно, всф числа а, 5,....! меньше В; поэтому первое 
должно быть < 0, а такъ какъ всБ множители я — а, а —%, а—1 
по условшю, <0, то число ихь, равное числу корней большихь а и 
менышихь В, должно быть нечетное, что и требовалось доказать. 

Когда (а) и Г(8) одинаковыхь знаковъ и между а и В есть корни, 
то совершенно такъ же убфдимся, что число ихъ должно быть четное, 

$7. 0 предёлажь корней уравненшя. Если всЪ положительные корни 
уравнешя будуть больше положительнаго числа { и меныше №, то { на- 
зывають низшим, а Ё — высшимз предвломъ положятельныхь корней 
уравненя. Подобнымь же образомъ, отрицательныя числа (— Г.) и 
(— А) называють низшим» и высшимз предвломъ отрицательныхь кор- 
ней, если всЪ отрицательные корни уравнешя больше (— Г.) и 
меньше (— #,). 

Гри рышен!и уравнешя весьыа полезно знать высний и низпий пре- 
дёлы какъ положительныхь, такь и отрицательныхь его корней, чтобы 
имЪть граинцы, внф которыхь не лежить ни одинъ изъ корней. Легко 
видЬть, что всЪ вопросы © розыскаши предфловъ корней сводятся къ 
одному изъ нихъ, напр. къ розысканио высшозо предфла положительныхь 
корней. Въ самомь дви, для розыскайя низшаео предфла положитель- 


ныхь корней, мы, можемъ подставить въ уравнеше 2=у и искать 
высшйй  предфль положительныхь корней преобразованнаго уравнешя 
Е (2) — 9. Если найдемъ этоть предёль, и онъ будеть = 2, 10 1 6у- 
деть низиий предфль положительныхь корней данмаго уравненя, потому 
что при у < Ё имемъ => 

Предфлы отрицательныхь корней, очевидно, будуть предёлаим положи- 
тельныхъ корней уравнешя, получениаго изъ даннаго подстановкою 2=-— у, 
и притомъ, если } и { будуть высшйй и низний предфлы положительныхь 
корней уравнешя /(— у) =0, то (—1) и (—#) будуть соотв тственно 
визпнй и выспйй предфлы корней уравнешя { (2) = 0, потому что 

при > у> Р, иемь (И <я< (Е. 


Остановимея поэтому на розыскави высшаго предфла положительныхь 
корней уравнешя я-ой степени 

Е@® = 0. (1) 

Одияъ изъ самыхъ удобныхь способовъ такого розыекатя основанъ 


на свойствахь коэффищентовъ частнаго оть дфлешя {(7) на днучлень 
+ — а; эти свойства прежде всего и заиётииъ. 
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Частное оть дьлешя /(2) на (у — а) будеть цёлая функщя (я — 1)-ой 
степени относительно 2, а остатокъ независящее оть х число. Обозначая 
частное черезь 


В+ В+... + В+ В. 


& остатокъ черезь В„.:, будемъ имфть тождество 
Г(®) = А Аа А+... + АЕ + А, = 


== (# — а) (В + Ви + .... + Выаж- В,) + Вью (2) 
Сравнивая коэффищенты при одинаковыхь степеняхь 2, находимъ 
В, = А. В, = А 
В, — «В, = 4, В, =аВ, + 4, 
В, — аВ, = А, ии В, =@В, + 4, | . (3) 
в, РН 
В, — @аВ, = А, Вы = @аВ, + А, 


Эти формулы и служать для послфдовательнаго вычислен:я В,, В... 
В„ Вл. Изъ нихь, между прочимь вытекають слЬдуюня выраженя 
этихь коэффищентовъ черезь а: 

В, =, В, =Аа-А,, В, = Ам + Ав+А,, .... 
В, == А“ + Ам... + А 
. + 4, „а + 4, = [(@). 
Сльдовательно, остмитонь отз дтлещя Г(2) на < — а равен }(а).' 

Какъ видимъ, послфдовательное вычислеше чисель В, В,..... 
3В,, В. даеть въ кониф концовъ результать подстановки даннаго 
числа а въ функцно / (2). Изъ тождества (2) ясно, что если при какомъ- 
нибудь положительномь аначеши а всё числа В, В»,.....В Вьы бу- 
дуть >0, то это аначеше а будеть выепнй предвль положительныхь кор- 
ней уравнешя /(2), потому что, при всякомъ 2_> а, буденъ тогда 
имфть /(2) > 0. 

Далфе, изъ формуль (3) легко видфть, что если числа 

В,, В,, .... В» ва 


при а = будуть >0, то и при а>а эти числа будуть > 0. Въ са- 
момъ ды, такъ какъ В, = А, > 0, по условю, то 

В, =авВ, — 4} 
возрастаеть съ возрастатемь а, откуда и слфдуеть справедливость ска- 
заннаго для В‚; изъ формулы 

В, = «В, + А, 


то же самое заключимъ относительно В, ит. д, 


. Вы == Ами А,“ +.. 
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Изь всего отого и вытекаеть нижеслдующий способъ (Лазрра) опре- 
дфлея высваго предфла положительныхь корней даннаго уравневя, 
причемь имфется въ виду, что чфмъ меныше будеть найденное чисзо, 
тЬмь лучше. 

Прежде всего замфтимь, что если въ уравнеши /(2)-=0 нЪеколько 
членовъ подрядь, начиная слва, имыють положительные коэффищенты, 
то, при розысканш высшаго предфла положительныхь корней, можно за- 
ыфнить /(2) функшею $(#2), у которой первый членъ есть поелфдн изъ 
членовъ съ положительными коэффищентами въ /{2); такъ напр., если 
А, А, А, > 0, а 4, < 0, то вифето уравненя 

Г(®) = А” -ы Ато Чт Аа 4.4, = 0 
можно разсмотрёть уравнеше 
ф (2) = А? + Аа +... + А, = 0, 
такъ какъ, если, при #>@> 0, ф (5) > 0, тои }{ (2) > 0, потому что 
А” + А," > 0 
при всякомъ положительномь х. 

Если всф коэффищенты /(2) >0, то уравнеше (1), очевидно, положи- 
тельныхь корней не имфегь: высиий предфль ихъ = 0. 

На основани этого замфчашя можно положить, что оторой коэффи- 


щенть 4, въ /(2)—число отрицательное. 
Беремъ @ равнымь корню уравнешя первой степени относительно а: 


В, = Ва + 4, = Аа + 4, = 0. 
Это?ь корень, при А, < 0, число положительное. Подставляемь его въ 
выраженя 
В» Ви... В (8) 
если’ между получаемыми при этомъ числами не встрётится отрицательное, 
то а искомый выспий предфль; если же одно изь чиселъ (3) окажется 
отрицательнымь, то увеличиваемъ 2 на единицу и испытывавыъ новое 
число и т, д. Этимв путемь всегда и дойдемь до искомаго высшаго 
предёла. 
Для примфра возьмемь уравнене 
2 105 — 24-77 1005 — 1200 = 0. 
В, =А,=Ъ, В, = Ва+ 4, =в— 10; 


беремъ а = 10, находимъ В, = 0, В, = Ва 4, = — 1; слдова- 
тельно, а — 10 слинщомъ мало; беремф а = 11, находимь 


В, = В,=1. И—1=10, В, = 10. И+7ТЕИЯ, 
В, = 117. И 100 = 1187, В, 1187. Ш —120}> 0. 
Сльд. 11-—выспйй предфль положительныхъ корней. 
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$ 8. Ровывкаще соизифримыхь корней уравновшя съ соизибримыми 
БозфФиЩентами. 

Замфтимь прежде всего, что уравнеше съ дробными соизибрихыми 
коэффищентами всегда можно привести къ уравненю съ цфлыми коэф- 
фищентами, умножая всф члены уравневя на число кратное всвхъ зна- 
менателей дробныхь коэффищентовь. Поэтому въ дальнёйтемъ будемъ 
считать коэффищенты уравненйй цфлыми числами. 

Далфе замфтимъ, что уравнене съ цфлыми коэффищентами и коэф- 
фищентомъ, равнымъ единицф, при старнемъ член, не можеть имфть 
дробных соизифримыхь корней. Въ самомъ дЪлЬ, допустизъ, что уравненно 


э-- А+ А+... АША, =0 
удовлетворяеть 2 = 2, гран цфлыя числа, не нифющия общаго дЁ- 
лителя, нашли бы 

4, +... + Ауд. = 0 
а умвожая на 5", 


$ + Ав А... Ааа 4—0, 


что невозможно, потому что первый членъ весократимая дробь, & всё 
остальные цфлыя числа. Отсюда легко вывести, что розыскаше соизм- 
римыхь корней уравнешя всегда можно свести къ розыскашю пфлыхь 
корней другого уравневя. 
Вь самомъ дфлЬ, полояжимъ, что дано уравнеше 
А” + А+ А+... 4, © А, =0. (1) 
Положивъ #=\, находимъ, по умножеви на 4.” *, 
УЕ д, Да. Ау + АА =0. (2) 


Это уравнеше, по замфчениому выше, можеть имфть только цфлые 
соизмфримые корни; обозначая ихь черезъ а, а, @„...., найдемъ всЪ 
соизиБримые корни даннаго уравневя 

9 в, &, 
45° 4’ 4, 

Итакь, вее дфло сводится къ розысканю цфлыхь корней ураанешя 
съ цёлыми коэффишентами. Въ этомъ розыскаши намъ нослужать т же 
формулы (3) $ 7, которыми мы пользовались при розысканщ предфловъ 
ворней. Положимъ, что дано уравнеше съ цфлыми коэффищентами 
у Ат А А+... АША, =0. (1) 
Обозначая черезъ а неопредфленное цфлое число, составляемъ числа 

В, В, Вх... Вы Вы 
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по формуламъ 
В, =4. В, =Ва-+А, В,=Ва-+4,,. „Вин = Ва А, (3) 
Числа эти будуть также цфлыя въ нашемъ случа, и посльднее 
В, ==Х(а), какъ было показано. Чтобы число а было корнем» урз- 
внен!я (1), необходимо и достаточно, чтобы В,,, = 0; послфдняя изъ 
формуль (3) даеть тогда 


Ва=— А,, т. в. в.=—4; 


слёдовательно, а должно быть дфлнтелемь числа А, Итавъ, пфлые корни 
уравнены (1), если существуют», будуть всВ заключаться въ числь дЬ- 
лителей коэффищента 4,„- 

Взявъ за а какой нибудь дфлитель числа 4„, можемъ различиыми 
способами испытать, будеть ли онъ корнемъ уравнешя (1). Выфето не- 
посредственной подстановки х-==а въ первую часть уравнешя, вообще 
удобнве вычислять послфдовательно числа В‚, В,,.:..В„.1 и, если ока- 
жется, что В„,1=0, то а корень, & если В,,, не = 0, то а не корень. 
Этоть ишенъ можно примфнить конечно и къ а= = 1, которое есть дф- 
питель любого числа А„, но непосредственная подстановка т = -= 1 въ 
уравнене (1), разумфется, ни въ какихъ упрощеняхь не нуждается и 
обыкновенно прежде всего и дфлается. Испытываемъ затБиъ наименышаго 
положительнаго, не равнаго 1, дёлителя числа А„ при помощи чисель 
В,, В,, --.. Вы-в. Если этоть дфлитель окажетсл корнемъ, то, ззифчая, 
что найденныя, только что упомянутыя, числа будуть коэффищентами 
частнаго оть дфлешя / (2) на г — а, поступаень съ уравнешемъ 

Ви В+... +В=0 
такъ же какъ съ даннымь уравнешемъ, и т. д. 

Если, при испытан и какого нибудь положительнаго дфлителя числа 4, 
всВ числа В,, В,,.... Вым окажутся > 0, то этоть дЪлитель будеть выс- 
аниь предфломь положительныхь корней уравнешя (1), и не зачвиъ 
будеть испытывать дфлителей, большихь разсмотрёниаго. Отрицательные 
в 
юрни уравнешя 7®=0 


будуть положительными корнями уравненя 
1(-2=0, 
и розыскиваются тБыь же путемъ. 
Для примфра раземотримь уравнеше 
(2) = — 32° — 1927 + 682 — 60 =0, 
заимствованное изъ алгебры Бертрана. 


Подстановка д = 1 даеть 1—2 19+ 68—60<0, слфдоввтельно, 
1 не корень. 


Наименыйй положительный дфлитель 60 есть 2; испытываемь его, 
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составляя числа В; по формуламъ (3) находимъ 


Вь=Ь В,=1.2—2=0, В,=0.2—19=—19, В,=—19.2+-68—30, 


В, =30.2—60—0, елфд. 2 корень уравнешя. 
`Частное оть двлешя /(т7) на 2—2 равно 20.7 — 19% +30—0, 
те 4? — 195+ 30 —0. {®) 


Испытываемь опять наименьшаго дфлителя 30, т.е. 2, и для ура- 
внешя (^) находимъ 


Ви=1, В,=1.2+0=2, В,=2.2—19=—15, В,=—15.2-+30—0. 


слфд. 2 корень уравненя (=), тавъ что /(2) нмфеть дфлителя (х — 2). 
Частное оть дЕлешя 4°— 195 + 30 на 2—2 будеть 


+ — 15 =0. {3) 
Испытываемъ дьлителя’3 числа 15; находамъ 
В. =Ь В, =1.3+2=5, В, =5.3—15=0; 


елЪдовательно, 3 корань. 
Частное оть дылешя 2’ +- 2х — 15 из 2 — 3 будеть 


&+5=0 


и имфеть корань 2 = — 5. Такимъ образомъ найдемъ всБ 4 корна урав- 
нешя (1), и выфстВ съ тёиъ разложеше на множители 


2 — 28 — 197 4-685 — 60 —={@ — 2)' (1—3) (#-+5). 


$ 9. Отдёзеюе кратныхь корней. 

Подь этимъ назвашемьъ понимають способъ приведешя рётеня ура- 
внешя съ кратными корнами къ рёненю уравненш, имфющихъ только 
простые корни, . 

Положимъ, что уравнеше /(2) = 0 имфеть корни различиой крат- 
ности. Обозначимь черезъ Х, произведеше линейныхь нножителей функщи 
{(%), соотвтствующихь простымъ корняиъ, черезъ Х, произведеше раз- 
дичныхь пинейныхь множителей, соотвфтствующихь двукратнымь корняиъ, 
и вообюе черезь Х. произведене множителей, соотвфтетеующихь т-врат- 
нымъ ворнямь. Тогда, предполагая, что /(2) иыфеть корни кратности 
не больше р, можемъ написать ` 


Де) = х, Хх... Ху, (0 
если условимея считать Х, = 1, когда въ уравнеши нёть корней крат- 
ности й. Напр. если 

1) =@+ 07" а—1'@—2), 
то Х, =#+1,Х,=1, Х, =, Х, = (2 — 1) (2—2). 
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Мы поважемъ, что когда / (2) задана въ вид многочлена, располо- 
женнаго по степенямъ т, 


Е) = А -ь А... + А+ ,, (2) 
то при помоги простыхь дфлешй, не зная корней 7 (2), можно найти 
множители хх, х,....Х, 


и, сяфдовательно, привести р5неше уравнешя /(2) къ рышению урав- 
пен Х. = Х,=0.....Х,=0, 


имфюцихь одни простые корни. Вычислены основаны на извфстной тео- 
ремф объ общемъ наибольшемь дёлятель Р функши / (2) и Г (2), въ 
силу которой Р равно произведению линейныхь множителей /(2), воз- 
выненныхъ въ степени, показатели которыхъ на единицу меньше, чфмъ 
соотвфтственные показатели этихь множителей въ фупкши { (2). 
Вь силу этой теоремы, если {(2) разлагается на множители но 
формуль (1), то -— 
? РЕХ,Х,.... 2. 
Этоть обшуй наибольдий дфлитель / (4) и {’ (2) можеть быть най- 
денъ по / (2) и { (2) способомъ послфдовательныхь дЗлен!й. 
По той же теорем общий нанбольный дфлитель функши Ди ея 
производной 2’ будеть а 
Р.Е СХ,Х,....Х, 


Общ наибольший дёлитель Р, и Л,’ будеть 
^ — 
Р,=Х,....Х, итд 

Этоть процесеъ продолжаемъ до тёхъ поръ, пока не дойдемъ до функ- 
ни ОР, з = Х„ которая не инфеть общего дфлителя со своею производ- 
ною, потому что Х, не имфеть кратныхь корней. 

ВеБ эти функши Ш, Р,, О,,... О, » могуть быть найдены при по- 
мощи послёдовательныхь двленй. 

Изь выраженй (1) для /(2) и полученныхь затфнь функшй ПО, 
Р....-0,-зв, находимъ 


19 
и!) 


р 
р.=Х,Х,...Х,=Ь@, 


=х,х,х,...Х, ЕР), 


р. 

р.= х-ье), 
Де 
Фу = Хх, =, 


Вы =х,=1,@) 
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и, наконедь, 
_6®) _ 6 @) — их [2] 
Хр)’ =, = Ты, *, 


Такимь образомъ, не прибфгав къ рыменк уравненш, при помощи 
простыхь дфленй, найдемь вов функщи Х,Х,....Х, и, рышая урав- 
нешя Х, =0, Х, =0,....Х, = съ одними простыми корвями, 
найдемт вев корни различной кратности даннаго уравнешя 

Г =0. 

Число функщй въ ряду / (2), О, О,,....0, ®, причемъ послёдняя 
не инфеть общаго дфлителя со своею производною, равио р, если р 
есть наивыспий показатель кратныхь корней / (2). Можно еще замфтить, 
что, если имфется въ виду только освободить уравнеше оть кратныхь кор- 
ней, не заботясь объ опредёлеши показателей кратности, то достаточно 
найти общий наиболышй дфлитель { (л) и {/'(2) и раздфлить /’(2) на 
Этого дфлителя, такъ какъ 

#@) 
ле=НУЕХ,Х,....х, 


2 


иизегь всЪ т же корни какъ и /(2), но всё эти корни будуть про- 
стыми корнами /, (2), потому что Х„ Х,,.... Х, общихь корней не 
ииЪють. 


Е = + 2—2 —1=0, (р =4 (27 +3%—®). 
Общий наибольдий дфлитель / (2) и /' (2), 
РЕ +1 р —=4 (7-9). 
Общий нанбольнй дфлитель Ри 2", 
рЕР-Ь Р =, 
ТР, и РБ’, вазиино простыя; 


Ё(@) 
р 


поеи-ь реБыеичжь речь 


м—1= ХХХ, Я -+1=Х,Х, #-1=Х,. 
Слёдовательно, 


ха ха ХА 


ь®) 
и 


о 1 (2—1) (+1) (20) (@—0 (+1. 


$ 10. Розыжане кееошхифриныхь корней. - Теорема Штурма. Нри 
ровыскани несонамфримыхь корней самымъ важнымь вопросомъ является 
вопросъ объ отийълени корней. Отдълить нЪфкоторый корень значить 
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найти два числа, между которыми лежитъ одинъ и только одинъ этоть 
корень. Ёогда корень отдёленъ, то вычислеше его съ желаемою сте- 
пенью точиости уже имкакихь теоретическихь затрудненй не представ- 
ляеть, потому что, разбивая промежутокь между найденными предф- 
лами корня части промежуточными числами, отличающимися одно 
оть другого на произвольно выбранное число г, мы навфрно найдемь 
тоть частный промежутовъ, въ воторомъ ложить искомый корень и бу- 
демъ его знать съ точностью до ®. Нвир., если отдфленный корень урав- 
нешя { (2) = 0 лежать между 0 и 1, то вставляя между О и | числа 
2 


5, 15... $ и вычисляя значешя /(2) для этихь значешй д, мы 
навфрно найдемъ два рядомь стояшйя числа | и т ‚ дающда раз- 
ные знаки для /(2), и между этими числами и будеть искомый корень, 
вычисленный съ точностью до '/;о- 

Существують различные способы для болфе быстраго приближешя 
къ искомому корню; нвиболфе употребительный изъ нихъ, принадлежа- 
пий Ньютону и дополненный Фурье, изложенъь вь $ 11. 

Вь вопросв' объ отдьлени корней весьма важную роль играеть ава- 
менитая теорема Пурма, дающая возможность узнать точиое число кор- 
ней, лежащихь между двумя данными числами а и В. Когда окажетея, 
что между а и В лежить одныъь только корень, то вопросъ объ отдБлени 
его рёшень; если окажется, что между а и В мфоколько корней, то, 
вставляя между а и В промежуточныя числа, рано или поздно, но всегда 
посль конечнаго числа дЁйстьй, мы отдфлимъ эти корни. 

Теорема Штурма основвиа на изучен свойствь нфкоторыхь функ- 
ЦНЬ которыя мы будемь называть функщёями ПГпуриа. Процессъ со- 
ставлешя этнхъ функщИ аналогичень процессу розыскашя общего наи- 
больюшаго дфлителя даухь полиномовъ. 

Положимтъ, что дано нфкоторое уравнеше 


Ад” - 4,21 +.... + А. 4, =0. 


Мы предположимъ, что оно не имфегь кратныхь корней (въ против- 
номъ случаф мы предварительно могли бы освободить его оть такихъ 
корней). 4. . 

Обозначимъ первую чветь уравнен!я бунвою У, а производную функ- 
щи У черезь У„ ДЪлинь Г из У, й, дойдя до остатка степени ниже 
У, обоаначаемь черезъ У, этоть остатокъ 65 изминеннымь знакомь; дё- 
лимъ У, на У, и находимъ остатокь степени ниже У,; обовначаемъ 
этоть остатокъ 65 измененнымь знакомь черезь У», Продолжаемъ этоть 
процесеь до тёхъ порь, пока не дойденъ до остатка, независящаго отъ 2; 
такь какъ степени функщи У, 7, У,, Г,.... убывають, то непре- 
мфино дойдемъ до Г», ие зависящаго оть 2, причемь не > я. 

Составленныя такимъ образомъ функщи будуть связаны между собою › 
слфдующики соотношенями, въ которыхь 9,, 9... Фа, .-.. Фея 
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цёлыя функши, Г, постоянное: 
ТЕТ, 7, 
У, = 7,0, 7, 
У. Рам Ри в 


Уна = У, 9: У, 


Функщи У, У, Т,,...-Тнь У, и будуть функии ИРтурма. 
Функщи эти обладають слбдующими свойствами. 
1) Зисло У, не можеть быть равно 0. Въ самомъ дЫлЪ, если ,-=0, 10 


Уз = Три ыы 


т. в. У» дЬлится на ТР, 1; изъ соотноменя У, — У, 3 Ч» — Гра 
вытекаеть тогда, что и У, з двлитея на У,_‚; продолжая разсматривать 
формулы (1), мы заключимъ ивъ нихь, что У, и ТУ дфлятся на функ- 
цю У, ,, что невозможно, потому что У, по условно, не имфеть кратныхь, 
корней, и поэтому Г и его производвая У, не могуть иифть общего дф- 
пителя, зависящаго оть 2. 

2) Двъ рядомз столимя функии вв ряд 


У, У, У, --. Ри Ражь не Рь @) 


не мозуть обратиться вё 0 одновременно, т. е. при одномз и ‘томз же 
значении 5. 

Вь самомъ ДЬЛЬ, если бы У, и Г„., обратились въ 0, то, въ силу 
соотношений (1) я У, = 0 при томъ же значеви 2; изъ формуль (1) 
далфе слЬдовало бы, что тогда и У„.: =0, и вообще веф фунющи 
ряда (2), начиная оть Г„, обратились бы въ 0, что невозможио, потому 
что послфдняя У, есть постояниое, не равное нулю. 

3) Если какая нибудь изь функшя Т. (исключая первую У) обра- 
зивется в5 0 при никотороме значени т, то смежныя сз нею, Уи и 
У„.л, при этоме. значени т, будут числа разныть зиакова. 

Вь самомъ дЬЛЬ, изь соотнонеа 

Уи, = 7. 9. — Та 
слёдуеть, зто; 
’ при Тн = 0, У: = — Уь+ь 

4). Если а есть корень уравнемя У — 0, то + будетз < 0 при 
= и Я>0 при х =а--Ь, ебли № обозначает» достаточно 

й 
малое положительное число. 


Въ самомъ дьлЬ, обозначивь функцно У черезъ Р (2), а производ- 
ную отьР,т.е.7Р,, черезь Е’ (2), будемь инфть по Тейпоровой формул, 
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, в 
Раны -ь Ра № Рот, 


Ра =Р'(а-й Е" (а) +- Гр В" (а) +... + 12 Р® (а). 
Отсюда # Ра) 
Речь тт Ра) > 
А В - т 
Р’(в-+ 1) 1+ + 
я 1 2" 
Рем в 1.2 2’ (а) 
Р(@—ы) пы 


Съ приближешемъ 2 къ 0, дроби, ва которыя умножаются # и —# 
въ этихь формулахь, стремятся къ предфлу, равному + 1, поэтому, при 
достаточно маломъ #, будемъ имфть 

Р(а+») Ре 

Реки Ра—ь) 
гдь |е| и |7| какъ угодно малы. Отеюда и видно, что при достаточно- 
наломъ положительномъ й 


= +9, =— #13, 


Р (ам Е(а-в) 
Р@а-5<° Ракь>® 


что и требовалось доказать. 

Доказанное свойство можно формулировать такъ: 

при переходъь 2 отё а — № ка @ +2, зд а корень функши У, в 
й > 0, отношене 5 переходить из — в +. 


Условиися еще въ одномъь выражеши, а именио, если въ какомъ- 
имбудь ряду чисеть 
А, А, А, А., Анна, = А, 


лаз рядомъ стоящихь числа, напр.; Чьи 4. „;, пизють равные знаки-+- и —, 
или — и +, то говорять, что Ади 4„.: предетавляють неремьну зна- 
*0вз въ дапномъ ряду, а если А, и А„.:- числа одинавовыхь знаковъ, 
то 4, и А„.: предетавляють иостоянство зноковз. 

Теперь моженъ формулировать самую теорему ПШ туриа. 


Творема. Если вв функц ряда 
Т,Т,, Г, --.. Гы Рь (2) 
подставимз сперва т — а и сосчитаемь число перемтнз знака №, 65 
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получекномв 'рядь чиселз, залтльмз подетавимь # — > а и собчитаемз 
число перемънь знака № 65 новом 'рядъ чисел, то число перемьнь 
знака в0 второмз 'рядь будеть меньше числа перемьнь в5 первомь 'рядъь 
илн равно ему, и разность М«— Мв будет раена чиелу веществен- 
нытз корней уравнешая Г — 0, лежащих между а и В. 

Доказательство вытекаеть весьма просто изъ свойствь функщИ (2). 
Въ самомъ дЪлЪ, при непрерывномъ возрасташи д оть @ до 8, число пе- 
ремфнъ знака въ числахь ряда (2) можеть измфниться только тогда, когда, 
одна или нЪсколько функшй (2) измфнять свой Знак, что можеть слу- 
читься только при переход х черезь корни нечетной кратности этнхъ 
функшй. Разсмотримъ, чтб произойдеть при переходё х черезъ корень 
одной изъ промежуточныхь функщй, не обращаюций въ 0 функшю У. 
Положимъ, что 4 переходить оть @ — # в «+, гдЁ а корень функ- 
щи Г„, й какъ угодно малое положительное число. 

Вь силу 2-го свойства Штурмовыхь фуньшй ни Т„_;, ни Ум ,1 не 
обращаются въ 0 при х-—а, а елёдовательно и не мфняють знака въ 
промежутЕ& (а — #, а+й) при достаточно маломъ #; а въ ‘силу 3-го 
свойства знаки Уи: и Ги: при #—а, а слёдов. и при =а—й и 
при $ =а-+#, будуть противоположны. Поэтому числа 

Ты, У». Тина (3) 
представять одну перемьну и одно постоянство знака, какъ при х—а-—й, 
тавъ и при х=а--й, потому что каковъ бы ни быль знакъ Г„, онЪ 
будеть одинавовъ со знакомь одной изъ функшй Г»_:, Г»: и Проти- 


воположенъ знаку другой. Ве возможныя ‚ рочетавя знаковъ указаны въ 
вижеслфдующей таблиц: 


Ты Ты Рича Уна Ты Ги 


#=а—й, ош и + 


г=а+ь, = «-ч вы == — 


Отсюда заключаемъ, что общее число херемюнь знака въ ряд (2) 
не потериить никакого изифненя при переходф х черезъ корень любой 
промежуточной функцуи. 

"Теперь посмотримъ, что произойдеть, когда х переходить черезь ко- 
рень функши У. Въ силу 4-го свойства ПЧлурмовыхъ функц, когда х 
переходить оть а — й ЕЪ @-+ Я, гдЪ а корень функщи 7, отнотеше 5. 
переходить изъ — въ +; это значить, что числа РиТ,, при #=а—в, 
противоположныхь знаковъ, т. е. представляють меремюму знаков, 3 
при 5 =@в-+ 1, 7 и Г, —одинаковыхь знаковъ, т. в. дають постоянство 
знакове. Поэтому, при переход 2 черезъ каждый корень уравнешя У —0 
оть меныпаго значеня къ большему, число перемфнъ знака въ рядё (2) 
уменьшается на одну единицу или, какъ говорять, рядъ (2) теряет 
одну перемВну знаковъ. Изь всего предыдущаго и заключаемъ, что при 
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вепрерынномъ переходВ 2 оть а къ В, рядъ (2) потеряеть столько пере- 
ыфнь знака, сколько корней функши 7 лежить между я и В, что и до- 
вазываеть теорему. 

Зампчаще 1. Твкъ какъ въ доказанной теорем играютъ роль только 
знаки, а не численныя значея функц Я, У, Г,.... при разныхь зна- 
чешяхь 1, то, при составлевн этихь функщй, можно умножать и дьлить 
разсматриваемые полиномы на произвольные поломоительные множители, 
потому что это не мфняеть знаковз разсматризаемыхъ чисель и можеть 
служить для упрощеншя` вычислен!й. 

Замъчаще 3. Если при подотановкЪ х —=а или х = В какая нибудь 
изъ промежуточныхь функщй рада (2) обратится къ 0, то, при счет 
перемвнъ знака нъ этомъ рядф при 4 = или х — 8, можно эту функ- 
цию совефиъ опустить, потому что, если напр. 7—0 при х — в, то 
Ти Г.„»„: дадуть одну жеремену анаковь, и столько же дають 
числа Та, Г, Рнаа При & == а — В, если й достаточно мало. 

Зампчаще 3. Если примфнимъ теорему Шлурма къ случаю а = — сх, 
8 — + с», то узнаемь число веъхь вещественныхе корней уравнешя. Если 
ПОЛОЖЕМЪ а = 0, В = 4-5, то уанаемъ число положительныхь корней; 
если положимь а=— со, В=0, то узнаемъ число отрицательныхъ корней. 
‚  Замечане 4. Теорема Штурма даеть также средство указать условия, 
необходимыя и достаточныя для того, чтобы есю корни уравкешя У—0 
были вещественны, Въ самомъ ДЬШЬ, для того чтобы всф корни урав- 
нешя я-ой степени, = 0, были веществениы, необходимо и достаточно, 
чтобы при переходф 2 оть — © кЬ + ©, рядъ (2) потеряль ровно # 
перемфнъ знака. Такъ какь число фуйкшй ряда (2) не > ® +1, то 
вытеупомянутое услове будеть выполнено тогда и только тогда, когда 
это число =#-+1, и когда, при 2 = — с, радь (2) представляеть 
только перемтны знака, & при = 4-оо, тольво яостоянства. Такъ какъ 
при этомь показатели степеней функщи У, 7,, 7,,....Г, будуть 
соотвфтетвенно равны я, п —1#-2,....0, г. е. будуть по очереди 
четныя и нечетныя числа (низче число функый (2) было бы меньше #-+-1), 
то, предполагая коэффишенть при 4” въ функщи УТ положительнымъ, 
находимъ, что коэффищенты при ныешихь ствиеняхь 2 во везхъ другихь 
функщяхъ (2) должны быть также положительными, если при 5 = — <> 
рядъ (2) долженъ представлять однё перемфны, & при х= +52 однЪ 
постоянства знаковъ. . 

Итакь, усло: необходимыя и достаточныя для вещественности вефхъ 
корней уравнешя`У — 0 я-ой стенени состоять въ томъ, чтобы число 
функ Штурыа было равно » + 1, и чтобы коэффищенты при выс- 
шихъ степеняхь д въ этихь функщяхь были всф одного ‘знака, 

Для примфра возьмемнъ уравнеше 

2?’ — Ш +=, @) 
Полагая УЕ -+Ь 
находимъ У! = За 8 = 8 (2? — 1). 
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Сльдовательно, ножемъ положить У, = (2—1), опуская положительный 
множитель 3. Раздёляя У на У, находимъ остатокь (— 22-+ 1), поэтому 
У, =25— 1; раздфляя У, на Г, (предварительно умноживъ У, на 4, 
во избфжаше дробныхь коэффищентовъ), находимъ остатокъ (— 3), по- 
этому У, =3. Функщи Нурма будуть 


У — ЗУ, = ФУ, = —Ь У, 3. 0 


Нз основани замфчашя 4-го заключаемъ тотчасъ, что всЪ три корня 
уравненя (&) вещественны. 


Подставляя въ (5) $ = — 02, # =0, 5 = + со, получаемъ слфдую- 
ие знаки: 
У, Г, У, Г, 
=— > д ф чз 
= 0 Еф рфо 
=+о ж-+-- 


Вь первомь рядф 3 перемфны знаковъ, во второмъ 2, въ третьемъ ©, 
слёдовательно, одинь корень отрицателяный, два — положительные. 
Подставляя х=Т и д-==2, находимъ 


У, У, Ть № 
2=1, бо+-+ 
#=2, +++ 


При 2=0 дЕЪ перемфны, при 2=1 — одна, при х-2 — ни одиой. 
Слёдовательно, одимъ корень между 0 и 1, другой между 1 и 2. 

Такь же убёдимел подставовками х=— 1 из = — 2, что между 
етими числами лежить отрицательный корень. Корни отдтлены. 

Для второго приложешя теоремы Штурма предложимъ себф найти 
услошя вещественности вефхъ 3-хъ корней обмино уравнешя З-ей ете- 
пени. Занфтимъ прежде всего, что общее уравнеше 3-ей степени 


23 -- ай + и е=0 
всегда можио привести къ виду 2°+27-+4=—0. Для этого положинъ 
въ данномъ уравнеши 5 —у— > тогда 


= 20’ 
т ал? + дже и (+ $) (с = т}: 
обозначая “р, са и замфняя букву у буквою 2, 

приведемь наше уравнеше къ виду 
+9 =0. (с) 
Составимъ для этого уравнешя функщи Ниурма 
Т=т+ р-на, РЕЗ р-У,; 
К. шее. даффорин, м нлегрынл, печиелвым. Е 
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остатокъ оть дфлешя ЗУ на У, будеть Зрх + 34, слЪдовательно, 
У, = -— 22 — 34; 
дЬлвмь У, на Т., умноживъ предварительно У, на положительное чиело 
4р? (во избъжаше дробей), находимъ остатокъ 4р* + 274", поэтому 
У. =- 4 — 970. 
По теоремё Штурма (ззмфчаше 4-06), для вещественности всфхъ кор- 
ней уравненя (с) необходимо и достаточно, чтобы было 
{— 20 >01 (— 42° — 274) > 0, 
те 250, 4+2 < 0; 
первое услове заключается очевидно во второмь, потому что если 
Ар + 274 < 0, 
10 р должно быть < 0. Итакъ, неравенство 
4 + 214 < 0 
есть необходимое и достаточное услове вещественности всфхь трехь кор- 
ней уравнешя пра =0. 
При 45° -- 274*> 0 одинъ корень вещественный и два мнимые. 
При 49° + 274°=0 корни вещественные и изъ нихь два равныхь 
между собою. 


$ 11. Смособь Ныютона (жинейнато приближеня) для вычислевя не- 
соизуФриныть хорней урзвневя. Положиит, что въ промежуткЬ между 
двумя числами а и В лежить одинъ и только одинъ корень уравненя 
Г(@®) =0, т.е. что этоть корень отдвленъ. Принимая а напр. за при- 
ближенное значенше корня и обозначая черезв й моришность, которую 
при етомь дёлаемъ, можеиъ точное значеню корня положить равнымъ 
а-+-й и изъ равенства /(а-+- 1) =0 найдемъ, по формуль Тейлора, 
Го м 
Гота +. тои =6 


Если # настолько мало, что можно пренебречь степенями его ныше 
первой, то для приближенизго значешя # найдемъ 
Га + (а) =0, 
откуда 


_ _ 7 @} 
=’ 
Н ворде приближенное зизчене корня будеть 
= а — Га 


Ра) ` 
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Замфнивъ во второй части мервое приближенное значеше я вторым а,. 
находимъ третье приближенное значене коря 


‚ле ит 


Точно такъ же. принявъ за первое приближенще къ корню другой пре- 
дъль В, найдемъ для послёдовательныхь приближенй формулы 


8—7 7 
ВОР Брат 


Вь этомъ и состоить способъ Ньютона. Изъ предылущаго изложешя 
однако не слВдуеть, чтобы ТВ числа, Которыя мы назвали первымъ, вто- 
рымъ и т. д. приближешями къ корню, хфйствительно все болфе и болфе 
подходили къ этому корню; кромф того не видно, какъ оцфнить погрфш- 
ность, которую мы дёлаемь, принявъ одно изъ приближен! за искомое 
значеше корня уравневшя. Поэтому способъ Ньютона требуеть. допол- 
ненёй, устраняющихь указанные его’ недостатки. Эти дополненя даются 
нижеслёдующею теоремою. 

Теорема. Если между числами и и В лежите одинь и только одинз 
корень уравнешя [(2)=0, ш мыть корней уравнент |’ (2) =0 в 
#@) =0, аъ Ё(®) и Г} первая в вторая производная функции 
1 (®), то, назвавз черезь В тот изв двуть предьловь корня, для кото- 
'разо (В) и Г" (В) числа одинаковыхв знаковь, и составив» по стособу 


Ньютона повое приближеще В, = — 28, можемь навирно утвер- 


ждать, что В, ближе кз искомому корню 2, чпмз В, и ложита отё 
него сз той же стороны какз В, т. е. если В> я, то и В, >, а если 
Ва, то и В, <=. Назваве черезь а друюй предьль, для которало } (а) 
и |" (а) числа фазныхь знаков, и составиеь число 


_[® а 

В) — Ра) 
можемз -навирно утверждать, что а, ближе кз корню 2, чуме а, # 
лежитз по ту же сторону отз т какз в а, такз что новый промежу- 
токъ (а,,В,), в5 хоторомз лежить искомый кореньх, будеть тленлье перво- 
начальная (а, В), # поттмитости (2 — я,) и (х — В,), которыя мы дю- 
даемь, помиая приблиоженно па, или 5—8 , будуть численно < |8, — а]. 

Эта теорема и даетъ вёрный способъ прибляженйя къ искомому корню 
съ объихь сторонъ, не оставляющий желаль ничего лучшаго въ теорети- 
ческомъ отнонеши и выфств съ тьмъ удобный на практикЪ. 

Замфтимъ, что услове теоремы, въ силу котораго {' (2) и {" (2) не 
инфють корней въ промежутеВ (а, В}, всегда можеть быть выполнено 
путемь сближеня чисель а и 3, если, конечно, искомый корень уравне- 
шя [(2) =0 не будеть въ то же время корнемъ уравневй 1’ (2) =0 
или {* (2) =0;.а етоть случай можно ие разематривать, потому что 

ры 


„= 


а, =а 
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тогда / (2) иифла бы общаго ращональнаго дёлителя съ {’ (4) или /" (2), 
который можно было бы заранфе исключить и оперировать съ уравне- 
шемъ низшей степени. 

Доказательство высказанной теоремы всего прое получается при по- 
мощи гвометрическихь соображен. 

При уеловш, что {’ (2) и /"(2) не обращаются въ нуль въ проме- 
жутЕВ (а, В), могугь имфть мфето только слфдуюнщце четыре случая: 


| и®>о ра) >0 3) Г>0 < 

3) Г) < 0, «> 9 Га <0, Г <0, 
для я = == 8. Раземотримъ тотъ случай, когда. 
| Ий@>0 И>о 


для всфхъ д между а и В; тогда будеть /(В) > 0, такь кавь В обозна- 
чаеть тоть предфль, для котораго 
ГВ) и ["(В) числа одинаковыхь зна- 
Бовъ; если же /(В)>0, то должно 
быть /(2)<0, потому что между а 
и В одинъ только корень уравнешя 
Р@)==0; слёдовательно, /'(8)>/ (а), 
а потову В> а, такъ кавъ, при усло- 
вы /’ (7) > 0, /(®) возрастающая 
фунещая. Итакъ, первый случай пред- 
ставляеть слфдующя условя: 


а<2<ь Г <0 /®>0, 
Г ®>о, Г @)>0 
Черт. 41. для вобхь значенй 2 между а и В. 


Кривая лишя у -= /'(2) будегь имёть 
форму, указвиную на черт. 47. Ордината постоянно возрастаеть оть 


Га) = —а4 дю ГВ = 88, 
и вогнутость кривой постоянно обращена въ сторону положительныхь 
у-озъ (по условно {" (2) > 0). 
Геометрическое значеше чисель В, и а, легко указать. 
Если вь точеЁ В (3, Г(3)) построимь касетельную, то число 


РО 
будеть абецисса точки пересфчешя зтой касательной съ осью д-овъ. 
Въ самонъ дьлЬ, уравнеше касательной въ точкЪ (8, /'(В)) будегь 


У =ГФ-В, 


— 5 - 


откуда при У =0), т. ев. на еси 5-овЪ, находимъ 


#8) д /® 
Ха Хим 
Далфе, если проведемь хору АВ черезь точки А (а, Г (а)), 


В (В, Г(В)), то число а, =а — И будеть абецисса точки пере- 


сфчетя этой хорды съ осью 2-овъ. Вь самомъ дЬль, уравнеше прямой 
ет Х—а_ У Г® 

Ва ГФ-Г@’ 
откуда, при У=0, находнмъ 


х_а_ 7-9 _ 
т®-га- 
Чертежь ясно показываеть, что если х есть корень уравнешя 
Г (®) =0, т.е. абсциеса точки пересфченя кривой АВ съ осью х-овъ, то 


аа Зав < 


что и доказывает» теорему для разсматриваемало случая. 

Доказательство теоремы въ остальныхь трехь случаяхъ предоставляемъ 
читателю; чтобы сдфлать соотвфтетвуюция имъ построев!я, надо только 
замфтить сльдующее. 


Если /@®>0, (< для вефхь 2 между а и В, 
то # (8) <0, #49)>0, = 

а слёдовательно Ва, потому что / (2) функщя возрастающая. / 

Если } (2) <0, Г’ (2)>0 для вебхь 2 между а и В, 
то Г (8) >0, Г (а) <0, В<а, потому что [ (2) 


убывающая функщя, Ид _ 
аж Др <0, Г") < 0, то Г ®) <0, Го ЕВ>& Г 
Получивъ два новыхв приближещя а, и В,, по формуламъ 


Го 1) ва) 


риа 7’ 

мы можемъ замфнить въ этихъ фориулахь предфлы а и В болфе тёеными 
предфлами а, и В, и получимь новые два предла а, и В,, още болфе 
тЪеные, и т. д. 

Примтрь- Г® = ——5=0. 

Уравнене имфоть только одинъ вещественный корень, какъ легко 
видфть, этоть корень лежить между 2 и 2,1; 

Г =рЫЬь #2) = + 0,061. 


Ра = ба, |’ (а) = 68; фувкши Р (2) и Г’ (2) 
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въ промежутЕ$ между 2 и 2,1 остаютея положительными. Согласно общему 
правилу беремъ а 2, 8= 2,1 и составляемъ 


го 0,061 
В =8— о = — пав = 20946... 
а га бя, 2,0942 .... 


"ЮР 108 
Откуда находимъ, что искомый корень лежить между 2,0942 и 2,0945, 
такъ что первое же приближене опредфляеть корень вфрно до тысячных, 
долей единицы. Въ алгебрь Бертрана, откуда заимствовань прихфръ, 
вычислеше доведено до 4-го приближен:я и даеть корень вФрно до бл. 
$ 12. Алтобранчевкое р%шеве уравнешя 3-й степели, Корни уравне- 


ня 3-й степени . 
рр +а—0 (1) 


могуть быть выражены при помощи радикаловъ въ коеффищентахь его. 
Положивь д =и-+ и, гдЬ м и © новыя неизвфстныя, находимъ 


нае + (30-5 р) и++4=0. {2} 


Распорядамея числами # и х такъ, чтобы 


Зи -+р=0, т. еш= 8; {3) 
тогда уравнеше (2) приведется къ 
ни = а, (4) 
а уравнене (3) даеть В > 
ми = — эт. {5) 


Слфдовательно, #°и 02° будуть корнями хвздратнаго уравнешя 
з 
2 +4 — 5 = 0, 


изь котораго полууань 


и ионы ть В 


въ силу уравнешя {3). 
Обозначая для краткости 


==> + -А 


ЗИ — 
находимъ для #, изъ уравнешя и = 4, (7) 
. О _ з_ 
три значеня: и, =У4, и, =а А, и, = 51 УА, 


з,_ 
тдё УА обозначаеть любой изъ корней уравнешя (7), в а — мнимый 
корень уравневя а* = 1, т. ®. одинъ изъ корней уравнешя 


 +а+1=0, 


дающаго 


По формул (8) изображаются вс три корня даннаго уравнешя (1), 
соотвфтетвующе тремъ различнымь значешяиъ корня кубическаго, полу- 
чаемымъ черезь умножеше одного изъ нихъ на |, а и а*. г 

Корни кубическаго уравненя (1) можно писать также по формуль 

з 


—- 8 ——-—. 
я р 
4 и: 9 у 4 у? ‹ 
э-иль У) э + 5: + + 5 т’ (9) 


(формула Кардана), но тогда надо для каждаго изъ трехъ различныхь 
значенй перваго вубическаго корня выбрать значен!е второго такъ, чтобы 


произведеше этихь корней равнялось (- В ( 


Савдуеть замфтить, что когда всф три корня уравнешя (1) вещест- 
венны, т. е. когда ЕО, формулы (8) и (9) дають выражешя 
эгихъ корней въ мнимомъ видф, потому что подкоренная величина подъ 
знакомь корня квадратнаго отрицательная. Если бы пожелали приввети 
эти выражешя къ виду а-+ М, съ цёлью избавиться отъ’ мнимости, 10 
оказалось бы, что число а опредфляетея опять уравневемъ третьей сте- 
пени, имфющимъ три вещественныхь корня, т. в. подобнымь данному. 
Въ силу этого обстоятельства, разоматриваемый нами случай называется 
нзеприводимыме случаем». Чтобы предетавить въ этомъ случа корни 
уравнешя въ вещественномь видф, надо прибфгнуть къ тригонометриче- 
свимъ функщямъ. 

Жогда | = г < 0, а слёдовательно и р<0, положимъ 
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гдЪ р вещественное положительное число. Изъ написаинаго равенства 
находниъ 


4 тв = 
2050 25» зт 6 


Корни уравнешя 
4 = Ар (6088 + 156) 
найдутся затвиь по формул 
беж Я 
и = Ур [ + 5 
з 
(См. рёшене даучленныхь уравнений); отсюда, замфчая, что — Е = Ир 
находишь 


& 
‚ Ей 1,0, +41, 


р _ 3 842% в 
3 = УР [о з #8 5, 


и #=2УБ ваз (1, @=- 1,0, +1. 


Напр. корни разсмотрфннаго раньше уравненя 
т — 31+ 1=0, 
представятся въ форнЪ 


з— 6 24 
врем ( +). 
ЕД _ 
: Е 2 
ф=1, 6086 5; 36 5, 9 З 120°, 
6 об — 2 0 2= 5 
3 = 40°, — 80, 180°, 


такъ что корни данизго уравнен1я будуть 
2608 40°, — 2 605 20°, 2 608 80°. 
. Кв Х/ К- -[. . 

Замтиеие. Корни уравнешя 4-0й степени могуть быть также выра- 
жены при помощи радикаловь въ коеффищентахь уравнен!я. Для общезо 
уравненя ныше 4-ой степени подобныхь выражен не существуеть. 

$ 13. Завщенноети нежду Портяии Х понефеотья. аки, 
Форкулы Ньютона для нычистешя сушиъ одииаковыхь степеней корней 
уравненя. 

1- Положимъ, что @, @,, а, - 


„— корни уравнештя 
а р р... рае р. = 0. (4) 


— 313 — 


Известно, что 
д ра р... + рыае- р, = 
(Е —а,) (#—а,) (#—а,)....(@—а,). 


Раскрывая скобки, располагая вторую часть по степенямь 2 и срав- 
нивая коеффищенты при одинзковыхь степеняхъ 2, находимъ 


— 2 =а ++... На», 

р, = Ха, = аа, + аа, +... аа... + ам 9 
— 2: = Ха;4,а, = а.4.а, + в.а. +... + @ы-а@ы лан: @ 
(— 17°, = 9,8, ... ал 


т. в. сумма корней равна коеффищенту при 2”-', взятому съ измфнен- 
нымъ знакомь, сумма произведенй по два корня равна коеффищенту 
при =” ит. д, и изконець, произведене веёхь корней уравнен!я 
равно свободному оть д члену уравнешя, взятому съ + или —, смотря 
по тому будеть ли степень уравнетя число чётное или нечётное. Коеф- 
фищенть при 2“ предполагается равнимъ единицф. Выражены, стояция 
во второй части каждой изь формуль (1) — симметричестя функция 
отв корней уравиемя, т. е. не изыбняюция своего значешя при пере- 
становкБ корней. Вь высшей алгебр доказывается, что всякая сниме- 
трическая функщя корней уравневя, рашональная относительно корней, 
выражается рашюнально въ коедфуфничентахь уравнешя. Мы ие моженъ 
здЬеь останавливаться на доказательств этой обцюй теоремы и огра- 
ничимся лишь самымъ простынь ея частнымъ случаемъ, а именно, выве- 
демъ формулы Ниотона для вычисленя сумм: одинаковыхь степеней 
корней уравненя. 
2. Полагая 


Ра) = = + р" + р +... ар, а) 
и взявъ производную 
И) = т + р, (тШ— 1) +... + Жары (0. 


сравнииъ ея выражене (2) съ другимъ, `Воторое получаетсл изъ фор- 
мулы, выведенной въ 8 3, & именно 


2 (2) 1 ИИ 
Рава, а, 
тк уе Е (2) Р (2) 
2 2 6 
АЕ . {3} 


При номощи дёлешя Р (2), представленной въ видё полинома (1), 
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на х— а, НАХОДИМЪ 


го а" На, | а | 2... На"! 
р} ра | + ри," 
р | -.... 
3 Рь-2@ 
= Вы 1. 


Примфняя подобную же формулу къ каждой изъ дробей въ формул 
(3), складывая полученные результаты и полагая 


аа... на, 
получимъ 
3! (2) == та", | а, | 2... 
тр, | ра. + рвы» 
тр, | -... 
+ Ры-381 
- ри 


а изь сравненыя (2) и (3) и получавиь формулы Ньютона: 


$, 5 В, = 0. 
$, 8.8, + 29. =0 
3: > 18, + р,в: -- 30, == 0 р @ 
Зы Раба... Ры 8, + (т — Пра =0. 
служанфя для послфдовательнаго вычисленя суммь 8,, 8... выл. 


Для вычисленя 5», при А > т — 1, умножаем 068 части уравневя 
(А) на 4^, въ полученномь уравневи 


а рае р... ры аа ры” = 0 


заифняемв послдовательно 2 черезъ а, а,....а„ и складываемъ ре- 
зультаты. ” 

Тогда найдемъ 

Зыкь + Рбньь п - РЫбицы ви +е В Ри лбыы + Рыб, == 0. (8) 
Полагая здёсь послёдовательно в —0, 1, 2, 3,...., замфчая, что 
—а° 
55 =а нае... жа? = т, 

мы найдемв формулы для вычисленя 5» Зил, Зи, -.-- При ПОМОЩИ 


вычисленныхь уже по формуламъ (4) сумиЪ &,, 8», ...- был. 
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Не ифшаеть замфтить, для лучшаго запоминатя формулъ (4) и (5), 
что во вефхь членахь каждой изъ этихъ формуль сумма значковь подъ 
буквами 5 и р одна и та& же и равна 1 въ первой, 2 во второй и т. д. 

Примпиуь. Дано уравнеше 2°— 2х —5 =0, требуется вычислить 

$: =@, + а, +4,, 8, = а + ай + а, 8, = а + а, +а,*, 
тДЪ @,, @, а, корни (неизвфетные) уравнешя. Для нашего уравнешя 
РО =, р =Ы— 5. 
Формулы (4) дають 
Яр =0, 8=0 
8. р8, + 2р,=0, 8, =4 
8, + 15: + рав, + 8р,=0, 3, — 16. 


Е 


ГЛАВА УШ. 


Интегрирован!е въ конечномь видЪ вВкото- 
рыхь алгебраичеекихть и транецендентных”ь 
Функщй. Приложеншя къ геометрии. 


$ 1. Интегрироваве ощонольныть дробей. 

Рашональная дробь 7 можеть быть представлена въ вид суммы, 
состоящей изъ пфлой функши степени , если степень Р (2) на # еди- 
нинь выше степени {(2), и простЬйтихь дробей слЪдующихь видовъ; 

А Ре 9 
у а’ 2) ера" 
гдВ ® пьлое положительное число. Интеграль оть ифлой функшя сте- 
пени й есть пая функщя степени (#+-1), & именно: 
дея 
#1 

Интегралы дробныхь членовъ вида 1) будуть логарномичесви-и аяге- 

браичесыя функши, а именно: 


7 дие—я+с Лето 4 аа = 


— с, 


Дейч ай - «4 а.) а =а-—— ка + де в -- 6. 


2@— т а 
а Да а какъ показамо было вь Г\ глав, выражается вЪ 
конечномь вид черезь алгебраичесыя, логариомичесыи и круговыя 
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фунещи. Изъ всего этого вытекаеть, что интераль отв рафональной 

Ффункщи всефа выражается въ понечномь видъ через аллебраическя, 

лозариемичестя и круповыя функц, 
Промюрь. Найти 


Ле 


Раалагая дробь на простЬйпНя, находимъ 


3% — 
- 


р. 


а (21 — 3—2 @& 2ах @ 
/ ея @-и 2—1 
(35 — 1) ах &— 2 а. . 
Де тж 1’ @® 
Г 2% 2 @ 
Ури’ = г’ ]=ы=89@ +1 
гГе-—2 4% (2 — 2) 4 (в '/.) — */ 
Декан, Лени = 
2 
а 
3—1) Зени— у, 3 
[каки = ] ету Эн] 


5 4 
РАЛе--ЕиЕ 


Полагая х-+ '/, =2, находинъ 


*, @ . газ 
Л Е Лек +3 ви] ел, 


24 , @ 
еее = ани ет 
Слфдовательно, 
хй 2: . а 
Ле зе] я, 
2 а 
А [А ВЫ у + в. 


Остается подставить выфсто 2 его значене 2-+1/, и всЪ найденные 
интегралы въ формулу (а), чтобы получить выражене искомаго интеграла. 

Вь нёкоторыхв случаяхь интегралы оть рашональныхь функш можно 
найти проще, не прибфгая къ разложению дроби на простЬйпия. 
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Примпры. 
= ее си 
Полагая х —в=2(2 — 65), находимъ 


а—5 8 (@—5). (а—6)а2. 
Ш: =; 


_ (1 9 342 
ты |" 


Вели т+в— 2 цыюе положительное число, то, равложивъ 
( — 2)"+*—* по степенямъ 2, приведемъ вопросъ къ интегрирован одно- 
чненовъ. Напримёръ 


9 1—2) 41 а а. а; 
Табе» ‘ 2 Ю Е з р 


1 3 
дя + ‚+ 32 2+0; 2 


откуда 


#—1. 
"+1 
9 7= Декы 


при * цфломъ > 0; полагая а-+ 57 =, находимъ 


1 2— а)". 
9-1 9) вл, 


а дальше поступаем», какъ въ предыдущемь примЪрЪ. 


*$ Я. Отдьлеше зжгебранчеекихь членовъ иъ интеграл оть рацю- 
нальной хроби*. Совокупность зягебраяческихь членовъ въ интегралЪ оть 
ращональной дроби можно найти, не разлагая дроби на простёйшия. По- 
ложимь, что степень Р(2) ниже степени {(2). Тогда, какъ сейчась уви- 
димъ, интеграль нашъ всегда можно представить слЪдующимь образомъ 


(2). _ и = 

17 а) 42 == + о’ (1) 
тд М, р, М, @—пвлыя функцш, О обшёв наиболышй дЪиитель функ- 
щи / (2) и ея производной, @ — частное оть дьлешя /(2) на 0, М— 
полиномь степени не выше р—1, если р есть показатель степени поли- 
нома 0); а М полиномъ степени не вьзие &— 1, если # есть показатель 
степени полинома ©: Въ самомь дёлЬ, обозначая черезь а, 5, 6,..-.й 
корни. полинома /(2), & черезь а, В, 1,....^ показатели ихъ кратности, 
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можемъ написать 


(2) А А 4а—2 Аа—1 
т = ва вал + вата 


Умножая на 45 и интегрируя, получимъ 


(0, 4 А, _ .— Ча 
то РаПе а "аа 
—В ‚ «= 8—2 
"ео рер-5= 
=... 
алоел-мя "ЕЕ 
“4—1, ВВ: ТА 
Е +. а (2) 


Интеграль, стояпий въ правой части, дасть очевидно одни логарио- 
вичесве члены. Складывая всф дроби вн} знака интеграла, позучимъ 
дробь вида и, тд6 О =(е—а)9—1 (2—6)8-1... (9-1 есть, вакъ 
извфетно, общий наибольшй дфлитель функщи /(2) и ея производной 
#(®), а М —полиномъ степени ние Л. Свладывая дроби подъ знаком» 
интеграла, получимь дробь вида 5, тд 9=<@—4)(@—5...(2—)= 
=. ‚ И—полиномь степени ниже ©. Слфдовательно 

(5) м "Мах 


Та = р + © 


Л 


выразится въ логариемахь и круговыхь функщяхъ, & и будеть алгебра- 
ическая часть интеграла. Замфтимь, между прочим, что эта алгебраи- 
ческая часть интеграяа будеть равна 0, если веб корни фуневи { (2) 
простые, какъ прямо видно изъ предыдущего. 

Нолиномв Г) находимъ при помощи дёлешя, какь обиуй наибольший 
дфлитель / (2) и Г’ (2); полиномь @ получимъ, раздфживь /(2) на Д; 
полиномы Ми М, зная выспне предёлы ихь степеней, напишемь св не- 


гдз 
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опредфленными кооффищентами, и для опредёлен{я этихь коэффищентовъ 


поступаемь слёдуюцимь образомъ. 
Дифференцируя равенство (1), находниъ 


Е) _ х 
Ро) — ©’ 
отсюда, 
2) иго мт. Г ‚м й ). 
но 
2) Га) га) _ 10%. 
УЕ о =В =! 


послЬднее выраженще есть также цфлая функщя, потому что /(2) = 


откуда 
т го = 29 + 95° 
замфчая, что {' (2) длится на ЮР), и обозназая 
т 
получимъ , 
7 =Т— 9 


сльдовательно, изъ (3) имфемъ 


Ея Мо мт Ф+мЬ. 


(3) 


2%, 


4) 


Сравнивая коэффищенты при одинаковыхь степеняхь д въ этомь 
тождествЪ, получаенъ систему уравненй первой степени относительно 
неизвЪстныхь коэффищентовь полиномовь № и М, изъ которой они и 


опредфляютея. 
Примтры. 


2х в ие 
а ты 


дифференцирул, получимъ 


Е а 5 с 
ее) тата па-э’ 
=—@(5+2)+ = о (2—1); 
полагая т = 1, получимь 1 = — 3“, а= — :, 

» #=—2, » — 9 = 66 — 


» 2=0, о» 0—= —2а—е, 
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откуда 


Ле=яь те) = 


ъ=0 


2 
Ро 


в = 


2—9 р ай + с - [2-9 
Гея @ + 2)“ +0 @+2 а+0ег5“ 


дифференцируя и умножая на (2 + 1)* (2 -+ 2)*, получимъ 
2—2 — 247 = (2а5 +65) (#41) #+2) 
— ай -ш-о (35+9-(#-9 (@+1 @-+2): 
опредёливъ коэффишенты, находимъ 
в=0, 6=1 6=0, 7=0, ч=0, 


отвуда 
2—2 27 а  ___ 
Е тета ва 


С. 


#3. Интегрировае нёкоторыхь власвовъ крращюнальныхь Фунявуй, 
Саный употребительный премъ интегрированя ирравональныхь фуякцй 
соетоить въ приведена подъинтегральной функцки къ ращональному виду 
праобразоватемь перемённой, омтрикь сперва интегралы вида 


т Я = = ( Ех, =, =, нь } #5, 
д * = РВ 1, т, т, ... цфныя числа, а, 6, а и В— поетоян- 
ныя, и {— знавъ ранональной функц оть стоящихъ подъ этимъ зна- 
комь чисеть. 
| = #2”, гдё М—кратное вейхъ зиаменателей т, 2... 
т. е. показателей входящихь въ { радикаловъ, найдемъ 
8—6 
= и — ращональной функщи оть 2. 


Полагая. 


Обозначая для краткости = (2), получимь ах = $'(в)4а, гдё $2) 
& 
также ращональная фунеця. Ве радикалы м“: и т. д. выравятся ращо- 


вальяо черезь 2, потому что = — = 21%: — ^, ГД В, — цфиое число, 
такЪ вакъ т, дёлитель №. 

Слфдовательно, нанев интеграль нриведется къ И (2) аз, гдё Р(з) 
ращональная функщя и, по правиламъ предыдущей статьи, можетв быть 
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выражемъ въ конечномъ вид черезъ д; подставляя затёмъ 
т 
(= — 57 
== 
ах + 8) 
получимь вырзжеве искомаго интеграла черезь 2. Подь разсмотрнный 
видъ подходить между прочимъ 
Де Уь Уь У) вы, 
-гдв подъинтегральная функшя есть выражеше ращональное относи- 
тельно д и нъеколькихъ радикаловъ съ различными показателями и од- 
нимъ и тёмъ же подкореннымъ числомъ 2. 
Примпры. 
295 
@-+ м, 


1 


полагая @ + $7 — 2", получимь 


28 12 
%= 5, 
ЕТ: 2 “а }@2 
ый в = ы я = 
2 в 2 
я (‹ :) б= с. 
Е 
Ух 
5 пы 
1+7 
2 


5_ _ 
полагая х = 2", находинъ Уф =я Из=2”, ак = бал, 


ЕЕ "912 
6 | ТЯ. @ = 


—1 
Ди-е- и 
1-2 
Ры 


ь 
тр 2=Уд. 

П. Интепуноване функийя, рамзональныхь относительно © и корня 
хвадрантназо изё полинона второй степени. 

1. Разсмотримъ теперь интегралъ вида 


ие И 42" + 2 Вх -+ 0) ах, 


грь 4, Ви (постоянных, Ё—знакъ ращональной функщи. 
#. Поссе, Дефферени, и натетральн. кечислевн. р 
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Подъинтегральное выражеше можно привести къ рашонаяьному виду 
одною изъ сльдующихь подетановокь Эйлера. 
1-я подстановка. Полагаемъ 


УЛ +б=.—зуА, 
отсюда АВЕ О=Й- 228 У А+ А, 
=“ ав += — ав У, 
Это уравнеше первой степени относительно 2; слфдовательно, рьнив»- 

его, найдеыь дла 2 рашональное выражеше въ 2, 

+=4(:), %=$' (2) 42. 
гдБ-Ф' (2) также рашональная фунещя, 

Уч +0=.— (А. 


и 
ев улезеанесо) = |4, «ФФУ 


приводится къ ивтегралу оть ращонаяьной дроби. 
8-я яодетамовка. Обозначая черезь а и В корни полинома 


Ах? +- ЗВх + 0, 


положимъ Уд + = 2—8), 
Отари Вр А-а ЕВ 
или А(%— = (5—8), 


уравневе первой стейени относительно х, откуда и получаемь для +, 
4т а УАя +282 +С=.(2—3) выражешя ращональвыя относи- 
тельно 2. _ , 

Замфчая, 910 2 = у< [Е 


а". можемь сказать, что вторая подота- 
вовБа СОСТОИТВ БЪ ТОМЪ, что подкоренная величина въ У ЯК оВг-- 0 
разлагается на даа линейныхь множителя и за новую перемфнную при- 
нимается корень квадратный изъ отвошешя этихь множителей. 

На основаши предыдущаго заключаемъ, что интенель нда 


Г Г, у Ай -- 2ВЕ-- 0) вр, 


9% Г—решональная функиёя, веда беретел в конечном видь. 
Относительно подстановокъ, нриводящихь подъантегральный диффе- 
ренщаяь къ ращональному виду, замфтимь еще слёдуюциее: всегда ножно 
изЪ двухь подстановокъ выбрать такую, чтобы выражеше подъинтеграль- 
ной фувещи въ новой перенфиной было вещественное, если только самъ 
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данный радикаль У Яя" + 285 -+ © ве будеть мнимымг для ость зна- 
чей 2, и коэффищенты 4, В, С вешественныя числа. 

При 4>0. первая нодстановка даеть вещественный результате. При 
А <0, корни полинома 42? 2Вх-+ С не могуть быть мнимыми, если 
только Ая + 2Вх-+ С не будеть <0 при всякомъ х, т. е. если 
УЯ2-+-2В5-+ С не будеть мнимымь при всякомь х. 

Въ самомъ дЪлЬ, допустивь, что эти корни мнимые, ноложимъ 


а=р+я ВВ, 
тогда 
Ат 2Вх += 4-3 =4А [ви < 0, 


при всякомъ 2, что противно предположению. 
Итакь, при А<0, хи В вешественны, и вторая подстановка даеть 
результаты вещественнаго вида. 


Примтры. 
полагая У — 
п-т +, 1 = 2? — 245, 
откуда 2+ 2+1 _ И а 1 р 
=, Тор ар › ® = а 4. 
СлЬдовательно, 
. 4 (2? =04 _ а 1 42 _ 
ну —1 з 2.2 = 21 #_ 
1 1 1 = 1 
=- в _- и _ 
#594 + тб 59 (2-х О-о тя с 


1 нау -+ 1 У=-—1) + 0. 


а: 
э [> 
у: 
положинь Ур —Я 2, ш— и 2, в #= 12; не рф- 


изя этого уравнешя относительно х, дифференцируемь его и паходимт 


— 4 = 2 р-н аа аа 


(1 + 27) 4 = — 222 4а, вера’ 

во т 
ле = ах — 2, 

1 
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слфдовательно, 


24: а: р 
тей и с —з/ ы 3 ау 2-50: 


= — 24104 |/ р = С. 


Разсмотримъ нфвоторые частные случаи интеграловь разсматривае- 
маго вида. 
2. Интеграль вида 


К ЛИ 
Е 28 + (у , 


гдф # цфлое положительное число, можеть быть приведень къ инте- 
гралу оть пой фуньши, если взять за новую перемфнную ироизводную 
радикала У 42? + ЭВ -+ С, 

Полагая В =У А? + ЭВЕ-РО н обозначая черезь В производвую 
оть В по х, имфемь 


В Ат +2 + 0; () 
ВВ = Ар-+ В, Ге) 
ВЕ" = А + А+ В (3) 
изв (1) и (3), 
(а - 46-№ а в Г. а) 


Дифференцируя уразнеше (2), находимъ 
ВаВ + В4ЕВ = Ах, т.е. Ва + Вах = дах, 


откуда _ ай _ 4 


& изъ (4) и (5) находимь 

4 (А тШав 
НН > (аб) ° №) 
СлЬдовательно, . 


Г 4 м 1 д— вен. (7 
аравия =. вез = мову ‘4-—РУчак. < 
Выполнивъ интегрироваве цфлой функши оть В’, стоящей нодъ зиз- 
Бомъ интеграла, замфняемь въ результат Ё' его выражененъ 

Аа В 


В= 
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Приитры. 
р п 
Леви =Л и 


= — В'— я 1 В+ пост, В'= 


Сльдовательно, . 
Га“ + с 
(= У! ЗИ! — 2 д 


Дзен <) опуа 


=я/а — ав" ва {®— аж си +5, 
ет 
ее 
3. Интегралы вида Г Ее 
И 4-5 +0’ 


гл Р(х)— цфлвя ‚функя степени я, могуть быть вычисляемы при по- 
мощи формулы 


_ Ро Г. и 
Уланова = 40+ | ЕО 


ТДЬ Ф (1) цфлая функшя степени (# — 1), а з постоянное. 
Для доказательства формулы (4), выведемь формулу приведешя 


интеграла 
0. уе УЕ) ЕО @)’ 


при я ц®ломъ и положительномъ и В (2) = 42? + 2Вх-+ 0, кь инте- 
граламь того же вида съ менышимь показателеиь м. Для этого разсмот- 
рииъ выражеые производной произведеня 2”! УЁ (2) и находамъ 


‚ ® 


УВ о чер =чуво) = 
2—1 (Ах -ь В) + (в— ПА 2Вг +0) _ 
УЕ (а) 
№ + (28 — 1) Вит + (#— 1) бт", 
У 


интегрируя, получимъ 
"УЕ 5) = вАЙ, + (28 — П ВИ. + (#® — 1) 60. @) 
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Если въ этой формуль положимь #=1, то послфднй ея членъ про- 
падеть и получится зависимость между 0, и (., изь которой можно 
выразить (7, черезь (, формулою вида 


И, = «И ЕС) + ВО, 
тд а и В постоянныя. 
Замфняя въ формулф (1) я послёдовательно черезъ #—1, #—2,.... 
3, 2, 1 и выражая при помощи этяхъ формуль посядовательно 17, че- 
резъ И. ти О,» О, черезь О„зи О зит. д. и, наконець. 0, 
черезъ (’, окончательно получимъ результать вида 


0, 29-4 ФУЕС + =. ® 
2 р фу че =] а 
УТРО = 9 У + = 


гдЬ 9, ,(>) будеть полиномъ (и — 1)-ой степени, & ®„ . постоянное. 
Замфчая, что 


т. е. 


(а) а 

УЕ (2) 
тдВ Р(&) = в сии + .... + ых -+ с» есть линейная фувкщя 
оть @„ О, ....Оь Оз в именно с, -н оО, .... 6, 


мы, на основани предыдущего, заключаемъ, что и для этого интеграла 
имфется формула вида 


20 ру 
У УВЫ == Гуд, (4 


тд $ (2) также нфкоторзя пфлая функшя (я — 1)-ой степени, а г н- 
которая постоянная. 

Формула (4) сяужить, какь мы видимъ, для отдфлешя алгебранче- 
ской части нашего интеграла оть трансцендентной. Для опредвяевя 
коэффищентовь въ $(2) и числа е, дифференцируемь уравнеше (А} и 


получаемь 
Р( ты Е 


Уы 8 упо "УВ 


а по умножени ва У Я (2), 


7 


Р(е) = ав во) +96) В (#) + =. 


Сравнивая коэффищенты при одинаковыхь степенахь х въ объихъ 
частяхь этого тождества, получаемъ достаточное число уравненй для. 
опредфлешя искомыхъ коэффищентовъ, 

Примпрз. 

[СХ = 


уе = ВУР— ет 4 


4х1 
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Дифференцируя и умножал затЪмв на радикаль, получаемъ 


пт = (ии 2) +607 — ++ 


отсюда 


и слёдовательно, 
ино _ 
Убе +1 = 


+ Ву И С. 


4. Интегралы вида 


Ч __ 
Ле-эуяякнето 
приводятся къ интеграяамъ только что разсмотрённаго вида подетанов- 
1 тез= “1, которая даеть 


кю —а=у, 
в=— 4, ужа =1У Ай + ЭВ + С, 


тд А, В,, С, постолиныя 


и Г И И Г 27—42 _. 
{ау А+ 2+ С УД + 28+ 0, 

Полученный интеграль беретсл, какъ было сказано, и, по выдфлеши 

алгебраической части, приводитея къ простёйшему 
& 
Уд, + 28,2 -+ Ц, ` 

5. Кь разсмотрённому нами классу нитеграловъ приводится еще слБ- 

дуюций 
Гльуш-Ъ Уч В 42, 

содержаний два различныхь корня 2-ой степени изъ линейныхь фунещй. 


Алая „_ 
Иша = ь 


в ' 


приведемъ тотчась нашьъ интеграль къ виду 


Г Р [2 УЁ(2] 42, 


гдф В (2) полниомв 2-ой степени оть г, #—ращональвая функшя. 
11. Интерироване двухчленныхе ирразаональностей или биножаль- 


ныть дифиреренизаловь. 
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‚Двучленною иррацеональностью или биножальнымь дифференщаломь 

называется выражеще вида 
2" (в + 8% ах, (1) 

гдф зи, в и р числа цёлыя или дробныя (сонзмфримыя), положитель- 
ныя или отрицательныя. Подъ тЬмъ же назвашемъ понимають и выра- 
енто вида 2" (або + у = "7 (в у, 
приводящееся. какъ видно, къ (1). При вынолненш нфкоторыхь условё 
числами т, лир, выражене (1) интегрируется въ конечномь видЪ. 32- 
мЪтимЪ 

1) что если веБ три числа т, Я и р Цлыя, то выражеше (1) ра- 
зНонально, и интеграль 


= | а--ыу 


можеть быть взять въ конечномъ видф. 
2) Если р число цфлое, то’интеграль У также можеть быть взять 
въ конечномь видь, потому что, при т и  дробныхь, выражене (1) 
всегда можно привести къ выражению того же вида, но съ цфлыми по- 
хазателями ти я. Дйствительно, полагая =1 ‚= т ‚ ГД @, 8, 1,8 
В 
цфлыя числа, дфлаемв х == 2”, гдь М кратное оть В и 8, тогда 
ам ти 
4х = Ма" ав, 1" = 28, =“ = ‚5, 


откуда 
ам 1 


и—1+$ ыы м 
2” (ал) ах -= №2 ан а = №2”. (а + 62" аа, 
тд т, я.7; ЦЬЛЫЯ числа. 

3) Если р дробное, то. выражеше (1) можеть быть приведено къ ра- 
Шональному виду и, слёдовательно, проинтегрировано въ конечномъ видф, 
только при выполнеюи нфкоторыхъ условйй, извфстныхь подъ имененъ 
условий интерируемости биномальныхь дифференеловь. 

а . 

Пусть вР=р, т а и В цёлыя числа. 

Полагая а-ы= 28, (3) 
полузинъ а з 


откуда 


оные В (4) 
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Выражене (4) будеть ращонаяъно, вели ® >" == цфлому числу или 
нулю (4). 
Преобразуемь теперь выражеше (1) сльдующимъ образомъ: 
д" (ау = 17° +1 (6 -- ах" де (5) 


Примфняя къ преобразованному выражению выведенное услове (4), 
получимъ, что выражене (5) можеть быть приведено къ рацюнальному 
виду подстаяовкою 


ал" — 2 или а-н 6” = 2708, (6) 
если и = цфлому числу или 0, 
т. е. если + + р = дфлюму числу или 0. (В) 


_ Услове (В) можеть "бы выполнено, когда (.4) не выполиено, и пред- 
ставляеть, независимое оть перваго, второе услоше интегрируемости. Итакъ 
Г 2" (а 5" а 
приводится въ интералу от рашоналаной дроби и. слпдовательно, бе- 
ется вз конечном» видь при р дробномь, равномь в, 95 слвдуюиуи5 
9вуть случаяхь 


когда ре — цфлому числу или 0, (4) 
когда =ы + р= цфлому числу или 0. (В) 
Вь первомъ случа приведеше къ ращюнальному виду дёлается под- 
„становкою выд, 8) 
во второмъ ПОДетАНовЕоЮ 
аа = "28, (6) 
г 8 обозначаеть знаменателя дробпаго показателя р. 
Приипры, 
у) ни ы- = ан ас 
пра "д 3.68 


. 1 
первое услоше интегрируемости выполнено; полагая 1 + 2" = 2, на- 


ходимъ 
аъ дд, ФФ, (119 (п ПРеаа, 


Ду» ИУ = | п) 45 
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раскрывая (2*— 1)” по формул бинома Ныютона, умножая на ‚ 2". инте- 


грируя цёлую функцно и подставляя въ результать 2 
найдемъ искомый интегралъ, 


2) Е у 1 — #*42= [га аа, 
1 тб м! 5,1 р 
Пр в Ри РЗ 


второе услове интегрируемости выполнено; полагая 1 — 4* — 5*4°, по 
формул (6) находииь 


(д аа, ван, ааа = — (23 + 17-27, 
откуда зи 
ау ар (ак Пе = + , 
р — — 2742 
Диал оче я Греко 


интеграяъ этогь берется по правиламв интегрировая ращональныхв 
дробей. 


[2 
3) ой _. 
Ув 55° 
тд в цфлое положительное число, всегда берется въ конечномь видЬ; 
замфчая, что 


имфеиь 


т —=0;р з: +=, =0; 


второе уелоше интегрируемости выполиено. Для примфра найдемь 
2, о 
й —= 

те, ира, ей 

И ат, 4х 242 .= 242 
ут (ух 1+2’ 


№ _ = . 
Иво 1+7’ 


интегрирован кончается по извфетнымъ правиламъ. 
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+4) Интеграль И {анг г всегда берется въ конечномъ вид, во- 
тому что здБьт = — 1, т = — 0; подстановка а-=6" =28, р= 3. 


Напримръ, 


рии 
у ри 
ея 42, 1-23 = 2, Зах = 42а, УТ =. 


ИИ 
УЕ _ 4 [лы 
оз] я 


ТУ. Формулы приведемя интезраловз отз биножаленыхе дифферен- 
алое. 

Было уже замфчено, что при разсмотрфши интеграловъ вида 

Ти,» = | 4" (а -н 54"? ах 

можно ограничиться предположешемъ, что тия цёлыя числа; не трудно 
УбЪдиться, что и можно считать положительвымь, потому что, при # 
отрицательномъ, подстановкою 1 = 1`' подъинтегральное выражен при- 
водител къ выражение того же вида 


(а ыт т ар = — 2 (а ыт у а, 


гдЁ показатель перемфннаго 2 въ двучленф число положительное. 

Замфтивъ это, напинюмъ теперь формулы яриведеная интеграла Т., „ 
изъ которыхъ видно, что этоть интеграль всегда можеть быть сведенъ 
къ другому интеграяу того же вида, въ которомъ показатень ж численно 
не больше : ‚ а показатель 2 численно ве больше 5. 

Формулы эти примфнимы независимо отъ того, выполнены ли или 
не выполнены условя интегрируемости въ конечномь вид и полезны 
въ томъ отнонени, что приводять вычислене интеграла 7’„., къ другому, 
болве простому. ОнВ съ пользою примфняются и въ случаф т, ® нр 
цфлыхъ, т. е. къ интеграламъ оть рашональныхь дробей. Во всёхъ фор- 
мулахъ первая часть есть интеграл Г», =) 


у.,= Дозы = 


аебем (а) тб . жры 
Е ого. (вт ар (Е 
тт е-ыу 


т 1 не 


п тча-ыут а п) 


ат (ам) ат 1 — в) „ 
Раз т + яр. Е = @-ыгуй (Ш 
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оччень" Бит в (2+1) Г. м)" р. 
атр ^ ат) ит 
—_ "а + гу 


№ 
= нь, | Г уе М 


ат (ак М" тетя) 
р | ф+Ь 


за ол) ак. 1) 


Формула (Г} приводить Г». къ т". р И служать для числевнаго 
уменыпен!я ж на я единиць, при => ыы ‚ и для численнаго уменыпея р 
на единицу, при р< Он || >: . Формула (П) служить для числен- 
наго уменьшеня ж нз # единиц, при ж < 0, и для численивго умень- 
меня р на единику, при #> +. Формула (ПТ) уменышаеть т на я еди- 
ниць, при ж> ^. 5, не измфняя р, ит. д. . 

Для вывода этихь формуль проще всего приложить методу неопрад$- 
ленныхь коэффищентовъ. Положимъ напр., что желательно вывести фор- 


мулу (Ш), служащую для замфны т на * — ® подъ знакомь интеграла, 
безъ измфнешя р. Напишемь формулу 


и (а-- рат = Ат (а + Би - в [в = "у а (1) 
съ неопредёленными коэффищентами А и В и неопредфленными пока- 
зателями а и В. Дифференцируя ‘написанное тождество, получимв 

2"— (а)? (*— В) = Ат (а 7-1 [а (а ”) + Зи"]. 
Отсюда слёдуетв 1) что 
а—1=т—фя, ВО! =р те в=тфв+1 ВЕРЬ 


иначе вторал часть имфла бы дфлителя х или (а -+ $”) не въ той сте- 
пени вакъ первая; 2) по сокращеши на 2°—1 (2 + 62")8—1, получаемь 


=“ — В= А [а (а + 5) + Вид", 


откуда й _ 1 


4 [68 + 8] = Ъ “= +) Фет), 


—@(т — в ЖИ. 
$ (в ет 1) ^ 
Подетазить въ формулу (1} найденныя значеня я, В, 4, В, полу- 
чаемъ формулу (Ш). Совертенно тёмв же способомъ ногуть быть полу- 
чены всф формулы (Г) — (УП. Принфнииь формулу (Ш) къ вычисленно 
интеграла ” 


В =— Ааа = 
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воторый, при 2 — цфломь, беретея въ конечномь видЪ. Предполагая 
т_>0, положимь въ формуль (ПП) в=2, р=—Т, а=ьё 1 
и находимь 


д”ае "Зуй тр р" 4 
ия т т з 


(4) 


Не безполезно замфтить, что эта формула можеть быть выведена, не- 
зависимо оть общей, интегрироваемь по чвстамъ, & именно 


Г "а, = т _ 
и и? 
В 


2 уУГЩЯй-+ т = 


ИЦ + т Да 1—1) И 


перенеся послфдай интегралв вв первую часть равенства и раздляя 
ве члены ид 9, мы и получимь формулу (4). «Полагая т = 24, если 
зн четное число, находииь р 


Замфняя въ этой формул поельдовательно |+ черезв в—1, в —2,...2, 
складывая веф результаты и замфчая, что при № = 1 формула (В) дасть 


—жу—® 1 
РУ + 5 атс 2 + С, 


1 
$ +5 0ь 


окончательно получимъ 


2.4.6. м иг |+ = За 
1.3.6. В 3 


4 2-4 +2 :: 28-2 
98. 1 1-0 


] +: шиовйиз + С. 
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Если возьмемъ интеграль оть 0 до х, то получинь С =0 и при- 
демъ къ формуль ” 


26 
8... и! 


дающей разложеше фунещы ен по возрастающимь степенямъ я, съ 


допюлнительнымь членомъ въ видф опредфленнаго интеграла. 

Я Полагая въ формул (4) т = 2 + №, пра п нечетномь, найденъ 
мъ же путемъ / 

РА 


1.3.5... О-о Га 
9.4... У 
: 


1 


Е 
и Рича ади + 


. (2+1) 1 пор --1 де 


(р) 


уг 


Формулы (ТУТ, какъ уже было упомянуто, сЪ пользою примф- 
няются къ интегрированис рашональныхь функц. Для примфра. найдемъ 


154. _2 
4 = Дея | пачыб‘ь 


По формуль (1), положивь т == 5, #=4, р=-— 2, приведемъ ототъ 
интеграль къ интегралу 


“= Г. выд ы 
В; 


аныя 
8 этоть нослфдый, при помощи подстановки 2 — 2, приводится къ 


1 42 


№ == — ——_—_.- 
7=5 а + 52? 


Если а и $ одинаковыхь знаковъ, то, положивь & == 5#*, нАходимъ 


1 2 
= = 55 6 9 НС. 
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Если @ и $ разныхь знаковъ, то, положивь а = — 52, найдемъ 
1 42 1 #—А 
" _ _ ом —^ 
= зы 9 аб 


Самое приведеше интеграла 7 къ 7, конечно, можно произвести не- 
посредственно, примфняя способъ неопредфленныхь коеффищентовь, а 
именно, положивъ 


_—2 8 —1 
= [2 е--ы9 = Арены" +В Г 2 (@+- 7) ат, 


находимъ дифференцировашем» 
2 а—1 
х(а-- 5“) [“—В (а-я) = 4 
откуда 
} 1 1 


ао В=-Ь ВЫ 40, 18 в В=5 


8— 
(ав) ' {а (+92) +468}. 


р. 2? 1 ваг 
48 (а > я) * 55 Л аква” 


$ 4. Интегрироваые нфкоторыхь трансцендентныхь вункийй. 
1. Раземотримъ интеграль вида 


Де гковы 


тдБ / (2) ифлая фунешя степени х, постоянное число. Интегриро- 
ване по частямъ даеть 


его = Шгоя(9) "те д г 4", 
пп р в | да 


продолжая такь же до тёхь поръ, пока не дойдемь до 


{. 2" #09 (2) 4, тдЪ ГАЯ (т) число постоянное, вслфдетые чего 


Г е** Г) (х) 42 = - [© (=) + пост. найдемъ 


Депо [ив Го .г.@ 1+ о. 


Положимъ здьсь и = — 1, обозначивъ для краткости 


Р=@ч-АФ+И +... + № @) (>) 
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и взявъ интеграль оть О до х, найдемъ 


Детов--етт®- с; 


при 2 = 0 имфемъ 
0=—#(0+4, б=Р(), 
‚Дет =—е*Р (1) р (0) 
или 


еР0=Е(а) г г ах. [8 


Замючате. Формула (1) служить основашемъ доказательства леранс- 
цендентности числа в, т. е. невозможности равенства вида 


бу бе + с +... + 6, = 0 


тд в цлюе положительное число, а с, с,....с, произвольныя длыя 
числа. 

Трансцендентность числа е впервые была доказана Эрмитомь вЪ 
1874 г. («Зиг 1а опефой ехропепеНе»)}. Въ концф этого $ мы приве- 
демъ весьма простое доказательство теоремы Эрмита, идея котораго при- 
задлежить Гуреиицу (НигиИт), основанное на той же формулЪ (1). 

Обобщая теорему Эрннта, Линдеманнъ («СОеъег @е Ган] т». Мафет. 
Ашаеп В. ХХ) доказаль трансцендентность числа т (отвошеня длины 
окружноети въ даметру) и тЬмъ самымь повазаль, что задача о яеа- 
дратурь круш не можеть быть рышена не только при помощи циркуля 
и линейки, но даже и при помощи построешя какой-либо алгебраиче- 
ской кривой. 

2. Интегралы вида 


2= [= 799) 6, 


тд / 2) цёлая фунющя оть {92, а № какое угодно постоянное, при- 
водятся къ предыдущему виду подетановкою х—=2', 2 =», дающею 


9 = [6+2 р (а ар. 
3. Интегралы вида 
9, = [г зто 7, = Ре совтын 


гд т постолиное, а / (2) цфлая функщя, берутся также интегрирова- 
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шемъ по частяиъ. Замфчая, зто 


эт тей = (= =) 
находимъ 
9, = [го а (= =”) И оние + = {2} созтжах. 
Г (аа (1 =) г® зи т 1 Ге зттеаь, 


Примфняя тоть же шиемъ къ интеграламь во вторыхъ частяхь ра- 
венствъ, найденъ 


Г (®} зтта 


и {2) сов зие в = Ы—_- РУ {2} эти т. 


ЕЛ @) та 


Диона = ит (2) возтх 


и, подставляя въ предыдупя формулы, изходимъ 


2. = гв зттьвь = — сеть Г — 

та [8 — Ы (2) ятта (1) 
2,= [ге соззтх@е — зато ^ Г ® -. 
- 608тх ге @} _ = [р (2) 608 та 4х. {2) 


Интегралы во вторыхъ частяхъ формуль (1} и (2) инфють такой же 
видъ, какъ и первоначальные, но функя /{ (2) замнена въ послднихь 
функщею /{“ (2), степень которой на ДВЪ единицы ниже. 

Примфняя формулы (1) и (2) къ интеграланъ 


[г (2) яттр4р в /" (2) созтг ав 
и продолжая этоть процессь, дойдемь до 
Готовы = би аояшаь = 98 
ы т 
и получимь формулы 


то зт то ат = $ (2) созта + ф (2) япта + С, (А) 


Гео сотне — 4 (9) созтх — ф (я) зттхл + 0,. {В} 


К. Пове».- Пяфференц, х иитегрильн. исчиезешя: 2 
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гдЬ $ (2) и $(2) цъяыя функца, а именио: 


+® 2 „. Г. А мя +... 8) 
0 ГОГ Г® < 


Ряды (3) и (4) обрываются сами собой, потому что производныя по- 
радка вылие чёиъ степень / (2), равны нулю. 

4. Для упрощеня вычисленй нерЬдко вводять въ разсмотрьше ком- 
плексныя значешя постоянныхь въ выражевшяхь подъинтегральной функ- 
пи: Разематривая перемфиную интегращи, по прежнему, кзкЪ число ве- 
ъщественное, установимь слдуюция усяовныя равенства 


в®-@)] =7т® +), и) 
Девы +7 @)] = Гебуче-ыя Гада, (2) 


для распространеюя понямя о производной и объ интеграль на функши 
<> комплексными коэффищентами. 

Правила дифференщальнаго и интеграяьнаго исчислешй, установлен- 
ныя для функшй съ вещественными коэффишентами, легко распростра- 
няются и на случай комплексныхь функшй. 

Вь вилу ближайшихь приложены покажемъ, что формула 


(2 = те, 


и вытекающая изъ нея формула 


ета = 5. 
Е 


справедливы и при #® комплексномъ. 
Положивь # = 4-+ &, имфемъ 


в = #" (60865 5 {эт 82); 
по формуль (1) находииь 
(67 = (2? соду (#° зтбау — 
= #** (660365 — 63%} 5 10° {азтде + 6086} = 
= 2" (в) (60865 5 5) = (а-+ И) ет 2 — адом, 


что и требоваяось доказать. 
Приложимь сказанное въ розыеканно интеграловь 


Г в? оз вх ах, Г © зв дд ах. 
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Изъ формулы 


г 
{е""} = те",  имфенъь | 2" ах = --; 


Е 
положичъ т =а-+&, 
тогда получимъ й 6+ (р = ми ; 
вы? 


отдЪлимъ вещественные члены оть мнимыхь при помощи формулы 
ее" — соз бр + фт бе 
и получимь 
й . й = фр +: 25 6 
] ее ообаве-ьй [| трах = в (обл зб) = 
а-й 
=" (с0865 +. 13%62) (в—®) 
т тья 7? 


а сравнивая вещественные члены и коэффищенты при $, получаемъ 


Де созбеав —° (асов бат = 6, 
в -ф 


. ©" (вт 65—60 
= зтфсат = Ей и) — 6. 


Замфтимь здёсь же формулы, вытекающя отсюда вакъ слёдствя и 
даюцщя выражена важныхь опредфленныхь интеграловъ. 
Замфнивъ а черезь (— 2} и взявъ интегралы оть 0 до Е получимъ 
Е 


ав ; 
Детоныаг аё |— в 03 ВЕ + бт Е} -_@_ 


ей +? 
$ 
Е 
=: __ 6-4 {[-— в 3% 88 — $ с08 8} «в 
Г: = в фтат = я -- ай. 


Теперь будемъ увеличивать < до с н предположимь въ послфднихь 
формулахь а>0; въ предьхь [е—4#], ›=0; тв и 00865 всегда 
остаются численно < 1, слфдовательно, 


й а ы . [2 
== возёт Че = аи’ == зд Чх = 2-й: ша в>0. ® 
б $ 

Нриложимъ еще формулы Эйлера/ къ вычисление интеграловъ 


и = + (2) е* оз бет, х- (2) зы 6х ат, 
гдё / (2) цфлая функщя степени %, 


— 3ю — 
Положивь м =а-+-Й въ формулв 
{= Гоа" РФ + С, 


ЕБЬ р 
РО и Г 


и замфчая, что 


ге. го 


т т 


со 


} 


ве = — в (608 5-5 2308 6%), 


получимь 
М-М = 6 (со т бт) Р, (2) + пост., 
. 1 | й @) г @® 1 
" Р.О =тей Г ан ыы | 


Отдфляя вещественную часть отъ мнимой, найдемь М и №. Для 
примфра, возьмемь 


М || сизал, я м эт г; 
м+м [ват ах ев = 


1 


и се е-ыииа) (-_ 


И ВЫ з 


= Е роза — (ПШ) ни +} Е  —дозечезта + 0. 
Отсюда 
М= м {2 6082 — (1--2) ва <} + поет. 
и= 7 {(1 — 5) сз 2 -- сз 2} + ноет. 
5. Интегралы вида 
Ги 6"? 07 хх и Гис © 57 тах, 
гдф Г ифлая функщя, р цёлое положительное число, приводятся к5ъ 


предыдущимь при помощи разложеная степеней 5 и 605 по 58 и 603 
кратныхь дугь. Напр. для нахождещя 


Г =? 608? 2 ах, 
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беремъ . 
208 Ж = | к = : {Е -- Зе Зет" 4. в] = 
1 ; ; , 1 
=5 еее НЗ (+ е=*)] = 4 {208 За -- 3 608 <}. 
Поэтому 


тр 9 
Геи = | #608 35 4х -- зева = 


1 [за да м .. дети +с 


де 

6. Интегралы вида 

вт с08 т @х, Даття 60302 4х, тт эт вх ах 
берутся при помощи формуль 


1 
с0зтх 081% = 5 (208 (т — п)х + 00 (т п) 1} 
1 . 
зттх этих = 2 {08 (т —п) 2 — с08 (тп) 2] (1) 


В 1, . 
эту 008% — 5 {т (тп) х-- эт (т — п) =] 


На основани этихъ формуль получимъ 


г 1 [5% (т— в) 2 зт (т-+в) 


С] свят сотр $ жШ— в тв |+ < 


при 2 > п; есши же т — и, то найдем 


< 
1 2 
Да (и = а азии = 5+ 


Тавъ же найдемъ и друме даа интеграла. 
Особенный ннтересъ, въ виду припоженй, представляеть тотъ случай, 
когда # и я цьлыя числа, и интегралы взяты въ предфлахь и и кт. 
Найденныя формулы дають тогда, при жж не =, 


+= += 


Дотя О ео ев р = т, 
== = 
потому что 
1 | (п—т} т, т (тп) =” . 8 м = 
21 тя ви |-« *’ 4в |- © 
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Такъ же найдемъ, что при # не = 
+= += 


й этих ат аг = 0 Г. зи (п) @е=т 


+= 


зретг 08 эт Чт = 0, при т равномъ или перавномъ #. 


Примфняя формулы (1) нфеколько разъ, можемъ найти иптеграль вида 


Г бозтд совтьх созтух..... совть РИ 


и аналогичные ему оть произведешй синусовь линейныхь функнй отъ х, 
или синусовъ и косинусовь, каково бы ни было число множителей. 
Напр., чтобы взять 


в = Г с05 3х 608 55 с08 гг, 


замфчаемъ, что 


1 1 
6082, 60885 = 5 60825 + 5 60845, 


1 
608% 60332 6085$ = 5 {0825 608 55 -+ с08 42 608 5х] 


= 1 {205 3х -= 608 Тх + с05 2 + 608 9%] 


и находимъ 
о 1 = эт х + тт + 3 9%] 
чт Т 8 | 

7. Интегралы вида 


— 6. 


9 = ] 872 соя ха, 


тдЪ р и 4 иблыя числа, могуть быть приведены подстановкою = 
&ъЪ интегралу оть даучленной иррашональности 


+ 
Де (1—2) 7 4% 


8 этоть приводится всегда къ интегралу оть ранюнальной функция, по- 
тому что, или 1 равно пЪлому числу, при 4 нечетномъ, или 2 равно 
цьлому числу, при р нечетномъ, или 2+ 1 “равно цыюму 
числу, когда ри 4 06а четныя, такъ что всегда выполнено одно изъ 
условй интегрируемости. 
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Чаще всегда, однако, интегралы разсматривземаго вида находать съ 
помощью формуле яриведеня, приводящихь данный интеграль къ дру- 
гому, въ которомъ численныя величины показателей р и 4 меныие преж- 
нихъ, и доходять посяфдовательно до интеграловъ, которые берутся ие- 
посредственно. Мы найдемъ сперва формулы приведешя для 


иг и Гоц 


соотвфтетвующихь случаю 4 —= — р въ общемъ выражеши искомаго инте- 
грана. Принимая во внимаве, что 

рез х — 1 или зе? — Те =, 
получимъ 


Гиеаь = ета = Гая (вес & — 1) @& = 


=/ тах ам =! 


Нослфдовательное приложеше этой формулы приведеть къ 


Дозы = 2 = — 49 6082 С 


или къ 
[Ге =#- 6, 


смотря потому, будеть ли р нечетное или четное число. 
Такъ же 


4 (56° 2 — 1? 2) 4 
О ощтзаь Е РР: 


а: 1 @ 
Г вы /. а в Й ет” 


Нослфдовательное приложеше этой формулы приведеть къ 


4х 608 24 . 
= - = уз; О 
Е тт 

или Кь Даг 06. 


НапримЬрь, 
4х еж —афржах _ Га 
т 95 т =. х 


1 4 зе х — 
МЕ Да =’ Г р - 1% 4 — 


ат . 
И Ге=— в, из х- с; 
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ельдовательно, а и _ 1 й 1 . с 
их 35 4 2-е 
Напинемъ теперь формулы яриведеня для общаго елучая. 
э- из 
й зР 2 609 2х = В бт 1 Е / зтР-® р сотах (Г) 
ЧЕ 41 
диг— 1 — 
РР Гы вот  (П) 
р-+4 +В 
__ ‚ЭР д оф  ре9-? раз 
т + 2 32% сомжат (ПП) 
1 — 
а ле 9—1 Г. эн” соя" афе (Г) 
2-1 т. ` 
Р-Н а —1 ". ° 
= И в — ат соках  (%) 
Р-Я 2-1 
три у 
ИСО Ра? 88% х со хат. (УТ) 
9-1 9+1 


Формулы эти могуть быть получены изь формуль 1—1 $ 3, п? ТУ, 
если позожимъ въ данномъ интеграль 5%5=—2 и къ позученному инте- 
гралу оть бинощальнаго дифференщала 


`[» 1 — р 


примфнимъ упомянутыя формулы приведевя. 

Можно ихъ вывести и непосредственно, примфняя способъ неопредфлен- 
ныхь коэффищентовь или интегрироваше по частямъ, что мы и прело- 
ставляемъ чнтателю.- 


Поелфдовательное примфнен!е этихь формуль всегда приведеть розы- 


скан 
5Р 60 х 


къ розысканию интеграла того же вида, въ которомъ показатели риа 
будуть имфть значешя 0, + ри — 1, а эти интегралы, кажъ сейчась 
и можно взять непосредствеиво. Въ самомь ДЬЛЬ, интегралы эти 


5т сах 208 ах 
йе, зт тат, ов, —_, реа 
оз тс 
[2 ах 
8 2 608 таз, о, =. —. 
эх 608 т 603 


Первые зесть извЪетны: остается взять ноельдее три. 


и а 
нтеграль тт с08 
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берется слЪдующемь образомъ. Раздфливъ числителя и знаменателя на 


608 г и —". 910 из == Ч\ т, получимь 
ах _ Га ы 
== ии 0. (0 


# 

ДалЪе и. = /} 4 __ (5) 
ок ЕЕ 
в и 208 888 $ 008 о 


примфняя формулу (1), находимъ 


(2) 
Наконедь 
положивъ 
а _ 4% _ Е р 
У ввё=— ту = — 94 + С, по формул (2). 
4 ® 8 й 
т.е. Даь=-ви (1-5 6 
или, замфчая, что 
[| "—2 
а 
находимъ 
{3) 


Въ частныхь примфрахь можио, пе прибфгая къ таблидф общихъ фор- 
муль 1—У1 а руководясь только характеромъ этихъ формулъ, достигать 
°приведеня предложеннаго интеграла различными частными пиемами. 
и; 1) Найт 4 
1римпры. 1) ы РЕ 


Интеграль этоть, кавъ мы знаемъ, можеть быть приведенъ къ 


эт? 


"(формула НЕ при 4 = 0, р = - 3). Достигнуть же этого можно всего 
проше щи иремомъ: замфчая, что зи? д + 003 х == 1, имфемь 


(ИР хо -+ 607 2) @ ‘с03* зах. 
их ЗИ эта = зд 
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интеграль 608? тат 
зи г 


: 


какъ мы знаемъ, можеть быть приведенъ къ 


Га, 
4] #2 
(формула ГУ при 9=2, р= 3), и приведеше это можеть быть дости- 
тнуто прямо интегрироващемь по частямъ. Въ самомъ дль 
Зе 
ре {. 608 ® тд сз тат = 
И НИ 
== 5 | т 4008г = — 
слёдовательно, 
4 1 6084 1 4х 1 2082 1, и с 
зе Зое г 2] зтг 2 зе х 29 + 


Указанный здфеь шиемъ всегда удобно прилагается при розыскани 
интеграловъ вида 


при в и ® цфлыхь и положительныхь. 
2) Найти ] 608* га». 


При помощи интегрированя по частямъ, находимъ 


ОГозезае [Го ивзйе = имозыт чз || 


== 20835 ние [оз —3 [сома 4ь 
608‘ хах= 1 60 ж эт 3 6087 г 42; 
4 я г 42; 


аает сов 608 х 4р = 0082 зтх-+ | зи хаг= 


= 608 х чик [аш [Гот о аь 


отсюда с08х ЗЕЕ 
ы Геза ое + а, 


2 в09'тах= 


откуда 


слфдовательно, . 


ст атх 3 
‚ева жити + в (6055 зтг--1) + С. 
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8. Интегралы вида 
1 (ат т, 05 т) ЧЕ, 


тдЪ {- ращюнальная функдфя, приводится къ интегралу оть алгебраиче- 
ской ращональной функщи подстановкою 2 = #9 5, воторзя даетъ 


, [2 
1 (5) 1-й 


.. 2% —. А. р“, 
05 ви) 1 з тра: 
14" [2] 
=) 
. от Е 24 (3) 22 
иг 251 5 608 5 зу 
Е 1-5 
1’ (3) 


д = 297498, ЧЕ = Ея, 


и слёдовательно 


+ (их, сок) вх = [Ро 82, 


гдВ РЁ (8) равонально выражается черезъ 2. 
мтры. 
Ч: 42 
о т Деве = Гавр еиеяя 


р 42 2 42 _. 
> ан (аби а_6 . @-5? 
"+ —5 


=” находииь 


при в>8>0, полагая У 
а +о= 
= [2 ав = 


а—6, 
4799 (и 9 3) = 6 


при 0<&<8, полагая ны = — В*, находинь 


2 1 2—В ,_ 
2] ее ьаи + 0= 
ы— чаи 


с: 


у уе ав= Ирка, 


1 @ ] -2 1, х 
Тв трав» = .Г. О 
208" | 5 


2) Га @ = а, тд я— цфлое положительное число, 
4х 
п Ю, РО ИЯ 
риводится къ И + 6008г” 


съ помощью слфдующей формулы, въ которой для сокращеня положево 
Т=а-+ #605. 
г аг Вт х (2 —3З)а @е 


ое“ @-м. т 
(п — 2) [2 
20а —ь)] т (5) 


Формулу эту легко провфрить дифференцировашемъ или вывестя сл%- 
дующимь образомъ: лифференцируя выраженше а» получимъ 


4 [3012] _ 082 6 (п_ПйРк ст ВП Кя— ох 


рр ПР т 
—в . 1? — заГ + а! 
ко 608 = $ ‚› 608 = > 


подставляя въ предыдущую формулу и упрощая, находимъ 


пиы (п — 1) (6 —№") , а(28—3) в—@2 
Ил = 


яя) = $7" орт фо. 


откуда интегрировашемь и получается формула (5). При я=2, она даеть 
4 фут а 4 
7 ета , 
Я "ах а 
713 выразится въ ] тя т’ 


г ах . й 
8 замЪвяя / 13 предыдуцимъ его выражешемь, найдемь выражеше 


и черезь [т= ея 


.- [22 
И 
3) Интеграль 7 Г: За р + 26 50 608 + сбойт 


при я =3 
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можеть быть взять съ помощью общаго пшена приведен!я подъинтеграль- 
ной фуньщи къ ращюнальному виду, но проще найдется, если раздфлимъ 
числитеяя и знаменателя на 6037, 


@г 
У аш щеке 


. 
полагая И=я, = 

Я > вт 
маходимъ, при ас — > 0, 


и 
т Дана ве ев 97 Ув — + 


когда ас — < 0, 7 выражается въ логариемахъ. 


*9. Доказательство трансцендентиости числа е (основаня нату- 
ральныхе лозариомовг)* 
Сь помощью формулы 


еР(0) = Рае / —= (дат, р 


тдь /(2) произвольная дфлая функшя какой нибудь степени %, 3 
Ро = орт +... +19 (2) 
легко доказать невозможность равенства 
вон се + ве +... 6,2" = 0. (3) 


гдЪ и какое угодно пфлое положительное число, а С, с,, с,, „..с, про- 
извольныя пфлыя числа, причемъ число с, можио, очевидно, считать не 
равнымъ нулю. 

Подставляя вмфето х въ формуль (1), поелёдовательно, числа 0, 1, 
2,...и, умножая получвеныя при этомз равенства соотвфстиенно на 
6, С.) ... 6, И складывая, получимъ 


[соевое +... не”) = Ур ($) «Ул = (хат. 


Допустивь существоване равенства (3), получимъ 


о- Зена Депо 4) 


&=} 

Это равенство (4} должно имфть мфето, хакова бы ни была пфлая 
функция / (2), а мы увихимъ, что функщю {(х) можно такъ выбрать, 
что невозможность равенства (4} сдфлавтел очевидною; тогда будетв до- 
казана и невозможность равенства (3), потому что (4} есть необходимое 
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сльдетые (3). Положимъ 


1 


Г = ть" @-16—.-@—, 6 


ТДЬ р простое число, сколь угодно больное. Покажемъ, что при р>® 
ир> ||, первый членъ въ равенствЪ (4), т. е. 


= 
Хара 
[—) 

есть 4406 число, не равное нулю, з второй 


У се тв 4х, 


при достаточно большомъ р, будеть какь угодпо маль по численной ве- 
пичинЪ. Тогда невозможность равенства (4) будеть очевидна. 

Чтобы убфдиться въ сказанномъ, замфтииь, что функщю /(х) можно 
представить 1) въ видф многочлена, расположеннаго по возрастающимь 
степенамь д или 2) въ видЪ иногочлена, расположеннаго по возрастаю- 
`шимъ степенямь (х— ), гдЬ # любое изъ чисель 1, 2,....%. 

Первое разложеше будеть вида 


1) =у.5 р = {АР Ва бен... (6) 


второе— вида 
1 я. 

{(®) = 12-1 (Ва — ЕР С, (в ВР +... }, (1) 
причемь всЪ коэффищенты 4, В, С, .... В, 0(,... чъьлыя числа. какъ 
видио изъ выражешя (5). Для дальнЪйтаго важно замфтить, что А не 
длится на р, если р простое число > я. Въ самомъ дыЪ 


. А = = (1.2.... п)”, 
какъ показывзеть формула (5), а это число не можеть дЪлиться на р, 


если р простое и > я. 
Изъ разложешй (6) и (7) далье ясно, что 


140) = Р®) == 790) = 0; 9) = 4, 
120) = Вр ре"о0) = бр (р-н 1, --. 
Г®=Г® =... = 7 = 0, 


Ре) = Вьр, Ре) = бур (р-н 1)... 
& отсюда видно, принимая во внимане (2), что 
Р(0) = А-+ Вр -+ бр(р--1) +... 
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есть фтьлое число, не дълящееся на р, & 
РФ) = Вр + бр (р+ О -+. 


при # == 1, 2, 3,.... м, есть 46408 число, дъдящееся на р. Но этому, 


У-ты =, (0) не, Р(1) +... с, Е(и) 


есть мвлое число, не дтлящееся на р, при р простомъ >> [с,|, таБЪ кавъ 
всф члены суммы, кромЪ перваго, дфлятся на р, а первый не длится. 
Такимь образомь убЪфждаемея въ справедяивости сказапнаго выше объ 
этой суммЪ. 

Переходя къ разсмотрьню нторой сунмы въ равенствЪ (4), замтимъ 
сперва слфдующее неравенство: 


” РР. ИР пе-+о 2-1 
о 1.5.0” 


1—*1®)} < т 


для вефхь значешй х между 0 и п, вытекающее изъ выражевя (5) дая 
сх), и изъ того, что в—*=51, при 0 =&=5и. 
Изь замфченнаго неравенства вытекаеть далфе, что 
, 
фиеор 


* 
|Иеетвн < 1—0’ 


потому зто интеграль можно разсматривать кавъ сумму, а модуль суммы 
не больше суммы модулей слагаемыхъ. На томъ же основаши получимъ 


Каз р--1 
им =» 64| ©, 


у 


Уве Г "р ® 


р 


откуда легко заключить, что, при р достаточно болыпомъ, разематриваемая 
сумма будеть какь угодно мала. Стоить только замфтить, что 


ие а о-ь 1? 
тет" =18 
ТДЬ 2—1"! и припомнить, что 
вы 
12.1 
стремится къ нулю при возрастан!и р до ос, каково бы ни было число 2. 


Такимъ образомь доказано сказанное выше о второй суммЪ въ ра- 
венствЪ (4) и выфсть съ тмъ и невозможность равенствъ (4) и (3). 
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Приложеня интегральнаго исчиелещя къ геометрии. 


$5. Кведратура площадей. 1. Площадь сезмента 17, ограничениаго 
осью абециссь, дугою кривой лиши у==/\5), и двумя ординатами, с00т- 
вътствующими эбещиссамь 2, и х, вычисляется, какъ извфстно, при по- 


мощи формулы 2 
= И уаз. 


При этомъ предполагается, что у > 0 для всфхъ значенй 2 между пре- 
ДЬлами интегрированная. 

8. Плошадь сектора ОСМ (черт. 
48), ограниченнаго дугою кривой СМ 
и двумя радусами векторами ОС и 
ОМ, также вычисляется при помощи 
интегрировашя. Обозначая черезъ 0 
уголь МОХ и ОМ черезъ р, поло- 
жимъ, что уравнеше кривой СМ въ 
полярвыхь координатахь есть 


== /(®. 
Площадь севтора СОМ = и есть 
Черт. 18. . также функщя оть 6; найдемъ ея 


дифференщаль. Взявъ точку М, без- 
копечно близкую къ М на данной кривой, обозначимь черезь А@ уголь 
М,ОМ, черезь р-+- Ар рашусь векторь ОМ,; приращевше площади 
СОМ = Ан = пл. ОММ,. Предполагая, для опредленности, что Др >0, 
построимь лугу ММ круга, радуса ОМ = р, и дуу М.М, круга, ра- 
уса ОМ, = р-+ Ар; тогда будемъ имфть . 


нл. ОММ < пл. МОМ, < пл. М,ОМ,, 


т. е. 1 1 

а 46 < Ан < 5 ф + Ар} 46, 
откуда 1 Аи 1 . 

32" < 6 < аФ + 4). 


Съ приближенемь 46 къ 0, Др также стремится къ 0,-в предыдулия 
перавепства даютъ . 


Сльдовательно, 


гг, 
в = а а 


тДЬ р = (6), и 6, обозначаеть уголь СОХ. 
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Замьиице. Если назовемь черезь т и у прямоугольныя координаты 
точки М относительно осей ОХ и ОУ | ОХ, то х=рсо86, у=рат 60, 
откуда 


38 24 — у 


у 
08 =, 90 


608 т 


слёдовательно, 
и = зе — у42). 


Такъ выражается дифференщаль 
сектора СОМ въ прямоугольныхь 
координатахъ точки М. 

Приложимъ обпия формулы къ 
ивкоторымь частнымь примфрамъ. 

А. Параболь. Пусть уравнеше 
кривой 0.М есть у“ а2", гдЬ тия 
положительныя числа. Таыя кривыя называются зараболами (черт. 49). 


а + Ы СЗ 
Пл. ОМР —= и = нь = ааа. 
, $ 


а" г" 
= 
1 
или 
1» 
> т т т 
дата" -- 29 ОР.РМ 8, 
п-т вт п-т п-т 


тдЪ 8 = пл. прямоугольника ОРММ; отсюда 
9 = па. ОММ =5—и=..* 8. 
тя 
Слёдовательно, =, т. е, кривая ОМ дёлить площадь прямоуголь- 
вика ОРММ на части, пропориональныя числамь тия. Для обыкно- 
венной параболы 


т = 1, #29; в 38° 8 Эы. 


В. Гиперболь (черт. 50). Пусть уравневе кривой ВМ есть уд" — а, 
гдё т и я положительныя числа. Таня кривыя называются гняерболами. 


. Е. 
Па. АВР нь = [штат | аь. 
Е ® 
К. Бове. Длфферанн, н метегральн. вечжедени. Е. 
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тд х› = Од. Интегрируя, находимъ, при т > ики < ®, 


При т == я, получимь уравневе кривой въ вид 
з 
ду=, тд = а". 


Черт. 50, Черт. 51. 


Это будеть обыкновенная зровмосоторонияя зипербола, отнесенная къ 
зосимптотамъ, и для нея 


у > 
При & = 1 их, = Ъ, уравненю кривой будеть 
ду =1, и #= 097. 


Въ общемъ случаб, при #_> я, св ириближешемъ х, къ 0, и стремится 
къ предыу РИ 
== ат" = 29, 

т—я т—пв 


т. е. съ приближешщемъ тои. А вь 0, шощаль АВМ.Р стромится къ 


предёлу, равному площади” прямоугольника ОСМР, умноженной ва 37, . 
Съ увеличенемъ же 2 ХО ск, т. ©. сь уданешемь точки Р въ безконеч- 


ность, ордината =И= стремится къ 0, з площадь и, Бак видно изъ 
формулы (а), растеть безпредёхьно. 
Если возьыемь обыжновенную зилерболу (черт. 51) и отневемь ее 
къ центру и осямъ, = 
толь 
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то для площади 4МР будемь имфть формулу 


инь Утавь 


гл а = ОД, х = ОР. Интегрируя, находинъ 


2 
Ду» а? 4х == Уз — а1 ве 


ун-а 
У и (7 — а) бт 
21" — а у-а “уе —@ 


Гу вы = а — тии уя м] +с, 


уз= 1 95= я 1 риа а? — а* 19 + — в) +9 а] = 


и 
Пя Те, 
2 2 а 
слфдовательно, 
1. 1 Ия — а 
и 5 РА а 5% 9 . . 
Отсюда имфемъ 


в — 
25 = зу — 6 ЕЕ 


замфчая, что ху = площади треугольника ОМРМ, и обозпачая черезъ 2 
площадь гинерболическато секторз ОМАМ,, получинь 


22 
гаи 


Для равностороиней гиперболы, 
хи 


туфа =а= И 


Изв этой формулы легко получить выражен я коордивать 2 и у точки М 
зь функщахь от 2, а именно. имя 
+у 


а 2—9 у 
2=@4 в“ 9%; & а’ 


такЪ вакъ х+у= 


находимъ —— = 


при а=1, получимь 


ее" ее ; 
= =——> = созйур.г, у = 5 — энйур. 2. 


С. Эллитев (черт. 52). Уравнеше эллицса, отнесенное къ центру и 
осямъ, есть 


Ш. ОВМР == ив [уе ла 
ь ; 
интегрируя, иаходимъ 


> йе =зУт — 2 


откуда’ 
шить ата =, 
° 18 3 
= [уг — = ото |. 


При 2 = а = 04, получимъ 


пл, овА—1 пл. эллинса = В датевтт= 


вор 


— 357 -— 


Сльдовательно. злощадь всезо эллипса — паф — произведеню полу- 
осей 20, умноженному на т. 

р. Диклбида. Если ОМ есть дуга циклоиды, то для точки М бу- 
демъ имфть (см. черт. 20 на стр. 185) 


ОР =з=ав(1— 818, МР=у=а(1 — 0088, 


РАВ @ ралуеъ катящагося круга, а # уголь МСЕ, измфняюцщиуйся отв 0 
до 2п, когда точка М движется отв 0 до Г. Площадь 


ОРМ =и= Г ух. 
$ 
Выражая д и у чёрезь #, получимь 
уаз = в? (1 — 003 0* 4; 
при = 0, #=0 и, слфдовательно, 
р 


и = а? „Га — 6038} @, 
$ 


ТдЪ верхи предфль есть значеше { вЪ точкЪ М. 
Интегрирул, находим 
В з “ 


Га 608 6)? 4 ‚Га 2 608+ 609) = — 2зии ПЕ 
$ $ 
| 


ве [оне 9" ыы 


дфлая здфсь # = 2, получимь 
пл. ОБЕ, = Зта’, 


т. е. площадь, офаниченная зрълою вптвыю циклоиды и сротвттоетвую- 
щею частью прамой, по которой катится производяийй крут, равна 
утроенной площади этою круз (Теорема Гилея). 

Е. Площадь эллиптического сектора (черт. 53). Вычислимъ площадь 
сектора РМ 4, ограниченнаго дугою эллипса, большою его осью и ра- 
дусомъ-векторомь РМ, выходящимь изь фокусе эплииса. 

Если обозначимь черезъ а и $ полуоси эллипса, построимь окруж- 
ность круга, радуса а, изь О какь центра и, замётньь точку №, въ ко- 
торой ордината МР пересфкаеть эту окружность, соединимь М и -0, 
то увидимт, что ъ 
пл. РМ А = пи. ЕМА. 


Вь самомъ дьлЪ, полагая ОР =х, МР = у, МР == У, имфемъ 


Т=У"- т теу 2: 


- 358 — 
пл. РМА = Г. чт, пл. РМА = Г Уаз. 


слёдовательно, пл. РМА= 2 пл. РМА; 


пл. А РМР = пл. А РМР, откуда и находим 


пл. РМА = . пл. РМА. 


Замфчая еще, что | 
1 


пл. РМ№МА = вл. ОМА — п. АОМР 5 и 1 ОР .ОМ эти, 


гдЪ ОР — це, (е— овсцентриситеть), ОМ — в, «= { МОХ, изходимь 


в РМ и — е зп м). 


$ 6. Сиряжхене дуть. Для вычиеленя длины дуги кривой служать 
извфетныя уже выражешя дифференшала дуги, которыя мы и приложимь 
въ нёкоторымъ приифрамъ. 

1. Парабола., У — Эр. 


Обозначая длину дуги ОМ, считземой оть  вернины параболы, че- 
резъ 3, имфемь 
& — Убе? + а"; 
изъ уравнешя кривой 47 =, слфдовательно, 
1 


&= ИР У ау = $ [УР +4, 
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Ди уе у у —/ 


дут [УРтич+р и, 


откуда 


НИИ 1 и 2 
Дутттаеуу утки чь | 


УР 
7 ИИ 
Е уючИ У”) + с, 


; 
1 ри 1 И 1 —ь 
в Уи Зьз Уутитови и нир— 

: | 


УЖУи + р" 
р 


рр 1 

3 292 31 

Замъчате. Длины дугъ эпиипса и гиперболы выражаются эдлиияи- 
ческими интегралами. 


Чери. 54. х 


2. Кардюида. Уравнеше ея въ понарныхь хоординатахь (черт. 54) 
р=а(1 -+ 0080); 
45° = др? ра", 4 = — а 0, 


@&=аУ2а 550) № — моей, 


6 
= АМ = 8 ва и 
8—=^— — 2а 6085 48 —4Зазто. 
$ 
При 6 = =, — АМО = 4а. 
3. Вишяовая мита. 


$ =4 6088 у=азтЬ #=Ы, 
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ах ат, ду = 4608, аг = 14, 


48 = Уд? ар + ай =уб йа 


= (4), 
если начало дуги соотвфтствуеть значение # == &. 


$ 7. Вычшелене объеновъ. Положимъ, что геометрическое тЬло, 
объёмъ котораго требуется вычислить, ограмичено ифкоторою кривою ло- 
верхностью и двумя плоскостями, перпендикулярными кт нькоторой пря- 
мой ОК, которую можно принять за одну изъ осей прямоугольной си- 
стемы координать, напр. за ось д-овЪ, а произвольно выбранную на ней 
точку О за начало координать. 
Нредставимь себф, что разематри- 
ввемое тьло разбито на безконеч- 
но-большое чиело безконечно-тон- 
кихъ слоевь системою плоскостей, 
перпендикулярныхь къ оси 4-0въ. 

На чертежф 55-мь лиёи ОЕ 
и ОР изображають кривыя пере- 
сфченя поверхности ограничиваю- 
щей данное тёло съ плоскостью 
ТОК, лини ОР и ЕЕ— сфчешя 
той же поверхности съ плоско- 
слями, перпендикулярными къ оси 
д-овъ, ограничивающими данное 
ТЬлю по. направленно этой оси, а 
лини ММ, к М’М, сфчешя ограничивающей поверхности двумя без- 
вонечно-близкими плоскостями, перпендикулярными къ оси 2-овЪ и обра- 
зующими одинъ изъ безконечно-тонкихь слоевь, на которые разбито 
данное тЬло. Пусть ОР- и ОР, = + 4х будуть разстоябя этихь 
двухъ плоскостей оть начана координать; обозначим черезъ А У объёмъ 
слоя между двумя-упомянутыми плоскостями, а черезь Ги б+ Аб 
площади сфченй, ограничивающихь этоть элемент» объёма. 

Предетавимъ себЪ два прямыхъ цилиндра, инбющихь общую высоту 
4х т. е. разстояше между плоскостями, ограмичивающими данный элеманть 
объёма, и основашя Пи П+ А; мы предположимь что ограничи- 
вающая поверхность такова, чо одинъ изъ этихь цилиндровъ лежить 
весь внутри элемента АТ, а другой заключаеть въ себъ весь этоть эле- 
менть, Такъ какъ объёмы этихь двухъ цилиндров соотвфхственно равны 
ах и (0+ А) @х (произведение площади основашя на высоту), то, 
при сдфланномь предположеннь, будемъ имфть 


Са < АР + Аб) 4 |. 
Пр > АТ > (0 + АП) а. 


Черт. 55. 


или 


(1) 
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Площадь сфчешя 0 можно разсматривать какъ функшю оть х, т. е. 
оть разстоящя этого сфчешя отъ начала координать. Выражеше этой 
функци: опредфляется видомъ ограничивающей поверхности. Положныъ, 
что это выраженще намъ извфетно, и нусть 07 —= Р (5). 

Предполагая функщю Р (2) непрерывною, и замфчая, что 


О - АГ = Е (хз + 4%), 


изъ нерзвенствъ (1) заключаемъ, что 


ДУ 
Пред. тя 
Са 42-0 } 
такъ какъ отношеше А лежить между Ё и числомь ВАИ, имфю- 


‹ щимь предфломъ 1, потому что Пред. [АО] = 0. Па основан сказан- 
наго, объёмь Г всего тЬла, равный суммф объёмовъ вобхъ его элемен- 
товъ АТГ, будетв равень 


Пред. ;Пах = Пред. ХР (2) 4х, 


причемь суммироваше распространяется на всф значешя т отв 2-5, 
до #=Х, гдф 2, и Х обозначають значешя х, соотвфтетвующя сбче- 
нямв СР и ЕР, иными словами 


р х 
7-го = Уса и 


Тавимъ образомъь мы видимъ, что вычислеще объёма, также как и 
квадратура площадей, приводится къ интегрированно функщА. Выраже- 
ие площади сфчешя О, вообще говоря, находится само при помощи 
интегрирования, и вычислене объёма требуеть поэтому выполневя двух 
поелёдовательныхь интегрированй, но во многихъ случаяхь это выра- 
жеше извфетно а рог: въ разсмотрЬнию этихъ случаевь мы теперь и 
обратимся. 

А. Объемы тёяъ вращенх, 


Площадь сфчешя Ф7, которую надо знать, чтобы приложить формулу 
{Г}, будегь извфетиа, если поверхность, ограничивающая данное тфло 
есть поверхность, образуемая вращещемъ плоской кривой СЕ около оси 
0х. Примемнь ОЁ зв® ось у-овъ, и пусть уравнеше СЕ въ плоскости 


БОК есть 
У—= 14). {2) 


При вращеши СЁ около Ох, каждая точка М этой кривой опитеть 
круг, центрь котораго лежить на Ох, а рамусь МР есть значене у, 
соотвфтетвующее данному х, получаемое изъ уравненя (2}. Площадь 07 
равна площади круга раддуса у, т. в. 0 = пу?, и объемь тфль враще- 


— 362 — 


вя Г выразится формулою 
х 


ра = умы. (3) 


ы 
Объемъ кольцеобразнаго тёла вращевя (черт. 56), образуемаго вра- 
щенемь площади СМВГ, заключенной между кривыми СМ и ВГ, 
около оси х-овь, равенъ резности двухъ объёмовъ, вычисляемыхь по 
формуль (3), и потому выра- 
м зится формулою 
х 


ре [ея 


тд у. = (@) выводител изъ, 
в уравнешя СМ, у, — $ (2) — 
изь уравнешя ВХ. 
1Й Зампчаще. Само’ собою 
разунфется, что если ось вра- 
щешя принята за 0сь у-овъ, 
° № х х то въ формулахь (3) и (4} 
надо переставить буквы п 
и у. 
Примтры. 1. Обземз эллитедида вращения. 
Объёмь части эллипсоида вращеня, образуемаго вращешемъ дуги 
эллипса около большой оси, выразится форнулою 


Черт. 56. 


тя у г ие. 


Слфдовательно, 


$2 А У ‚5 
Е / (*— 21) @& ыы (=. 5), тд 2 = ОР (сы. черт. 52). 


Полагая = Од — а, находинъ, что. : объема эллипсоида враще- 
ня = $ 2 ка’, и весь объемъ = 3 тар". При вращени половины эллипса 
около махой оси образуется уго эллипсоидъ вращения, объемъ котораго 

. 


ь 
: 

/ д’4у =2% У. а?4у, глВ 2? = г (6 у, т.е. 

го # 


т, = 


й 
а 
и" е-ли-з яы”. 


Объемъ Г меньше объеа Р‚, потому что у = 8 <Ь 
® 
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2. Обземь кольца, образуемиюо врещенемь зруш около прямой, ле- 
жащей в5 ео плоскоети (черт. 57}. Пусть разстоящше ОО центра круга 
оть оси вращевшя равно 4. Привявь ось вращешя за ось х-овъ, ОС за 
ось у-овъ, подучимь уравнеше круга 


(у— № +2 =", г в — рамусь круга; отсюда 


я 


Еву 
Объемь кольца 


, для точки М, у, = — Уд? — +", для точки М. 


Я о 
$ $ 


. 
— 85 й У — Иа = коль. 
р 


Полученный результать относител къ случаю > а, т. е. предпола- 
гаеть, что ось вращешя не пересбкаетв окружности круга. Когда ось 


© х х 


Черт. 57. Черт. 58. 


зращеня пересфкаеть окружность круга въ точкахь Ю и Л), (черт. 58), 
то объемь тфла вращешя 0,.АР около оси 2-овь равенъ удвоенному 
объему тбла, образуемаго вращенемь 4 Е; для вебхь точекь дуги АЕ 


УЕ; дя др ЕК, = у =, 
а для дуги КБ, у, == — Уф — 27, гв = ОН. 


Искомый объемь вычислится по формул 
Е: 


аа Душ Гай], 
2 
тдё НО = а — #. Выполняя интегрирования, найдем 
Уу®— *) 
в 


Т = Эка? {- ас т -_ 2 (За + 17) у. 
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3. Обемь циклоидальнию тлъла вращеня. Объемъ тЁла, образуемаго 
вращешемъь цивлоиды около ел осповашя, выразится формулою 


В 
т == у, тд = (@— зв 8, у=а (1 — 0088), 
$ 
отвуда 


: 
9 = в (1 — 0050) @ и И 
® 


5 . 3 . . 2:3, | 
= в 1 —_ ра — Я —_= 3 
= та’ |: ЗатЕ 5 608 фт: 6087 6 зт Е 35 ы 

При # ===, получимь объемь тЬла, образуемаго вращешемь цёлой 
вътви циклоида, а именно: 7 — 51°. 


В. Вынислене объеморь н®которыхкъ тнъ, не принадлежа- 
щихь въ т%ланъ вращен!я, по формул Т. 


1. Обемь оллипсонда сз зпремя неравными осями. Уравнеше поверх- 
ности эллипсоида съ тремя неравными осями, отнесенное къ центру и 
оелмъ, есть 

пипл 
+ита=ь (@) 

Сфчешю плоскостью перпендикулярною оси 2-овъ, вь данномь раз- 
стоя 2 оть плоскости ху, есть эллипсь, уравневе котораго получинъ 
изь уравнешя (0), при 2 постоянномъ. Уравнеше это 

еж Ра 

ия 

& в с 
можно написать въ видё 


2 р 


он ыы 
И 
2 ( Ра 
Площадь 07 этого эллинса, какъ извфетно, равна произведению по- 
уосей его, умноженному на х, слёдовательно, 


, 
= = (1—5). 


Объемь тЬла, ограниченнаго поверхностью эллипсоида и двумя плос- 
костями 1 == 4 и #2 = Я, параллельными плоскости (7), выражзется 


формулою = 2 , 
7 [гы = 6 (3 —5) 42. 
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Чтобы получить объемь всего эллипсоида, положимъ 2, =0, А =е 
в удвоимъ резульгать. Найдемъ 


: 2" 21 4 
2 Г (. >) аа = Эпаф | = _3 тов. 


Итак, оббемё трелоснаяо эллитсоида равень произведению еб полу- 
оеей на : т. (в частном: случа при а = 6 = ==, получаемь обвемь 
шара У = з та’). 

2. Объемь части однополаю зиперболоида. Вычислимъ объемъ, ограни- 
ченный поверхностью однополаго гяперболойда 


2 2 а 


ки ажь 


и плоскостями = и #= № 


СБчеше плоскостью, перпендикулярною оси 1-овъ, ври данномъ 2, 
будеть эллинсъ 


или 


площадь его 


2 
И = (1+5). 
Га 


Слфдовательно, искомый объемъ будеть 


А 
2 в 
Ты (1+5) 4: = паб (+). 
$ 


$ 8. Повержноети вращевя, Величиною поверхности (черт. 55) вра- 
щеня, образуемой вращешемъ дугя СЕ около оси ОК, называется пре- 
дЬль, къ которому стремнтся величина поверхности, образуемой враще- 
вемъ ломаной, вписвнной въ дугу СЁ, по мфрь. увеличен я числа сто- 
ронъ этой ломаной до безконечности и убывая длины каждой стороны 
до нудя. Элементь поверхности, образуемый вращешемъ стороны ММ’ 
около оси ОК, которую примемъ за ось 2-овъ, равенъ поверхности ус- 
ченнаго конуса, у котораго одно основаше есть окружность, радуса 
МР —= у, в другое — окружность, ращшуса МР, =у-н Ау, а произво- 
дащая ММ’ = Уд + Ду", гдБ Ах = РР,; при этомь у есть данная 
функщя оть х, опредфляемая уравнешемъ кривой СЁ. Но известной 


формул элементарной геометри, боковая поверхность усфченнаго конуса 
ранна 


А 
{ту = (у-- ду} УАЙ + ду Нан у 


= [ту УГУ? + = Ах, 
тгдф = безконечно-малое при Ах безконечно-маяомъ. ОИ 
Замфняя полученное выраженю эквивалентным» ему 2ху УТ + у* 4х, 
получаемь для вычислешя поверхности вращешя формулу 


ве ууу", [© 


гдё интегрироване распространено на всБ значешя х оть х=04 до 
х = ОВ. Формулу (1) можно также писать въ видь 


8=% [ уаз, (2) 
тдВ 4 есть дифференщаль дуги кривой СЁ. Лля приифра вычиелимь 
1. Позероность эллитедида вращешя. Поверхность эллипсонда вра- 


щеня, образуемаго вращешемъ эллипса я (@>5), около боль- 
шой оси, получится по форнулё (1), причем 


уе 
уз= 


у= Ут — м, = + у 


тд 


откуда 


Выполняя интегрироване, найдемъ 


8 = эко [УГСе + о. 


При е—=0, енае 1, $ =а, в = 4ка* — извЪфстное выражеше 
поверхности шара. Дяя поверхности эллипсонда вращена около ‘малой 
оси получиив выражеше Г 


& (1-е) 
ца г 
$, = Эка? + 2к и. 


2. Поввртность циклоидальнаю злпла зращеня. Для циклоиды 
нифемъ 


#=@@— т), у=а(1— 0080), 48 = Иа + ау = Зази 4, 
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и поверхность, образуемая вращешемв пфлой вфтви циклоиды около ея 
основашя, будеть 
2 


+ 
Да-свд зы 5#= 
$ 


НИ 


ГЛАВА [Х. 


ОпредЪленные интегралы. Разложене инте- 
граловъ въ ряды. Формула Симпеона. 


$ 1. Напомнимь форнулы, служапуя для опредфлешя и вычисленя 
интеграла, взятаго въ извфетныхь предфлахь. 


Гебоа = при У аа, ® 
тДВ 2, 5 Е ть. ии ФР ЕЕ4,, Ах, = 9, 
и У Да, =6— а. 
Гео =э®—т®, вты=ге. 


Изъ формулы Н вытекаеть, что 


д го т, и [тоы=-78, = 


т. е. производная интезрала, взятая по вврхнему предълу равна значе- 
ню подыиилеральной функцйЕ при этомь предълть, а производная по 
нижнему предълу равна значению подзинтеральной функщи при этом 
заребъль, взятому с0 знакомь минусь. 

Изь формулы П вытекають также и нижеелфдуюцщия основныя свой- 
ства интеграла, & именно: 


еда = - [го 4. @) 
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тому что 
й $ —э@ = - (4—0 


го @ = го 2+ года, (2) 
потому что " ° | 


$ @) — 2 (а) = [29 —2@)] + [#0 —2@}- 


Вообще, каково бы нн было число чисель 2., 7... Ть-ь 


Фееущ = дви подать... 


а ия 4% + Й Г) 4. (в) 


Теорема о`оредней величинь. Подь этимь назвашемъь пониизють 
свойство интеграла, выражаемое слёдующею формулою 


ОГгоофеуи = г®) да, @ 


тдв $ нфкоторое число, среднее между аи $, [ (2) непрерывная фувющя 
въ промежутк® (а, 5), $ (2) функщя знакопостоянная вв том же про- 
межутЕВ. . 

Доказательство. По формуль Коши имфемъ 


РО -Е@ _РО 


$0 97 =0’ (@) 
если Ф'(5) не обращается въ О въ промежутк (а, 5). 
Полагая тои =Р а, 39 =$0), 


имфемь 
Гтоэфвуш = 9 — Ро, [зы = 20-90) 
и формула (а) даетв 
$ 
ат 
‚го 194 сс 
ГО 1, 
Ду 


откуда и получается форнула (3). 
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Формулу (3) можно также легко доказать, исходя изъ опредфлетя 
интеграла какъ предфла суимы, что мы и предяагаемъ сдфлать читателю. 
Частный случай формулы (3). 
Полагая $ (2) = 1, находимъ 
ъ 


гов =е-аг®=Ф— в) га+0 0—0), © 
г ° О<6< 1. 
Эта формула вытекаеть также непосредственно изъ формулы Лэ- 
гранжа 
$6 — (а =6—4 +6, 
если принять во внимаейе, что 9! (2) = / (2). 


Примфняя формулу (4) къ каждону изъ интеграловъ второй части 
равенства (В}, находимъ 


ь 
газы = (1, —в) Г) + @, —2,) Г) +... + В) ГС), 6) 
ть $, »....6, обозначають опредфленных, но ненавфстныя числа, 
лежашуя соотвётетвенно въ промежуткахь 

(1, 2), (т, 1,).... @ъ 5). 
Эта формула показываеть, что всяк опредфленный интегралъ й Ре) ах 


можно резсматривать кавъ сумму конечнаго числа слагаемыхь 


— 


У те) ин), = а, =, @) 
#0 


гдь &, неизвфетное чиело въ промежутк (1,, #-:), иными сяовами, 
„что, каково бы ин было число промежутковь, на которые мы разбиваем 
промежуток (а, 8), въ каждомъ изъ этихь промежутковь (2, 2ь:) ©у- 
ществуеть иъжоторое число &, такое, что сумма (С) равна интегрелу 

ь 


те а. 


#2. Обобщене понямя объ интеграл» на случай безконечныхь пре- 
дАловъ и обращешя подъинтегральной Фунещи ВЪ со между предфлзми 
интегрировая, Если съ возресташемъ $ до 2, интеграль 


7-ю 


стремится въ опредфленному предёлу, то этоть предфль обозначается 
Е. Пиеьк-_Диффререки, м китегрельв. иечиежяйа. Р 


— 3% — 
® 


знакомь ‚. Кэт; если же съ возрастаемъ $ до о, 7 не стремится ни 
къ какому предфлу, то символь И Е (®) 42 смысла не имфеть. Иногда 
одиако пизуть - " 

Град ат = ®> 


Ё 
если съ возрасташень $ до со и  безпредфльно возрастаеть. Анало- 
гично этому объяеняетел значеше символовъ 


Л го @ и УИ (2) ат. 


Посльдый обыкновенно опредёляютв какъ пред. Л #(®) ах, при возра- 
стан @ до оо, хотя можно его опредфлать и какъ предфль Й Ра) ах, 
когда а стремится кь — ©, аб къ -+- ©, независимо другъ ть друга. 

Еели /(х) обрашается въ <>, при г —= 8, то Уго #5 (6>а) опре- 
дъляють какъ предфлъ, къ которому стремится Й [{27) ах, въ приближенемъ 
положительнаго числа = кь 0. Анзаотично оу, если { (а) =, то 

/ Педаь = щих [ й пом 1> 0, 
3-0 


а+% 
а если 9—5 гдф <<, то 


пола нк | Глен ] ее 


«+1 


съ приближешемъь положительныхь чисель = и 1} къ 0. 
Если ‘не сущеетвуеть предфловъ выражешй, изписанныхь въ выте- 
%. 


приведенныхь опредфлеяхь, то И 1 (2) 42 тераеть смысль, 


Вопроеъ о конечности и опредфленности интеграла въ разсматривае- 
мыхъ нами исключительныхь случаяхь легко рышается, когда извфетна 
первообразная функшя отв /(2). Напр. если {(7) ==, при я ==е а 

. ь 


первообразная функшя з (2) непрерывиз при`х-=е, то /. Г(®) №” есть 
конечное и опредфленное число, вычисляемое по прежней формулв 
5 


Деда = +0 — чз) 


— зи = 


Вь самомъ ды 


1, = тов =9е—9 9). 


ь 
3 = го = 6+1), 
ея 
ь 
г® 4х = пред, (7, + = 3 @) — (а), 
в 1—0 
если (2) немрерывна при 2 — с, такъ какъ при этомъ 


пред. ре — *) — 9+1} = 9-99 =0. 
1-59 

Нвоторыя теоремы, съ помощью которыхь во многихъ случаях 
можно судить, не знал первообразной функщи, о конечности интеграла 
съ безконечными предфлами пли оть функц, обращающихся въ со въ 
предёлахь интегрированя, изложены въ $ 4. 

Зампчажще. Въ нфкоторыхь вопросахв приходится разсматривать ин- 
твгралы оть функий, имфющихь различную аназитическую форму въ 
различныхь промежуткахь значенй аргумента. 

Положимъ, нанр., что 


дла ас, [ (а) = (а), 
ля с==2 9, Га) = 1, (2), 
и дла 9===8, /(2) = [. (2), 


тогда интеграль оть /(2), взятый въ предёлахь оть а до Б, опредф- 
ляють формулою 


й (аа = } гот + Гут Деу 


$ 3. Разжичные зпоеобы вычивлешя опредёлекныхь иитоградовъ. 
Т Суммировоше. Вычислимъ 


= Деа- мия, 
ревсматривая его какъ предёле”суммы 
8=1[/(0) + Г@) + ГО +....-К@— ПЮЬ 
о В Ям фону ИЧАЗЕЯ 


24 
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8 = Ей — моно + в) +5 (1 — мон + +=)++ 
лыжни 
+ 9 [1 — 2а 0 жа" |} = 
2 —_ 
ата (шина) (щие) .. ет. =) . 


Замфчая, что "—1= 
Е —1 
= (*—1) Ин а?) | 1 оао ка =). (1- зат яч) . 


(см. ршеше двучленныхь уравненй св помощью тригонометр. фунвлий), 


налодимь 

. ео -и. 
=" аж Е 
Если |а| > 1, 10, при # =, 


Е: т 
пред, # — пред. „ Ю И —+ пред. С 1) = 


1 
= пред, = 9 [= (. — = = 


Если [| <! тю 
ж, 1—а = } 
= Иа + 8-1”), к пре. 8 =0. 
СлЬдовательно, 
т 
а — 2 сан. оз) де = 4 (и), при 2> 1, (1) 
5 


. =0, при а* < 1. 
При а = 1, по формужф (1) находим 
т 


Де Ра — св) 42 === 0, 


откуда 
Доза Го вновь 0, т. кино = 732. 
При а = — 1, получимъ 


к 
Два -— 6031) @& = —=452; 
8 


— 313 — 
отсюда, черезь сложене 


х х = 
а [е — 52) + (+в) а = [191 — се 


х 
=2 Дазта а = — 21492. 
Слфдовательно, 
т 
Дозта ве = м4, 
$ 
ПП. Преобразование перемпнной. Пусть 
‚ 
9 = {1 4% ия = (8, 
гдВ $ф(2) однозначная и непрерывная функщя. Предположимъ, чю, при 
изыфнены # оть & до т въ одпомь направяени, х = ф (0) изыбняегся 
оть а ко В, также въ одномь направлени. Положимъ, что значеняыъ 


=, 6, В. Вы, зе т соотвытствують значетя х —= а, %,, #,,..., 
нь +. 6. 


По формул Лагранжа 

2+1 — 2, = ф(&1) — ФВ) = (4 - С), (4) 
тд т, среднее между {и #,,1. Пусть &, = ф (1,); ри одъланномь предио- 
чожени о функции ф (|), найдемъ, что &, будетъ зожать между 2, и 2; 
значекъ $ можеть имёть любое значеше изъ ряда 0, 1, 2,.... (п — 1). По 
формул (4) найдемъ, унноживв об части равенства на /(&;) = /(ф(<.)) 
и суммируя 

р 


У 9= У гео аы- в, 


а переходя въ предёламъ, получаемъ формулу преобразовашя опредфлен- 
наго интеграла при введени новой перемфнной 


ъ т 
гов = тот оа. (в) 
а ь 


Ззывтимъ сяфлующее преобразовае интеграла, имбющаго нредёлы, 
равные по величин и противоположные по знаку. 


не А ” 9 
ге аз = ДТ в ат -> ГИЦе) ве. 
Положивъ во второмъ интеграл г — — $, найдемь 


лов Дие-ош = Дис-даь, 
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Слёдовательно, 
ебу = Лив Гм. @) 
Кавъ бете изъ формулы (1) вытекаеть, что а) если /(2) — не- 
четная функщя, т, е. /(— 2) = — /(®), то 
М (га — 0, 


Ъ) ыш 76) — четная функийи, т, в. (2) = 7, ю 
Ло а — УЙ (2) а. 
1. Интерироваще во частям, Изь форнулы 
4 0016) = Ро + гу 
позучвомь 


+ ы . 
Гого е- Готов ФГ 


ь ь в ^ 
„Хед вуае = еде] — До г) 4, 


тАВ символь [1 дев) обозначаеть разность /(5) ф (6) — / (а) $ (а). 


Приложеще формулы интепрированая по частямь къ частным при 
мярамь. Найдемь 


= 
з 
И 


тдё ® целое положительное число. При ж='0, 0, = 5; при ®—=1, 


При т> 1, 
= т 
т ы з 

0. = зн" изв ае = [--совлат"-1 2] Де от ооьак 

О 
замфчал, что при 2=0 и д=®, 00 75щ"—15 = 0, находим 
к 


бы (т — 1) Да-а 1 зий 2) —т 10. .—® 10. 


откуда 


—1 
И (2, 
Замфняя т послФдовательно числами 2, Эн — 2, ....2, изъ фор- 
мулы (2) получимь 
2—1 28—12 —3 
бы бы. = 
_ 2—0 (я —3)....1 
2098 —9 5. 
т. е. у 
1. 3. ....(2я — В т. 
ая в 8) 
‚ Заыфняя во ©): число т послфдовательно числами 2+1, 28— 
получимъ и .4.6... 28 — 2) 98 г 
=н— т. „— Ибо” 
т. е. 


4 


быт... — Об +и. 


Изь формуль (3) и (4) вытекаетв формула \аШза, изображающая 
число 5 въ видф безконечнаго произведеня. Изъ (4) и (3) находимъ 


0. _ [8.5 (28 — ПР + | = 
бы = [2.4.6.2 3 
или = (2.4.6.21) 0. 
Я В.Б7.. бя — БЕбЖ и бы 
. Замфчая, что м у 


й 
0. — 0. = "= (а — 312) @& > 0, 
; 
потому что вс элементы интеграла >> 0, находнмь отсюда 
бы > О 


бы > 0ь > быль сльювательно, бъын ^ Пъы >, 
но по формул (2) 
И дотому КТ, бы а. 


бы Эн #1 9 ^ын 
Отсюда. видно, что 
пред. [== = Ь слфдовательно, 
Зи 


т , (2.4.6... 2и)* 
5 — пре. ке — ПР я у 


] Формуле Уна. 
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Найдя значеше какого-нибудь интеграла, можемъ съ помощью пре- 
образовани перемнной вывести изъ него значенз безчисленнаго ино- 
жества другихь. Полагая въ формул 

= 


п. = ть, 


= = т 

* о * $ 
Сато оу == озу = ово 4, 
$ Н ` о $ 


з 
поэтому получаемъ 
= 


х 


И р 
отняв == Гана ав = я 


© 


ый 


сом ар — [зрретаг = №85." =. 
р „... 28 2 
5 9 
Полагая въ той же формул 
. 4 
Вх сз ха =, ах УГ 


находямь, при 2 = 0, #= 0; при #= $, # = 1, тавъ зто 


2.4.6...- 
3.5.7... +0’ 
: 
при т —= 2+ Ти 
ны Л 2” 45. ь 
УТ уу [1.3.5.0 Пх 
2.4.6... 2’ 


при т = 2. 


ТУ. Формулы дпфференцироващн м интеурированя по параметру. 
Если въ подъинтегральную функшю интеграла 


2-е а) 


входить нёкоторый параметр а, равсматриваеный кавъ постоянное при 
интегрирован! по х, то «/ будеть, вообще говоря, фунешя отъ а. 
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Напримфрь, 
е—2* = ее" =1 при @>0. 
а д: ШВ 
[а 1 1 _ = 
2-я ро] = 3 ши ат бит.» 
. ъ 


Обозначая поэтому ‚7 черевь Ё’ (а), положимъ 


Р(а) = 1 а) а. 


Если [(2, а) непрерывная функшя оть 2 и а, когда х изыфняется 
оть а до 8, а а — въ какихъ-иибудь предёлахь а, и а, 10 и Р(а) не- 
прерывная функшя оть а въ этихь предфлахв, Въ самомъ дЁлЗ, 


Ра) Ро) = Иа, + м) — Га, 1%. = 0) 


При достаточно маломъ |Аа|, |{(х, а+ Аа) — (а, |< 
тд = — какъ-угодно малое положительное число, а поэтому 
| (< + 4а) — Р(а)| < 6—4], 


сифдовательно, прираценше функши (о) стремится къ 0 вывстВ св Да, 
зто и требуется показать. Найдемъ производную этой функщи. Для этого 
замфчаемт, что . 

Г (&, а- а) — [(а, а) = дай. (х, х + 04а), 


гдф 9 < 6 <, и Йа обозначаеть частную производную оть /(л, а), ввя- 
тую по а. Написавь предыдущую формулу такъ: 


Га, а 49) — Г, д = Аа ее, а) +1), 
= (а, х + 84а) — р’. ($, а), 
находим по формул (1) 


Ре [лв а + [лаг (2) 


Предполагая /“» (=, а) непрерывною въ тёхь же предёлахь какъ 

и Ё(х, а), можемъ утверждать, что при. достаточно маломь |Аа|, |1| 6у- 

детв меньше любого положительнаго числа #, каковы бы ни были зна- 
> 


тд 


ченя 2 и а вь данныхь предфлахь, а потому На 1х будеть численно 
; 
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ие у] 5 


$ 'ла--0 


меньие = ($ — а), т. ©. 


х форнула (2) дасть В 
М (а) = /. (2, а) а 


й ‚ 
д рб, = Е а в 


Эта формула называется формулою дифференцированя по параметру 
или дифференцировазия 1005 знакомз интеграла. Форнула эта доказзна 
въ предположена, что предёлы интеграла @ и 6 конечныя числа; ее 
прилагають и ЕЪ случаямь, когда предфшы безконечны, но въ этихь 
случаяхь она можеть оказаться невёрною, потому что изъ того, что 
|| < произвольнаго положительнаго числа, еще нельзя заключить вообще, 


или 


что ] И ы 4] будеть также меньше любого положительнаго числа. Вь $ 8 
Е 


будеть указано услове, достаточное для того, чтобы формула (3) была 
справедлива и при безконечныхь предфлахь интеграла. 

Въ предыдущемъ числа @ и $ считаяись независящими оть а. Когда 
предёлы а и $ зависать оть а, то, обозначая черезъ Аа и Дф прираще- 
ия ихь, соотефтетвующуия приращенню Аа, будемв амфть 

ы-аь ъ 


Р(а-+- Аа) —Р®= [1 +9 — [16 а) а = 


2+4 


ь ыы 
= ге ячкадае [Ге а- да) @&— 
“ 4-+-в ы ъ 


— геи ге, а) ах; 


примфняя ко второму и третьему изъ интеграловь нослёдней части ра- 
. венства формулу {4) 9 1, нолучинъ 


, 
Рана) — Ра = Мб, «кд — Ге, де 
= А -- 645, а Аа) 45 — Г (а +-СДа, + а) да, 


тд В ис>0 и <, Раздфливз 06Ъ части послфдняго равенства на’Аа 
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и переходя къ предфлу Аа — 0, находнмь 


ь , 
И И ВО 
Для првыфра. возьмемъ " , 

У у / 090% (0 
тдЪ в цёлое положительное число, # проживая интегрироватя, 2 па- 


раметрь, отъ котораго зависить интеграль, т, постоянное число. По 
формулб (4), заифнивь въ ней букву х буквою # и положивь «=, 


: й 
хат 762) = гр иБ 5" 1$, находинъ 


1 ы — у 
и ив / Пей + ы у 
Н 
1 
О 
отсюда дашфе ы 
ттт Де-иеоа 
к 
ре 1 - а Е 9 =). (В) 


Сявдовательно, выражено (4) дветь функщю, удовлетворяющую диф- 
Фферениальному уравненю (В). 

Формула интегрироватя подз знакомь интарала или интегрирова- 
за по параметру можеть быть получена при номощи формулы диффе- 
ренцировая по параметру. Интегрируя функщю /(т, а) по 2 въ пре- 
дБлахь @ и 8, оть а независящихь, пояучимь нёкоторую фунещю Р(а), 

В 


ре = [Ге в | 


Ннитегрируя эту функщю по я въ предфлахь а, и а, получимь нф- 
которое число 7, 


у ге @а = Л а) 4 да. (п) 


Взявъ ту же ащь Г@, а), интегрируемь ее по а въ предфяахв аз 
и а,, оть 2 независящихь, считая при етомъ ннтегрирован х постоян- 
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нымь, и получимь нёкоторую функцию Ф (2), 
р 
Фи) = й Ра, а) аа, (Ш) 
а 


'Интегрируя Ф () по 2 зъ предёшахь @ и В, получим нфкоторое число {7, 


о [ооы- Г | 4. | 
‚а ч 


Докажемъ, что 0 = 7, т. е. 


а, . 5 а 
Дл оафак= Ди в) 2. {У) 
а. а 24% 


Для доказательства будемъ разсматривать и, кабъ число перемфиное, 
причемъ 07 и У будуть функщи оть а,, и сперва докажевъ, что 


И 

@, 4, 
По форнуль (П), ввявв производную ннтеграла по верхнему предфиу, 
найдемь 

ь 
а’ 

= Рб = [16 в) 
а по формул (У), принфвяя правило дифференцировашя подъ знакомь 
интеграла, найдемь 


я |2 у 9] в 
2, а) ва == { (2, и), 
4 


а. = Г в аа. 


Слёдоватеньно, 9 
Ча, = а 


Отсюда слёдуетв, что (7— У= (С, тдЬ С оть а, не зависить; но при 
а, =а, О=0О и 7-0, поэтому С =0, и 


ИЛИ, ТАКЪ БАБЪ 


0 — РТ, что и требовалось доказать. 
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Формула (У) и вазывается фориулою интегрироватя подъ знакомъ 
интеграла. Выражентя 07 и У называются дбойными интефалами функ- 
щи (2, а) оть двухъ независиныхъ перемфниныхв 5 и а, взятыми между 
предфлами аи 6 для х и между предфлами я, и а, для а. Выражешя 
Сир отличаются одно оть другого норябкоме интезрированиа. Фор- 
мула (У) показываеть, что при вычислени дойною интефала, пра по- 
стоянныхь предьлахе, можно измюнить порядокь интерироваа, не 
измтняя результата. 

Зампчате. О формулЪ (У) нужно замфтнть 10 же, что и о формуль 
(3), а именно: вз случалхь, когда (2, а} дБлается разрывною въ пре- 
дЬлахь внтегрированйй, или когда предфлы ннтегрировая безконечны, 
формула (У) можеть быть несправедливою. 

Справедливость формулы (У), въ случаЁ непрерывности функи 
Ё(®, а) в конечныхь предълать интерировазшя, будеть впослёдстви по- 
казана еще ннымъ путем, съ помощью весьма простыть геонетриче- 
скихь соображенйй. 

Приложете мбдонныаь формуль къ вычислению опредтленныхь 
интезраловв. 

1) Найдемь аа 
= Да при аи > 0. 

$ 


Взавъ производиую по @, находниъ 


В 
47 _ _ О аа №. 
аа 92 а 


Отсюда 1—_ [4 —цакб, 


ТД С оть а не зависить, При а =5, /=0, поэтому С=196, 4. и, 
и . 
Пат — уе в | 
] = — ах =“, (@#2>0). 
; . 
Позоживъ здфоь 195 = — 9, найдемь, поснф очевидныхь упрощенй 
ау -ь (ав8>0). 
$ 
2) Найти 2 
Ч = | в8 608 (за 6) 48. 


; 
Введемъ параметръ а, взявъ выфсто 7 болфе общее выражеше 


Р(а) = = со а зв) в тогда = (1). 
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Ваявъ производную по а, находимь 
эт 


о 609 (а за 6) св — 6206 ол (а вв) т] 48. (1) 


Интегрируя по частямь, находимъ 
р ов ат 
‚рае 608 (а 38 0) е0з 6 46 = оне — 
э 


5 
2 


зб (зп 0) 67 20 ат 6 80; (2) 
замфчал, что 


Ё зб зу (а эт "] , 
О, 


и подставляя (2) въ (1), получимъ ° 
2% 2т 


В" (а) = таить тва — мы (а зв 8) в 8 46, 
8 ; 


т. ©. Р' (а) =0, Р(а) = постоянному. 


2т 
Ро = [= зе. 


СОлфдовательно, при всякомь а, Р(о) = Эт, и 
р 


9=7Р() Деев) ® = 3. 


При а = 0, 


3) Изь формулы © И 
‚е-нак = а’ {а>0). 


вывести новыя, дифференцироваемъ по а. 


© 
9 . 
ба сев нии 
® 


днфференцируя (в — 1) разъ, найдемъ 
Дееге= В и 0. 


а 
Положивь а = 1, получимъ, при и дёломв и положительной, 


Гатянав 2.3... — 1) 
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4) Изь извфетной формулы 
Де т Ве ах = =, {&>0) 
$ 


получимъ, унножая на @а и интегрируя по а оть 0 до с, 


> 


р-н | ры -5, при 8>0 


или — —& при 8<0. 
Перемёниев порядокъ интегрироваяй. находимъ 


и- || === вт ва ва) во 
55 
замфчая, что 


‚Голзезтви ва = офи р 


5 


НахоДимЪ НА 
= 


и, сравнивая это выражеще (7 съ полученным раньте, находимъ 


еее ак = ск) щи 820, (>) щи 8<0. <) 


$ 
Изь этой формулы можно вывестн другую, дающую выражене 


интеграла =. № 
ен @г (а15>0). 
Замфчая, что 
тах воз = : {3% (ак бе -- т (а — 654, 
подучииь 


несе, 1 Ге; (@-+0 2 т (а— 0: И . 


=] Е 
Отсюда, если &>5, то, но формул (0), 
оно „_1 | = т 


Яра 
; 
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з если те — < 0, то 
Гаталовр, [пт 
и) 0. 
$ 


Слдовательно, 


© 
ее 1 или 0, 
® я 

$ 


смотря по тому, будетв ли а >В или а < 6. 

ФизеМе пользовался этннъ интеграломъ (разрывныме множинелемь) 
во мяогихъ вопросахь; поэтому етоть интеграль часто называють раз- 
рывнымъ множителемъ Дирихле. 


5) Найденъ © 
9 = [== 42. 
8 


Положивъ г = а (а > 0), находимъ 


= 
1= е-евадь 
$ 


укножая на е—а* фа, интегрируя по а оть 0 до -- <> и перемфвяя по- 
рядожь интегрироваюй во второй части, получимъ 


ша = Г Геоноаа] 4. (2) 
$ У 


Въ первой части имфемь 
2. Дину. 
$ 


во второй, интегрирован по а даетъ 
й нео 
й оч) ада |- ны тт 


$ Гей} 


2 тт | 
$ =0 


поэтому изъ (2) выводииъ 


и, наконенъ, 


(=) 
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Замфняя д черезь ат, гдВ а > 0, получимъ 
и 1 
Ты Ях == 

$ 


Изь формулы 


а положивъ здесь а = 1, находимъ 


Г 2 2216 = 


5 


6) Найдемь 


= 
608 0545 
=] чу, щи 8>0, 


пользуясь разрывнымь множителемъ Дирихле. 


Обозначая 2 ета сз р 
= ее Г 


® 


и замфчая, что (7 — 1, пие>, 0 — 0, пие<, беремь 


® з Р- о 
т и = [бета Дет = Девон, 
$ $ 


потому что, пока а измфнаехся оть 0 доб, (=0, а когда а измфняется 
оть $ до со, И -= 1. Сь друтой стороны 


а 
т— ГЕ ‚еее рт 
„Г |т х 
(”; 


ызняя порядокь интегрировашй, находимъ 


У] нае 


ра 


4х. 


'Интегрироваше по а выполняется и даеть 
= 1 


. ЕЗ 
Деян тя 


Е. Посее.-_Дюффереии, в интетражьт. иечжолены 55 
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(По форму р 8 
== зи Вг4г == яч’ 


$ 
черезъ замъну д на а, В на хина - 1). 


‘Слфдовательно, 
2 08 5 — Й 038% = 
Тт=х о арта м (1) 
ых. $ 
(Пря 5< 0, будемъ инфть 
Л вы т 
из). 
Изь (1), дифференцировашемъ по $, найдемъ 
эт дх т 
Г: Е ртов ($0) ® 


7) Иногда днфференцироване но нараметру нЪкотораго интеграла 


ъ 
п = ге. 


не даеть непосредственно выраженя „у Е ВЪ видЬ такой функция отъ а, 
которую умфемъ интегрировать, но приводить къ дифферениальному 
уравнению, которое умфемъ интегрировать, и этимь путемь также слу- 
жать дня нахождешя 0. 
Премтры. > 
1 = [| 2—9 с08 Эх ах, (1) 


Дифференцируя по 5, получаемъ 


а = 
о 
; 


Интегрируя по частямъ, получаемь 


© . Е > 
й эт Эр е—9 Эх вх = м — 2 6—2 605 265 ах, 
$ ; 


# 9°.] 
| $ 
т. е. 0 25 

70. 
Отсюда ай _ _ 224% 
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слЬдовательно, 
я р 


в _-й 
#0 = —#* 190, гдЪ С постоянное; = Се ®, {2) 


при 2 — 0, иифемъ (см. 5) 
& ОИ 
= а ди 
0= | ‹-* 1 =. Ут, 
; 


1 
2) най, У = С. 
а по (2) найдемъ За Ут с: 


окончательно изходимъ 


(3) 
$ 
ды рые, 
$; $ 
а вах 
положивъ =, @9=— я, (@>0, 
т 
аз из]. Я 20. 
Откуда В: = 24а; 90 = — ва + 0; И= бе. 
При а = 0, и и =зут, 
$ 
поэтому т 
с= зи" 
и й ша 1 
= Г. = Уже. (в>0), (4) 
$ 


+8 4. НВкоторые признаки конечности иитегралок» ев безконечными 
прежвяани или сть улиц, обрашанщихея зъ безконечность въ пре- 
дВлагь интегрирован. * 
Теорема Т. Если {(=) сохрашяеть внакъ для вефхь достаточно боль- 
нихь. значенй х, и при этомъ 
о РАФ 4, 1% 4>0, о 
. > 
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Г = ©, 


а если 2) [2 7(@)| < 4, ва>1, 


„А нЪкоторое опредфленное число, то 


Г Г (2) 4х — конечное опредфленное число. 
В 


Доказательство. Положимъ, для опредфленности, что {(т} сохраняеть 


знакъ + для вофхь х=Е ГлЬ Е нёкоторое данное число, 


и 1) 272) >А для вебхь этихъ значенй г. 


Такъ какъ 8 ы 
лов» — нред. еб @х 


©2598 


ъ : ъ 
лом гоуве- [о 


тдБ первый интеграль — конечное число, то достаточно изслЬдовать вто- 
рой. При 27(2} > 4, имБемъ { (2) >4 для вебхь 2 ==, поэтому 
ь ъ 
Итоме> 4 =аи :. 
В 
При возрастави 5 до ос, у также возраетаеть до сс, а слБло- 


зательно, = 
Г. Ё(@) 42 = ос. 


2) Бели 1а}(1) < 4, га 1, то 
5 ъ 
1 
9 < › Дочка зах 
Е 
А 1 1 А 
а-= Цеы в] За7ре 


Такъ кавъ / (2) >0 приз 5 то 
5 


Л уе) а 
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возрастаеть съ возрасташемъ $, но остается меньше конечнаго числа 
А . 
2—1’ 
сльдовательно, | { (т) 4х -- конечное опредфленное число. 
Сльдетве. Интеграль = ./. Г(®) @х есть конечное опредфленное 
число, если можно указать такое число а > 1, при которомъ 


пред. (“7 (+) . 


конечное число или нуль, потому что тогда будетъ выполнено услов!е 2) 
доказанной теоремы; если же 


пред. {27 (@)} — №, 


тдЪ Ё не=0, то /=—5, потому что тогда выполнено услове 1) той же 
теоремы. 

Теорема П. Если 2 (2) сохраняеть знакъ для зналешй т, достаточно 
близкихь въ $, и при 2 == $ обращается въ со, в если при этомъ 


1) |@ — 2 г@)] > 4, п А в = 0, ю 
ь 


года =>, 


а если 2) |6 — =) (22| < 4, пка< 1, 


глЪ А нЫкоторое конечное число, то 
ь 
Я = й #@) ах — конечное. опредфленное число. 
Доказательство. Положимъ, что {(7} > 0 для вохь =Ь и 
06—-г®Ф>А ге Ре> 


Замфчая, что 
= 


$ 
- 
— | ах 
Г пов» — цих, ГГ) 


$ $= 
Г года — ео = пад 


приземь первый интеграль число конечное, раземотримь второй. Пре 


Съ нрибляжещень в къ 0, 9 1 возрастаеть до со; поэтому 


кое = =. 


2) Если (6 — а Г@) <А, (а< 1), № 1) <=. 


ь 
го ах = пред. 
Н ==0 


$— 


[| а = 


С 
та | <4 та ° 


: 


При убываши г, д— = возрастаеть, вифстЬ съ тЬмъ возрастаеть и 
разсматриваемый интеграль, потому что / (2) >0, но, оставаясь меньше 
конечнаго числа 

ф— а 
48-9 


1—а 


стремится къ опредфленному предфлу. СлЬдовательно, при услоын 2) ви- 
теграль ‹/— конечное опредфленное число, 

Слядетве. Изь доказанной теоремы слФдуеть, что /— конечное опре- 
дфленное число, если можно указать число а < 1, для котораго 


пред. [(6 — а Г 1, 


равенъ конечному ‘числу или нулю, потому что тогда выполнено усяо- 
ве 2); а если 
пред. [(2 — 2) /(=)] не = 0, 104 — о, 
=> 


потому что тогда выполнено услове 1). 
Принято говорить, что /(х) обращается въ безконечность порядка д, 


если пред. ({6 — 28 у ®)} — конечное число. 


Поэтому можемъ сказать, что 
В 
Г Е (е) ах — конечное опредфленное число, 


если Г(т) обращается прк х == въ безконечиость порядка меныпаго 
единицы, 
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Гео тов 
ее а - Рио + [подвь, 


мы можемь примфнить доказанный результать ‘и къ тфиь случаянъ, когда 
1 (2) обращается въ со на нижнемь предфль а или для 2 == с между 
предфлами а и 6. | 
Приложимъ изложенные признаки въ примфрамъ. Разсмотримь инте- 
граль 


Замфчая, что 


Вр = [= а 9-1 


(а) = —1(1—2)7 5 ели ри 9>1, то Г() конечна при вся- 
комъ 2; если 0<%р<1, 0<4<1, то 2) обращается въ со при #=1 
и при 2 = 0. Замфчая, что 


пред. [(1 — 2) А (2) 1, (1—9) < 1, 
пред. [2 Г(®)]ьло= 1, (1— р) <1, 


по теоремф (И) заключаемь, что В (р, 9} — конечное и опредфленное 
число при ри 9>0. При р вли 9 <0 тотчась же убъждаемся, что 
В (р, 9) есть число безконечиое, потому, что, напримрь, при 9 < 0, 
(1—2) (2) == (1—2) св приближещемь х къ 1 не стремится 
КЪ 0, а возрастаеть безпредфльно. 

'Разсмотримь еще 


и 


Г» = [= ах; 
прир< 0, Г(р) =, потому по 
и 
при 0 <р<!1, Г(р) конечиое и опредфленное число, потому что 
пред. [9 ета о 1, 
пред. [21—27], _„-=0, при всякомъ а. 
При р>1, [(=) остается конечною для‘ — 0. Слёдовательно, 
Г(») есть конечное опредленное число, при всякомъ р > 0. 
Интеграль В (р, 9) = р (1— #14 называется, по Лежандру, 
Эйлеровымь интеграломь 1-го вида, а Г(р) = = 271 ах — Эйлеро- 
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вымь интеграломь 2-го вида. Изучиив главнЪйпия свойства этихъ интег- 
раловъ. 
#8 5. Эйлеровы интегралы. 1) Интеграль 


1 
вр = [7-0 (р ич>9 @) 
$ 
можеть быть представлень въ другой формф. Положимъ 2 = ту» на- 
хОДИМЬ 
1-#=- 1_ @ =- % 
1+у’ (+ 
при 2 =0, у—=0; при 2 = 1, У= о, и 
у ау та 
в _ = 2 
«9 = %=, р ® 
Интеграль 
ГФ лы 
$ 
подстановкою 2 =, преобразовывается въ 
Г = 2 [ежа [г 2721 ат, (3) 
1 $ $ 
При р == д, находймъ 
Г (5) =2 й е-?ах =Ут. (4) 


$ 

Интеграль В (р, 9) есть сииметрическал функщя чисель риф, т. е. 
В (4, в) = В(ф, 9). Въ вамомь ДЫЁ, полагая х = 1—9, находимь 
по формул (1) 


вро= Г ту До уч = 


= га лоттиева 


2) Интегралъ 1-го вида выражается черезъ интеграль 2-го вида при 
помощи форнухы 

ГФГО. 

Ге+о 


Для вывода этой важной формулы, сводящей вычисяеше фунеши оть 
9еутб зргтиентовь въ вычислению функдфй оть одною аргумента, зам$- 


В(р, 9) = (5) 
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тимъ сперва, что если въ формуль 
Гг®= Г. —* 271 
$ 


положимь 2 = ту, гд8 т_>0, то найдемь 


1 ‚Г 
=— — я Ч р ЗАиИИ —1 
гот | мб отра т| 4. ® 
Пользуясь этой формулою, можемь въ выражеши (2) для В (2, 4) 
представить число ата въ формЬ 


@а- 2" То 


велфдетью чего имфемъ л«(*) 


1 1 ы 
Го-9 й ея у ау, 
Ь 


Е о 
В(вд= тети / Ра еек 4) дв, 
} 


з изыфнивъ порядокь интегрировавйй, найдемъ 


поете 
Л 


но по формулВ (6) уз 
. те" а = ГР , 


$ 
слфдовательно, 


о Гилизези- Р®РФ 
У о ау = Ге-о › 


что и требовалось доказаль. 
3) Основное свойство функшь Г(р), 


РГф-о=рГ(р. ° |) 


Интегрируя по частямь, получимь 
Ге = 1[- ==] кр ета 
® 
Ы 


замфчал, что, при р> 0, [--е* 2” =0, находимь Г(р +1) =рГ(р). 
5 
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Ольдетве 1. Положимъ, что в есть ближайшее пфлое положитель- 
ное число, меньщее р, т. е. р==ж-+1 или 0%р—п=51; замфняя 
въ (7) р послфдювательно черезь р— 1, р—2,...р-—», находимъ 


Гр=Ф-ПОГ@Ф- 1, 
Ре 0=(@-2Г(ф-23, 


Ро ину) Го». 
Неремножая эти равенства, получимъ 
Г)=@-П@-2.... @Ф-ЭГ(-*). 8) 


Формула (8) приводить вычислене Г(р) оть аргумента, большаго 1, 
въ вычислению Г(р — ®) оть аргумента, меньшаго 1. Напримфръ, 


буи ик г-на 
Олъдетие 2. При р пфломъ, 
Гр = 1.2.3... фЪ- У, (9) 


какъ видно изь формулы (8), если въ ней положимь я = р — Ти 38- 
мфтимь, что Е 


Га) = | е = = 1. 


Олъдетие 8. Интеграль В (р, 4), при 4 цфломь, выражается фор- 


мую вро 1.2.3... @—1) 
репо Э... Ф+Уь` 


Вь самомь длЬ, замфнивь въ формул (8) р на р + 4 и положивъ 
п =4, находимъ 


Гр =ф+я— (+12)... (р+ ПрГ(р), 
а по формуламъ (5) и (9) 
Гр Г@) _ 1.2.3... (@— 1) 
Во - Токо По 
При р цЬломъ, имфемь аналогичное выражеше 


1.2.3... (2-9 


(10) 


Вип в (09 

Если ри 4 оба цлыя, то 
1.2.3... (1 .@— , 
В(ф, 9) ыы 5: ЧО (109 
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+) Выражене (р) в видъ безконечнао произведеня. По формул 
(6) имфемъ > 
Р(р) = Г ем уу; (т>0) 
$ 


замфчая, что 1 
ы е>1+у е"< 


@-)”’ 
находимъ < 
а 
г <= [К 
в Г(р <тВ (р, ®— В. ® 


Съ другой стороны 


; 
Г ету‘ ау> Г ему а, 
$ $ 


а такъ какъ е*>1--у, при О<у<1, то е`"”*>(1— у)”, стБдовательно, 


© : 
Ге у‘ ау > [+ (— "4 = В (р, т+ | 
$ $ 
и Г(р)>тВ (р, т+ 1, [то 
8 замбнивь в5 (В м на ж+р-+-1, имфенъ 

Гр <т-рЬниВ (р т- 1. (П*) 
Изь этихь формуль имфемъ 


ТВ (рту хГ(р <" В (рт 1} (. = = 


иначе, ‚ +1» 
Г(р=тВФ, то (1-92), тд 081. 


Увеличивая 7 До со, находимъ 
Г(») = пра. 7 В (р, т + 1). 


Предполагая т ифлымъ числомъ, по формуль (10) имфемъ, положивъ 
въ ней 9 =ж +1, 


В(втчи= 1.2.3...т 


(рт) (р+т—1...-р 
и окончательно 8.3 
1.3.3...т 
го = ие | ФЕИ... и 


Формула (11) принадлежить Эйлеру и имфеть, какъ увидимъ ниже, очень 
важное значеше. 
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Прежде всего замфтимь, что формула (11) даеть новое опредълене 
функши Г(р), имъющее смысль не только при р>0, но и прир< 0, 
когда прежнее опредфлеше Г(2) какъ интеграла 


Г(») = [в 
$ 


теряеть смыслъ. 
Только при р == члому отридательному числу, Г( р) ==, какое бы 
выражеше для Г(р) мы ни взяли. Гауссъ приняль за опредфленше фунЕ- 
щи Г(р), при р вешественномь или мнимомъ, формулу (11) и вывель 
изъ него всЪ главнфйция свойства этой функция. 
5) Мы примънимъ эту формулу для доказательства слдующаго весьма 
важнаго соотноненйя: 


= 
РР ГО = дыр, при О<р<|, (12) 
ограничиваясь вецественными значенями р. 


Для доказательства, беремъ выражен:я 

1.2.3. ] 
в(Р-+П. Е ге т) н-ь 

.2.3. >] 
2) (2—2).- С. ТР 


Г(р) = пре. [а 


Ра— р) = пред, [=> а 


и, перемножал, находимъ 


Г (1.2.3... тт 
О-о [де НЕ. 


= "ВС 2) —» ). .. ( 1 ->) (| Е. 


Замфаа, то пред. р + 5] =1, 


со 


и приниман во внимане извфстное разложене зт2 въ безконечное 
произведене: 


та = (1 2) (. =) ( =)... 


(См. напр. Тригонометрью Серре, переводь Врублевскаго, Спб. 1902. 
стр. 236), находимъ, положивъ 2 —= р, 


зв ри 2") [ =) 2 
: 2 (1 п) (1 — (| =)... 
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откуда 
Гога-р= 


что и требовалось доказать. 


эт рт’ 


. 1 й 
Формула (12) сводить вычислеше Г{р), прир> 5, КБ вычисленю 
Г, пир <. Во И-омь томф сочинейя МЛежандра «Тибоме 45 
Топебопё еПурбчиез» помфщены таблицы значенй 19 Г(а) для значешй 
в оть 1 до 2, взятыхь черезъ 0,001. 
Изь формулв (12), (5) и (2) легко вывести значеше интеграла 


тах 
Г: ра, 0<Р<Ь 
$ 


найденное Эйлеромъ, а мненно: по формул (2) 
Гат: аа 
В(» ти м: 
а по формуламь (5) и (12) ° 
В(ьт—р)=Г(р Га-р) = 


этрт 


откуда Я р 
[= 4 (0<р<1- из) 


1х — зв ре 


$6. Приложеня иитегральнаго иочиолешя къ нзояфдованю осходи- 
моети ряховь в разложению Функий въ ряды. 7. Теорема Коши- Мак- 
дорена. Положимъ, что /(2) постоянно и безпредфльно убываеть съ 
возрасташемь 2 до со и остается > 0 при 2 == а. Безнонечный ряд 


(а) Ган + Рад +... + рРа-+в—П+.... а) 


будет сходящийся или растодящиюя, смотря по тону, будеть ли 


= 


] [(®) 41 число конечное или безкомечное, в обратно. 


Доказательство. По условю (2) убываетв при возрастани 2, слф- 
довательно 
>> р@а-+ 1), пи аха<ажи 


.ы «ны 


ока Диены риы> ео 


Иго > [га 
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Замфняя @ черезъь а +1, @+2,.... а +я—1 и складывал по- 
лучаемыя неравенства, находимъ 
а рану... +Рача— > 


> [| гоувг> гаги... Гая 
или, бозваая черезъ 8. сумиу п первыхъ членовъ ряда (1), 
.> 1@фа> 8, + р(а + ®) — Ра). 
Вся съ возрасташемъ ® до со, 


И [ (2) ах стремится къ конечному предфлу, то изъ неравенства 


| О 
завлютдемь, что 5„ поеанно возрастал, остается меньше конечнаго 
числа И [ (2) ат -- р (@), сябдовательно радь (1) — сходяпейся. 

2) "Бела И (2) 4х возрастаеть безпредфяьно выфст съ м, 10 изъ 
неравенства " >“ 


в,> Дом 


ы В 
видно, что и 5, возрастаеть безпредфльно, слёдовательно рядь (1) — рас- 
ходявуйся. . 
Приипры. Радъ нача... -\- .... сходящйся, при 
& > \, и расходявийся, при & = 1, потому что 


ах ^ ы 
ПЕ: = <5, пи й< |, и = при & 1. 
; 1 
Такъ же убъждаемся, что рядь, котораго общий членъ есть а схо- 
дяпийся, при # > 1, и расходящийся, при Ё ==1. 
ЗИ. Изь доказанной теоремы вытекаеть слФдующий признакв сходи- 


мости рядовъ съ одними положительными членами, принадлежаный проф. 
В. И. Ермакову. 


Пусть $ (2) обозначаеть функийо, обусловленную только ТБмъ, что 
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для 2 = а, гдЪ а достаточно большое положительное число, имфеть 
мфето неравенство $ (2) > 2; разсмотримъ рядь положительныхь членовъ 


Го Ган -+.... -Га+ю-+.... (1) 


и обозизчимь черезъ $’ (2) производную оть $ (2); тогда будемъь имфть 
сяфдующую теорему: 

Теорема. Если для всп значений х т а, 9% в достаточно боль- 
вое положительное число, имиеть мисто неравенство 


ы те <. <, [6 
зто рядь (1) будеть слодяцийся, если же импеть исто неравенство 
ХОЗАЕХО] 
МО >ь {3) 


бля вепль х == а, то ряд (1) — раеходяииися. 
Доказательство. Положимъ, что имфеть мфето неравенство (2), обо- 
значая черезь`.4 какое нибудь число, большее а, будемъ имфть 


$' (2) Г (#)] < аР®), 


откуда д д 
Дет <= гв. 4 
Положив ела 
ваходимъ 24 24 
рвы тов <= ео 
$ (8) $ @) 


разбивая первый интеграль на части, можемь написать предыдущее не- 
равенство баром образомъ: 
79 


Иное тоны ош о 


2“) 2) 


о-о ош Гиош- До Гоа», 6) 


езда 


потому что $ (4)> А, в сяЪдовательно 
э4 


/Гевуа>0. 


Неравенство (5) даеть 


А 
гоу < 


откуда видно, что съ возрасташемь А до со интеграль 


д 
ге 4+ 


остается конечнымъ, слёдовательно рядь (1) будеть сходящийся. 
Положииъ теперь, что удовлетворяется неравенство (3). т. е. 


2 @) Г[з @)] > #@), 


при х == @а; тогда 


р: д 
яга (14>> [04 


$(4) 
или ори Двум 
(а) 
$4) в 4 © (а) 
откуда т 22> [| (2) 4х + [те @ 
(4) 2 @) 


мии шк Дом >19 4х. (6) 


Допустивъ, что съ возрасташемъ А до со, интеграль 
д 


Дов 


стремится въ нфкоторому конечному ипредфлу Г, мы бы заключили, что 
разность въ первой части нзравенства (6) стремится къ 0, потому что 
94) 
ео, 
очевидно, стремится къ тому же предёлу №, а такое заключеще проти- 
ворфчить неравенству (6), въ которомъ вторая часть есть конечная, по- 
ложительнал величина. Сльдовалельно, 


Й Г@ 
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возрастаеть безпредьльно выъетЪ съ 4, рядь (1) расходяпийся. Итакъ, 
обЪ части теоремы доказаны. 


Положивъ 9® =еч+ь 
$) Г [+ @)] _[е+0 
получаемь В = 


и доказанная теореив даеть основной признакъ сходимости радовъ, осно- 
ванный разсмотрыни отношеня двухъ нослфдовательныхь членовъ. 


Положивь — $ (2) =" или ф (2) =г', 


тдЪ а>е, получимь признакъ сходимости, основанный на раземотрыи 
отнонюшя = 
#2 { (&) 


а)’ 
болфе чувствительный, ЧЬмЪ всЪ друше, известные до сихъ поръ, т. е. 


рыпаюний вопросъ о сходимости или расходимости рада вЪ ТЬхъ слу- 
чаяхъ, когда друме дають сомнительный случай. 


ТИ. Формула Тейлора съ дополнительнымъ членомъ въ 
вид опредёленнаго интеграла. 


Пусть Г (©) есть данная функщя; предложинь себЪ разложить 
Р(а-- В) — Г) по степенамъ #. Предстазимъ разность / (2+ #) —/ (4) 
въ видЪ опредфяеннаго интеграла, 

аА 
ге-ю-го- га @ 
и примфнимь къ этому интегралу иятегрироване по частямъ. Для удоб- 
ства выкладки, введемь еперва новую перемфнную %, уравнешемъ 


фЕф+А — в, откуда 4 = — бы, 


при { =, # = 1; пи ё = +, и =0; 


подставляя въ формулу (1), получимь 
, 

ге -го= реа мам ®) 
„ Интегрируя по частямь, находимь 


Длеь-в пре (+ А — и) иди = 


нло Дееа она (3} 


К. Шоссе. Дофференк, п патегражьл, нечислеши. Ро 


— 402 — 


ма ==. зе (++ — ии = 


, 
Делич | 
№? . 1 а 
Ре -з [ 

$ 


Вообще, при ай цёломв и положительномъ, имфемъ 


ти (2 В — и) ши. 


в 


ь 
4» | -в—- мы 
Де (ий — и) и" 1 аи = ия: я)и ] + 
$ й 3 
1) 
о Вина то Иа и аи 
$ 
или, раздфливь об части равенетва на 1.2.3.... (% — 1), 
чик ити — 
_ там“ 1 


—`1.2....т 


тя у Пень и) ити. (4) 
$ 


Длая въ этой формул посяфдовательно чи == 9, 3,.... (в — К) и 
выписывая еще формулы (2) и{3), находимЪ сяБдуюний рядь равенстве: 


Гены гы = печки, 


: в 
еоь юм ть + [печь мнвь 
ы ® 


^ а 
тез № ви Е и) зы, 


$ 


тек ди, 


потетсоеыий газет: 
рана | 
1.5..@—9) А Аба = 

у 


№ 1 ^. . 
ео” /*6+% ми" вы. 
8 . . 
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Свладывая оти равенства, находимь формулу Тейлора съ дополни- 
тельнымъ зленомъ въ ВидЬ опредЪленнаго интеграла. 


з 
Рав = Р-Р м Рон. 


ре #0 В 
ра ь "9-8, ©) 


тдЪ 
В во, тр @+ь фи ви. (6) 


Замфнивъ перемённую № перемфнною # = # — и, получимь 


аа 
о Г фо ее — Ва (п) 


Замънивъ въ формулахь (5) и (1} букву х черезь т, и положивъ 
затвуь 2 = 2—2. получимь другой видь формулы Тейлора, 


(2—2) 


Г) = ад + (вау рар + ПТ ту +. 
о Р-иа) + В, ®) 

ть я ° 
Я И 9 


При +, =0, получаемь формулу Маклорена, съ дополнительнымь чле- 
номъ въ видь опредфленнаго интеграла. 

Примфияя къ формул (7) извфстныя свойства опредфленныхь интег- 
раловъ, легко оть этой формулы перейти къ е%мъ видамъ дополнитель- 
наго члена, которые были даны въ дифференцальномь исчиелени. Раз- 
лагая подъинтегральную функю въ выражеши (7) на два множителя 


(+ 07-1 и Г (ав В *, 


ТАБ р есть произвольное число, не выходящее изъ предъловъ [и я, т. е. 
такое, что 1=5р=5н, и замфчая, что первый множитель не мфняеть знака 
въ предёлахъ оть {= до #=2-2й, можемъ по формул (3} $1, Гл. 1Х, 
положивь въ ней Е == ж-+ 0, гдё 0 < В < 1, написать 


к ТР ани 


ада . 
[  — 9 


= 


или, замфчая, что 
я в—# № 
й— 
Геь и#=| @ г =ь: 


МЕ — 6)=-# , 
15..-02/°@> 8%). 


В,= 


Это есть выражене дополнительнаго члена, данное /лемильгомь, изъ 


котораго, при ф == ® иф = 1, получаются дополнительные члены Ла- 
зранже и Воши. 

$ 7, Вычислеме интеграла при помощи разложея подъинтегральной 
Функц въ радъ. 


Мы докажемъ здфсь теорему, дающую возможность вычислять интег- 
ралъ при помоши разложешя подъинтегральной функши въ радь; въ 
тЬхь случаяхь, когда интеграль выражается въ конечномь видЪ въ из- 
вЪетныхь функщяхь, эта теорема даеть разложеше этихъ функш въ без- 
конечные ряды. 

Прежде необходимо слфлать нфоколько замфчанй о радахь, члены 
которыхь зависять ‘оть ифкотораго перемфннаго’ числа. 

Положимь, что члены рада 

а Зь №: неее Мн (0 


функщи оть перемфинаго числа х, и положныъ, что рядъ (1) еходанийся 
для всфхь значейй х въ ифкоторомъ промежутЕЪ (а, 8). Суима этого 
ряда 5 будеть тогда опредфленная фунешя оть < въ данномь проме- 
Жуть. При данноме значены х въ этомъ промежутке, мы можемъ, за- 
давъ по произволу положительное чиело е, указать такое чиело №, чтобы 
при ® = М, остатокъ рада (1), 


В, = и ина Рае +... {2) 
по численной величинф былъ меньше =. Число №, дающее 
18] <в, пи п=М, (3) 


можеть зависфть не только оть =, но и оть выбраннаго въ промежутЕЪ 
{в, 5) значешя аргумента 2, но чаше всего бывветь, что число №, при 
которомъ удовлетворяется нераяенство (3), будеть одно в пю же, при 
данномь =, каково бы чи было значенёе в5 пронежутьь (а, Ь). Въ этонъ 
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случаЪ говорять, что рядь (1) ‘равномьрно сходаиийся в данномг про- 
ъмежуткь. Нижеслфдующая теорема даеть простое средство убЪдиться. 
во многихъ случаяхь, въ равномфрной сходимости ряда. 

Теорема. Ряд 


(1) 
будеть равномтрно слодяийтся вз промежюуткт (а, $), если для встътз 
значе х в5 этом промежуткть модули (численныя значеня) членовь 


ряда (1) будуть меньше соотептетвующиха членовь накоторао сло- 
дящалося ‘ряда 58 положительными членами, не зависящими оть т, 


9 Ч Ч, 


б., @,, @,, .-.- нь бо ее @) 


Въ самомь дЬлЬ, если Д, и р, обозпачають соотвфтетвенно остатки 
рядовъ (1) и (2}, остановленныхь на и-оиъ членЪ, то, велфдетые сходи- 
мости ряда (2), при произвольно заданномъ =, можно указать такое чиело №, 
чтобы при и=М, р.<е, а такъ кавъ, по условно теоремы, [и,|[<а, для 
вевхь значенй 2 между а и Б, то [В.|<р„ а потому и |В,|<в, при 
2 == М, ГАБ М отБ значешя 2 не зависить, т. е. рядь (1) равномфрно- 
сходяш ся. 

На основаши этой теоремы можно, напримнфрь, утверждать, что рядъ 


А, Ах, АР, .... А, (3) 
расположенный по ифлыиъ положительнымь степеняиъ =, абсолютно схо- 
дящёйся при |2] == нФкотораго даннаго числа т, будетв равномфрно схо- 
дящимея въ промежутВ (—т,, +*,), гд 7, <7, потому что для вевхъ 
звачешй х въ этомъ промежуткВ [2|<л, и |4.2`| < | 4,””|, а рядъ, ко- 
тораго общий членъ |.4,7”|, сходящийея по условю. 

Чтобы привести примфрь ряда не равномпрно-сходящилося, возьменъ 
радъ р р = р , а 
тк ой, аж, . ) 


это рядь сходящёйся при всякомь 2, потому что, при’ х 2 0, сумма его 
8 =1- 7, (по формул для суммы геометрической прогресс), & при 
#=0, 8 =0. 

Легко видЬть, что данный рядъ неравномфрно сходящёйея въ проме- 
жуткВ (—1, +1), и вообще въ промежутБ, заключающемь въ себЪ 0. 
Вь самомъ ДЁлЬ, остатокь ряда (4) 7„==0, при 5 =0, а при 2 2 9, 

. 2? [ } о + 
а | тата 

ЕЯ 1 1. 

(+= р 1 ам" 


тя 


для`того, чтобы || было <е, необходимо и достаточно, чтобы (1-+-2*)^-—* 


— 406 — 


Е 
было >; т.е. 


и—0и0+279>4 (1), 


при всяком данном т, не равномъ 0, этому неравенству, очевидно, можно 
удовлетворить, взявъ ® достаточно большимъ, но также очевидно, что 
не существуетв никакого числа №, какъ бы оно велико ни было, чтобы 
при #= М, вышеприведенное неравенство удовлетворялось ири всяком 
значени <, лежашемь межлу — Ти +1, нотому что, взявъ к Доста- 
точно близким къ 0, мы можемъ сдёлать 29 (1-+ #*) сколь угодно ма- 
(9 
лыиъ, & ва сколь угодно большимъ, и, слбловательно, большимъ 
любого числа №. Этимъ и доказывается неравномфрная сходимость ряда 
вв промежуткВ (— 1, + 1). 
Нослф этихв замфчанй перейдемь къ доказательству теоремы, объ 
интегрироваши рядовъ. 
Теорема. Если функшя [(2} фазлаается въ равномпрно-стодлиийся 
рябь в% промежуткь (а, 5), 


И) = щи +++... 14) 
то рябь на 2 Е 
ДГ» ас | 4 +... + ыы ат... (В) 
; : : 


будеть сходящёяся при всяком» эзначещи х, между а ив, и сумма этого 
такз что можно написать 


ряда будете равна „ 
года, 
ов 


=, 
% (ах) + [и а +... =]. 
Вь этомь смысл нужно понимать утверждеще, что «равномрно схо- 
дяпийся рядь (.4) можно интегрировать почленно». 
Доказательство. Обозначая черезъ ЕЁ, остатовь ряда (.4), при про- 


ИЗВОЛЬНО заданномь в, можно указать такое число №, чтобы при в == М, 
18, |< з, а слбдовательно, 


| Рае] <: ыы 


Число = можно выбрать такъ, чтобы =(2,—а} было меньше произвольно 
малаго положнтельнаго числа *. Слфдовательно, при достаточно боль- 


— 


=_з@%-... (С) 
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ШомМЪ я, / В, 4х по численной величинЪ будеть какъ угодно маль, & 
: 


это и показываеть, что радъ (В) имфеть сумму, равную 


Гр 


Е 
Если дополнительный члень В, въ рядф (А) извфетенъ въ ковечноиъ 


вид, то в. дасть выражеше дополнительнаго члена въ ряд (В). 
; 
Если будемь разематривать 2, какь перемфиное число х, тб радь (В) 
2 
даеть разложеше функши 2(2) == } {(®) ат, производная которой равна 
; 


{(®), въ безконечный рядь, сходящся въ промежутк® (а, 6). 

Изь доказапной теоремы вытекаеть какъ слёдстве теорема о диффе- 
ренцировати рядовъ, состоящая въ слёдующемъ: 

Если (а) = щ (т и, (2) ни, (2) +... 


есть рядз слодящёйся для а==р=б, и ослы ряд производныйь отз чле- 
3065 даннаго ряда 
и (дни, (+. и, (+. (В) 
равномирно оходящится 5 промежуткть (и, 6), то сумма второю ряда 
‘равна | (т), т. е. 
И) = (фи, (юн +... 


Для доказательства обозначимь сумму ряда (Г) черезь $ (2) и, въ 
силу доказанной теоремы, будемь имфть для нсякаго х въ данномъ про- 
межуткЪ ` 


Г (пуда = | м, (2) ден | и (д ден | и. (2) аа... 


=% @) — *› (а) ни, (2) — в, (а +... (в, (2) —иш (а) +... 
= @) — (а). 
Откуда $ (2) = 1 (2), что и требоваяось доказать. 
Примюры. Разложеня в ряды функий 
ася, 9 (Р-- 2), вст, и др. 
Ре 


1. тех == 1+2. 


— 408 — 


Изь тождества 
„ 


т @) 
нзаходимъ, положивъ 2 = — 2\, разложеше 
т .. т += = (— 11+ (Е = ‚ 
1+2 =" 1 
отеюда 
ах 2 2 т мы 
атс9 х ТЕр= ЗУ .„- (0) 51 = 
ар 
я" —— 
И 
$ 


5" ” 
Замфчая, что т-- = < 2”, получим 


"ав А "ар аа" 
тя <] =. 
$ $ 


. дин _ 
Сь возрасташень в до ©, „__т стрямится въ 0, при [| == 1, ©лу- 
довательно, 


Е. 
чещя = -— 315 


При д = 1, находимь 


1 
ВБ те 
Ё [2 
2. 91+ = Т+ 
; 
Изь тождества (8), при 2 = — х, найдеиъ 
1 „ =“ 
ЕЕ +. (+ (— 1х. 
Интегрируя оть 0 до х, находимъ 
ВЕ ЗЕ и 2^ „ Е 
39 (1+) =х +; —ч+- (—1) я = (и ЕЕ 92. 
О 


Дополнительный членъ 
Е.=( т Дм ‹ ара, ©<8<9 
$ 


— 409 — 


д р 
При #>0. Е: т; 
ы >60, краж Зиг: 
при & =51, эт0 число стремитея къ 0 съ возрасташемъ # до сс; при 
1< 0, положивъ 2 = — 2, га 29, находниъ 
да Ш 


с" ео) ба) 
поэтому ры 
18 < ша? 


и это число, при 2< 1, стремится къ 0 съ возрасташень и. Поэтому 
будемъ имфть разложеше 


. . 
+. 


91+ =2 


при — 1<2=-+1. 
Положивъ здфсь х = + 1, полузимъ 
1 1 


1 1 
92=1 5+3 дне +С ны {3) 


СлБдуетв замфтить, что рядъ этоть, велфдетве медленной сходимости, 
весьма неудобень для вычислешя 192; въ самомъ дЬЛЪ, взявь (в — 1) 
членовъ ряда, мы можемъ ручаться только за то, что погрфшность < : , 
и потому для достижетя, напримфръ, точности до 0,001, надо вычислить 
999 членовъ ряда. Вообще рядъ (2), пригодный только для вычислевя 
логариема числа, не превышающаго 2, будеть весьма медленно сходя- 
пыйся для значешй х близкихь къ 1, 

Мы выведемъ теперь друше ряды, съ помощью которыхь можио вы- 
числять логариемы чиселъ большихъ 2, а также и болье быстро сходя- 
пыйся радв для вычислевшя 19 2. 

Замфнивъ въ формул (2) 2 на — 2, имфемъ 


81—29 =— ы ы = “о 
а вычитая этоть рядь изъ (2) и замбчая, что 
ва+а— ва 9-8, 
получимь 
ие 3] .|, ©<#<1. @& 


Полагал 
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Ё 
найдемъ М + =) =(М-+В) а —#), откуда т м Ь 
и формула (4) даетъ 


, Ё 1 Е №1 Ё у . 8 
(И —№М№М=2 мет Им +5 ЕЕ 44|. 
Раядь этотъ весьма удобенъ для вычислевзя #9 (№ - ®) по данному 


9 М; чЧфиъ меньше дробь ть» тёмь быстрфе убывають его члены. Су- 


дать © погрышности, которую мы дфлаемъ, отбрасывая всф члены ряда, 
1 Ва 
начиная съ члена (о) › весьма легко по самому виду чле- 


новъ этого ряда. Обозначая для краткости ЗЕ черезъ 2 и пренебрегая 


суммою ряда 


ды дна диз 
= яз * жы, ‚в 
мы хЬлавиъ погрышность, очевидно, мепьшую суммы ряха 
э|.. а" ="° +] 47) 
2-1 2+1 3-1 


потому что члены ряда (6) меньше соотв тственныхь членовъ ряда (7); но 
сумма рада (7) равна 
р р З 
Та 
Слёдовательно, отбрасывая въ рядь (5) веф члены, начинал съ 
1 Х \н 
т (ыы . мы дёлаемь погршноеть меньшую, чфмъ 
2 2 
Зиг: 
При маломь 2 и сколько-нибудь значительномь я, погрфшность эта 
будеть весьма мала. Для вычислешя 192 можно брать № = 1, #=1; 
формула (5) даегь , 


1 1 1 
92 —191=42 [рр +]; {8} 


2 


ити +4 +..] 


отбрасывая всЪф члены, начиная СЪ верен, мы дёлаемъ погрешность 
меньшую, чмъ 
2 ___ 1 _ 1 1 
язы 1—1, а акр 4 биз", 


Напримфръ, при я =4, т. е. полагая приближенно 


оО ЗАВ: 1 
[т] 


мы дъшлемь погрёшность меньшую, чФыз Ранен. 


чи 


Для вычислешя 193 и (45 можно было бы положить въ формуль (5) 
сперва М =, &-=1, 8 потомь № = 4 ==2?, & = |, но болфе удобные 
для вычислен1я ряды получииъ, взявъ № =- 125, #-==3, тогда 


М№М- =: 128 = 2", М= 5 (М+В=142, 9М=3195, 
ь 3 


2+8 — 953' 
и формула (5) дасть 
3 р 3} 
72 — 345 =2 | (=) +], 
для вычислешя 445 по 242. 
Для вычислен!я обыкновеннаго или Бриггова логариома даннаго числа, 


вакь извфетно, надо умножить натуральный логариемь этого числа на 
такъ называемый модуль Бригговой системы логариомовъ, который ра- 


1 
венЪ 1,10’ 


Обозначая 5 в черезъ М, имфемь по формулВ (5) 


один ю-фх эм [к т = =) + 


для вычислешя обыкновенныхь логариемовъ. Для вычислея М, замь- 
чвемъ, что 


1 
= 12-45? 


и = $16 
и находимъ, вычисливъ (92 и (95, 
М = 0,43429446.... 


= 


. 45 
3. атс зтт= у а. 
у 


При и <Ь ув разлагаетея въ равномБрно сходящийся раядв по 


формул бинома Ньютона, 


13 
1 23 
5 т д 
(1-27) = + та ”“+.- 
1..1... 1.3.5. 
=1+ 5+5 4+ ЧЕ = 


Интегрируя оть 0 до 2, найдемъ, при 14|. < 1, 


_ 1 13 1.85. (0—1) ен 
+ РОБ +. аб. а вт 
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Для оцфаки погрЬншности при вычислеши а7с$т2 съ помощью рада 
(4), замфчаемъ, что остатокь ряда (9), остановлениаго на член съ 2+1. 


1.3.5.80) [27° рт 
В, Зав ть а) [88 Эй =. @#>0). 

потому что 

21 +3 {21+ 3) (2®-+5) 

2+4 , би ох 
слЪдовательно, 

1.3.5... 8--1) 2" 

п,< (2 - 1) _ 


ИНЫЕ я = 
46. ив) ИИ. 


1.3.5... (2+ | 21 
2.4.6... (в 2) (9и+8) 1—2` 


4) Эллиптический интеграль *) 


ов Ли 
У таза) у угу’ 


#<1, =, можеть быть разложень въ рядъ по степенямъ мо- 
дуля , при помощи того же према. Заифтимъ разпожене полнето эллит- 
зтическао артумента 


К = ее. 
УГ 
5 
Замфнивъ вь формулЬ (р) х черезь & 9, находимъ 


1 1 . 1.3 . 
уе РД +. 


1.3... (2 — По р 
а ^ В" "р... 


Интегрируя въ предфлахъ оть 0 Юй и замфчая, что 
я 


5 


ше тов —_ 1.3... 28—10) = 


.4.... 2 2? 
$ 


=) Элзиптическими интегрилами вообще называются интегралы виду 


уу а, 
тлЬ В цфлья функойя 8-Й н 4-Й степени, /—анакъ ращюнальной. функц 
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найдемъ 


к- Девы 
я $ 


т. е. . 
— т! 19а [1-8\? | 
к= + (5) 7+ (55) ры } (9). 
5. Интеграль 
а : 
Шачаз = ее 
Г. ; 
разлагается въ радь, при помощи формулы 
ри та 
му #7. - 
е тар иа + * 12— Е 
и интегрировашя. Звифчая, что 
т 

/ те иены, 9 

получимъ 
: 
п о 

Дата т ре ар 

у 
При в = 1, 


: 
Дей =л + 


(Формула (10) легко выводится интегрировашемъ по частямъ). 


*3 8. 0 дифферендироваши по параметру въ вхучав безконечныхъ пре- 
дЗловъ. Поняше о’равномЁрно сходащихся рядахЪ и ихъ свойства дають. 
возможность указать услише, достаточное для того, чтобы формула диф- 
ференцировашя подъ интегральнымь знакомь была справедлива и при 
безконечныхь предфлахь интеграла. Положимъ 


Ра = 19 а=. а) 


Мы предполагаемъ, разумфется, что этоть интеграль конечное опре- 
дленное число для всёхь значенш а въ ифкотором$ промежутк$ (а, а). 
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Положимъ, что въ томъ же промежуткЪ и 


и» (, а) 4х (2) 
также конечное опредфленное число. Докаженъ, чт 
Е (а) = Г. Га (а, а) @2, (3) 


если, при достаточно большомъ значени 4, независимо отъ значен1я а, 


[Гл (2, а) 5 
Е 


будегь меньше любого даннаго положительнаго числа з, т. е. если можно 
указать такое число №, чтобы, при А =: М, и для всфхь значешй я 
между я, и %,, удовлетворялось неравенство 


г (, а) | <=. 
Я 


Если это услове выполнено, то интеграль 2) называють равномтрно 
сходящимся. Формула (3) и даеть обобщене правила дифференпиро- 
ван я подь знакомъ интеграла на случай безконечнаго верхняго предЪла. 

АДаказательство. Возьмень рядь безнредьльно возрастающихъ чисел 
4, @;, @,, .... а»... и обозначамъ, считая а; = а, 


ме 
и, = | Р(х, а) ат, @— 0,12... (вЫ 1, 
Л 


Радь и» №; Ш, -.. Мы им сходапИйСя, и сумма его равна Р (&), по- 
тому что сумма я порт его членовъ 


а ое ие 2) Ш -+.. НЙ од ие, а) 4 


имфеть предфломъ 
ел 9% Ра 
поэтому можио написать . 
ЕфЕЩ-ЯЕИ И, + 4+... {4) 
Члены этого ряда—функши оть а. Разсмотримъ въ то же время рядъ 
и, +... +... (5) 


азы 
ГД и, = й Га (2.4) @х есть производная оть я; но а. 
< 
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Рядь (5) сходящсея, и сумма его равна 


пред [ =» (2, ®) и = ] Ват, 2) @г. 


При вашемъ условш, рядь (5) равномърно сходяиёйея, потому что 


модуль остаткй его 
: © 
В 
г. (2, а) Ч <= 
“ь 


тд = произвольное положитольное число, при а, > №, независимо оть 
значеня а въ данномъ промежутке. 

По извфетной теоремф о дифференцировани рядовъ, сумма ряда (5) 
есть производная суммы ряда (4), т. е, 


Гри ау ак = вв) — в [Рад аь, 


что и требовалось доказать. 
Такимъ же путемъ легко убфдиться, что если интеграл 


ее, а) ат 


равномфрно сходяпийся въ промежутк® (а, а,), то 


ЛЬ ы. 98] - Де 54а]. 


89, ржу Симпсона для т пибаяжошиахо вычислетя интеграловъ 
(площадей). Формула эта основана на слдующей теорем, 
Теорема. Если }(2)—чтълал функая не выше З-ей степени, то 
, 


Деев = Е ь ча, + ео 


“=, =. 


= ие» и и( 


+ а 
Доказательство. Положивв = 5 +2, -5 = А, замфчаемъ, что 


цая функшя /’(2), не выше 3-ей степени относительно 2, представится 
тогда въ видр пфлой функщи оть 2 не выше 8-й стецени, такъ что 


Г(®) = А+ В + 67 + Ве, {2) 
ТАБ А,В,С.Ю ностоянныя. При 2-4, # А; при 5-5, = +В 
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слфдовательно, 
В 


+8 
Г Рау [ {4 Ва -+ (ай + 027) 4 = ЗАЬ 2 ав. (3) 
; % 


в 


Замфчая далфе, что при 2=0, 2 ‚ (в =; при 2 й, 
с=а, [(х) = У; Па = ++ =68, ° у„ находимъ, ло фор- 
м2 (2), 


= А— 0 + 0 — №, 


я, = 4, 
9; = А+ БА + СИ + №, 
откуда 9 + 49, + у, = 64 + 20, 


слфдовательно, по формуль (3), 
ъ 
А $—а 
ке 48 = 3 (+ 49: + у) = фо 4+9}, 


что и требовалось доказать, 

Формула (1) даеть величину площади, ограниченной параболическою 
ривою не выше 3-го порядка, у — /(2), осью ` абсциссь и ординатами 
9 и У„ соотвьтствующими абециесамв а и 5. 

Ордината у, соотвфтетвуеть абецисеф, равной среднему ариеметиче- 
свому чисель а и 6. 

Когда {(2) не цфлая функщя степени ==3, то формула (1) даеть не 
точное, а приближенное вначене интеграла или площади; приложене 
этой формулы равносильно замбиф данной произвольной кривой у==/ (2) 
параболою не выше 3-Го порядка, проходящей черезъ три данвыя точки 
(в, и), (= , з.}, ($, у,) на данной кривой. 

Для достиженя большей точности дфлять промежутокь $—@ на чет- 
ное чело равныхь частей, вычкеляють ординаты у. У,› Уз -... зе СООТВФТ- 
ствующя точкамь дфлешя и примфняють формуву (1) кв каждой части 
площади, звключающейел между ординатами (у» 9,), (у» 9), ит. д. 
Сложнеъ всф полученные такимъ образомъ результаты, находимЪъ 


Гоа 


Чт ен 2 (УеНУ.. Ну а) 4 ууу ум о} (4) 


@—а) 
бв 


Это и есть формула Симпсона для приближенныхь квадратурв. Же- 
лающихь ознакомиться подробнфе съ вопросомь о приближенномъ вы- 
числеши интеграловъ при помощи инзпернолировачёя отсылаемъ къ-сочи- 


пе акад. А. А. Маркова < Иочислеще конечных разностей» (Сиб. 
г.). . 
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Теорему, выражаемую формулою (1), можно примфнять во многихь 
случаяхь и къ вычисленйо объемовъ. Если въ формул8 
х 


7= [4 


дающей объемв тБла, ограниченнаго нфкоторою поверхностью и двумя 
плоскостями, перпендикулярными къ оси 2-овъ, 2=12, из= Х, площадь 
сёчешя (7 есть цфлая фуньшя оть < степени не выше 3-ей, то по фор- 
мулБ (1} получимъ для вычисленыя У, 


х 
т бе -, +40. +0, 5) 
т и Й— шощада крайнихв сфченш, а Г’, площадь средняго с%- 


чешя, соотвфтствующаго точ 2 = &+2. Наприм$рь, замфчая, что пло- 


щадь сфчешя эллипсоида има — 1 плоскостью, перпендикулярною 
въ оси 2-0вЪ, равна д 
П=зк ( — =) . 
и полагая въ формул (5} # = — а, Х=а, 5 0, Находимь 
1. =0, И, =0 И =яь, 
2 


4 
объеме всею эллинссида = $.4=ю = 3 пабе. 


< 


ГЛАВА Х. 


Интегрироваще дихфФереншальныхь 
уравневйй. 


$ 1. Розыекаше Функщыи оть нйскохькихь перембиныха во данкому 
поякому ея диеференщажу. . 
1} Положимъ, что дано выражеше вида 
Маг + Мау, а) 
тдВ Ми М данныя функции оть двухь перепфнныхь независимыхь хи у. 
Спрашивается, при какомъ условн, такое выражен можно разематри- 
вать вакъ полный дифференщаль нфкоторой фунещи 07 оть даухъ неза- 
висимыхь перемфнныхв 2 и у? 
Допустимъ, что такая функщя 0’ существуетв; полный дифферекщаль 
ея, какъ извфстно, выражается слёдующимь образомъ: 
9х 99 
4 =; + -ду (2) 


5. Пасаа.-_Дифференц, и низеградьи. исяиелани, 2 
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‚Сльдовательно, 9 
мым Зб+ м, 


откуда 
м0, у, 
ы ду 
такъ какь хи у перемфнныя независимыл, а сяЬдовательно 47 и ду 
совершенно произвольныя количества. 
Изь этихъ равенствъ вытекаеть, что 
дм _ #0 9 _ 90. 
ду 00’ 05 ^ ду’ 
а заыЪчая, что Ра г эм ох 
Еду = м’ находимь —— бу = в (3) 
Итакь, если выражене М ах +- №4у есть полный дфифферениаль 
нткоторой функийи оть двулз перемтнныхв независиныть, то необходимо 


импетз нисто тождество . 
9м _9№ 


м №` 

Покажемъ теперь, что это услоше не только необходимо, но и доста- 
точно, т. е., что если услоше (3) имЪеть мфето, то всегда можно найти 
такую функцию 7, дя которой 

аб = Маз + М4 
или, что все равно, 

9 9 о. 

57= М, ду М. {4) 

Будемъ искать функцго 07, удовлетворяющую первому изъ условий (4); 

мы знаемъ, что самое общее выражеше вефхь функшИ, ему удовлетво- 


ряющихь, есть 
п= [ма +3), 6) 


тдЬ Г. Мах есть одинъ изъ интеграловь оть М 4х, въ когоромъ У раз- 
сматривается какъ постоянное, а ф(у) постоянное относительно 2, т. г. 
функшя одного у. Изь выражен, заключающихея въ формул (5), по- 
стараемся найти такое, которое бы удовлетворяло и второму ‘изъ. усло- 
ый (4). Взявь производную оть 07 по у, находимь 
= | Ма - 

я +70 

это выражене должно быть равно М, 


и] ме -ыем в) 
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Если изъ этого уравнешя можно найти функшю $ (у), то, найдя ве н 


подставивъ въ (5), найдемъ и функцию (7, удовлетворяющую обоимъ по- 
ставленнымъ усломямь. Но изь (6) имъемъ 


ФУ у; | ма ® 


такое уравнене возможно лишь тогда, когда вторая часть, нодобно пер- 
вой, есть функщя одного у, т. ©. не зависить оть 2, а это требуетъ, 


чтобы д 
=. я]. ма] = 0. (8) 


Легко видьть, что это услов!е  омеаито ныфеть мфето, если вы- 
полнено усяон (3); въ самомь дВлф, 


(мы м4) ыы (ж/м) = 


дм 9 {д 9 9мМ 
9 в (+ Гм) — 0. 


9% 49 


— зу ] ма 


есть функшя одного у; уравнеше (7) можеть служить для опредёлешя 
функия ф(у) и дасть 


$ (9) = м5 5 ие] ду — С, 
тд С’ постоянная. 
Подставляя въ (5), находимь самое общее выражене искомой функ- 
ци 07, а именно 


п= | иа = м— хД ме] о. (9) 
Примпры. 


1) 40 == (Зо зту — у? та) 4% +- (2 озу + Зу сх + 1 ву. 


Слёдовательно, 


М = ту узявл, №М= а’ сову + уз Е; 
9м . № В 9м эм 
ду 25 с08у — Зузтх, 9 25 сз у — Зузтх; у да ° 
2= | безту Узи и +90), = зту + уси +90); 


у =Рому+ 2у созз нэ! (у) = М; 


Ру Зуй еову уст Ь 9 (ФЕЬ Фу, 
(= 7 зву у’ оз ну С. 
Е: 
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2) АМ 2), 


9 Еа 
9% утку +0 Гр у ы ) аа 


И=иячу тит 


8-9 (9) = утв 5.2; 9’) =0, $ = 


п=уУт-я не 
2) Разсмотрииъ теперь общий вопросъ. 
Дано выражеще 
Ре, + р. т, +... + р.» 
3% 2, 1..1, независимых переменных, в р, р... данныя 0ть 
ныть фунтши. При вакить условяхь данное выражеще есть полный 
дифферениаль и какз найти ту функизю 17, для которой 
80 = р, 4%, + р, 41, +... + 0.4? (1) 


Если существуеть функшя ©’, полный дифференщаль которой равенъ 
данному выражено, то, обозначая черезь $ и Ё мюбыя два числа изъ 
рада 1, 2, 3,... я, будемь имфть 


0 о 
№ 9? 2 д, 
тета 9. _ бо _ 90. 
д, дт.бк,’ др дж, би,” 
ны № _ =. @) 
9х» "и 


Услоша (2), число которыхь равно ® 2 будуть необходщиныя усло- 
ва уитерируемости выражешя (1). бр этихъ условй до- 


кажется тБиъ, что, при выволнени ихъ, функшю С мы можемъ найти. 
Замфчая, что 


90 
в.— 9, ’ 
Баходимъ 
2 [за +7, [ 


тд Т функщя оть я, 2,... 2, 
Обозмачая для краткости 


Дь @е, = 0, 
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в 30, 
и замфчая, что в, =Рь находимь 


97, 97 
Я = раз, + 9, @,+...-+ 9. ах, + ЧУ, 
8 вычитая это выраженю изъ (1), получимъ 
ЧР - 4,45, + 9,4, +... +9. {4) 
тв 
97 . 
ФР и, Ч=Ъ 3... 1) 
Покажемъ, что 4, 4,...4, не зависать оть 2, и удовлетворяють 
условяиъ 0, 94, 
22, — ди," © 


гДЪ Фи Ё означають любыя два числа изъ рада 2, 3,... я. 
Для этого замфчаема, что 


9, _ № _ 20, _% 6%, _, 
д 05, бб м, би =, 


въ силу услошй (2); поэтому 49, оть х, не зависнть. Дашве, 


откуда 9. _ %. 


Слфдовательно, выражеше (4) удовлетворяетв услошямъ интегрируе- 
мости и завлючаетв въ себф лишь (ю — 1) перемфнныхв 2, 7,...#.. 
Ноступая св выражешемь (4) такъ же, кавъ съ (1), мы найденъ 


У [вы 7, 


гдВ М” не будетв заключать въ ©ебЪ ни 2,, нн х,. 

Продолжая такимъ образомъ, сведемъ вопросв къ опредфленно фунв- 
ш оть одного независимаго перемфннаго по ея дифферонщалу и соста- 
зимъ искомую функшю © по формуламъ 


0= [ьаз,-, У [22 = 7 кт, д. 
Прынтре. = 98—38 + и 4, 


пе чт=т +, = ичаР, 
# в Е 
3 Ё ау 
= 54 4, т= 3 +, 
ту, ат= Ма За, 
Е а # 
Е 
т=0, ТС, = — “+0, 


Обыкновенныя диФференщальныя уравнешя перваго 
норядка. 

$ 8 Опредёленя, Всякое уравнеше, въ составь котораго входять про- 
изводныя неизвёстныхь функций оть одной ‘ини нфеколькихв неззвиси- 
мыхь перемфнныхь, называется О4бферениальным уравнешемъ. 

Дифферентальное уравнеше называется обымновенныме, если неиз- 
вфстныя функщи, в% него входяноя, зависять оть одной независимой пе- 
ремЪнной; если же въ уравнеше входять чветныя производныя неиз- 
вфечныхь функц оть нфокольвихв перемфнныхь независимыхь, то ураз- 
неше называется днфференщальнымь уравнешемь 65 частных ярошз- 
водных. 

Дифференщальное уравнеше называется уравнешемь #-го порядаа, 
если наивысшая изъ производныхь, въ него входящихъ, будетв ®-го по- 
рядка. Такъ напр. уравнеше 


4 
3 а 


есть обыкновенное дифференкальное уравнеше второго порядка; урав- 


вене 92:08 
жа— а: д = 0 

есть уравнеше въ частныхь производныхь также второго порядка. 

Интерировить данное. дифференшальное уравнеше значить найти 
80$ его ‚рязшеня, т. е, всЪ функции, ему удовнетворяющия, ити, иными 
словами, обратающия его въ тождество, 

-- Мы займемся сперва исключительно обыкновенными дифферендаль- 
ными уравненями и начнемъ съ уравнен! перваго порядка, т, е, урав- 


нений вида 
в; 
г( „, # =, 


АВ у ноизьотная функщя оть 2, а /’функщя извфетнаго вида, оть 2, 
УИ а - 
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Дифференщьвльное уравнеше 1-го порядка можеть быть получено че- 
резъ исключеше произвольнаго постояннаго С’изъ нфкотораго уравнешя 
а Ее = @) 
и другого уравнея;я, получаемаго черезъ дифференцировене уравнения (1). 

Дифференцируя уравнеше (1), находимъ 

ОР 9Р у 
8 буш = 
Ед р и я извъотныя функши от 2, уи С. 

Исключая изъ уравненЁй (1) и (2) постоянную С, получимъ н%вото- 

рую зависимость между х, у, и ‚ т.е. дифференщальное уравнеще 1-го 


(2) 


порядка в 
: ( о 3) 
Для примфра положимъ, что дано уравнеше 
У — 26 = 0; 
днфференцируя его, находимь 
[2 = 0. 
Уж 6=0; 
исключая С, получимъ, по раздфлена на у, 
в _ й 
у—2 ж= 
Уравнеше (1} Рыб =о0, 


изь котораго получается дифференщальное уравнеше (3) черезв исклю- 
чеше проиавольной постоянной (С, опредфляетв такую функцию у оть 2 
и С, которая удовлетворяетв (3). 

Уравнеше {1} называется общиме или полным» интеграломъ уравне- 
шыя (3). Итакъ, общим интегралом: дифференщальнаго уравненя пер- 


ваго порядка 
Г (*, 9, #) =0 


называется такое уравнеше между х, у и произвольною постоянною С, 
которое даеть для у выражене, удовлетворяющее данному дифферен- 
зальному уравненю. 

Веялкое уравневше, получаемое изъ общхаго нитеграла, при частномъ 
значений произвольнаго постояннаго, называется частным: гниеграломе. 

Кромф общине ‚ризибиён, получаемаго ивъ общаго интеграла, при про- 
извольнонъ значени постоянной 0, и безчисленнаго нножества часяныхе 
зртавены, получаемыхь изъ общаго, при частныхь зизчешяхь того же 
постояннаго, дифференщальное уравненю можеть еще имфть, такь назы- 
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ваемыя, особенных риушена, удовлетворяющуя данному уравнение, но не 
получаюиуяся изъ общего интеграла нн при какомъ значеши постоян- 
наго С. Мы увидимъ впосивдетвш, что, зная общуй интеграль, можно 
получить и особенныя рёшешя, если онё существують, при помощи одного 
дифференуироватя, 

Поэтому можно сказать, что интезрироваше диффаренияаленао урав- 
нещя перво порядка сводится кз нахождению ео общело интетоала. 

Вь простёйшемь случаВ, когда данное днфференщальное уравнеше 
будеть вида 


тд /(2) данная функщя одного 2, интегрироваше его есть ничто нное, 
какъ интепироване функии (2), и общяй интеграль предложениаго 


уравнен1я есть 
у = ОГигуае с, 


гл С произвольная постоянная, 3 И Кз)ат одно изъ рёшешй того же 
уравненя. 
Между этимъ частнымь случземь и общимъ, когда данное уравнене 


будеть вида 
& 
Й (., 9, в) =0, 


имфется существенное различ. Въ то время, какъ для нашего частнаго 
случая достаточно знать одно частное рышеше, чтобы составить и облий 
интегралъ, въ общемъ случаВ этого недостаточно; можно знать не одно, 
а сколько угодно частныхь рышенй даннаго уравненая, и тЁмъ не мевфе, 
не знать общаго интеграла. Такъ напр., зная, что уравнеше 


му 
=? + 1- (=) 
имфетв рыпешя 


у=Ьу=з- У у=—фя- 8, 


(въ чемъ легко удостовфриться пряною подстановкою этихь выраженй 
вь уравнено), мы не можемъ, однако, при помощи этихъ рышенй соста- 
вить общий интегралъ, который будеть вида 


у = (2+ УТ + 60°, 
и нужны особые проемы для того, чтобы его получить. 

Бопросв объ инипезрированн уравнения считается вонченнымь, когда 
этоть вопросв сведенъ кг имтегрировомю функц или, какъ говорить, 
яз кодбратурамь, независимо оть того, выражаются или ‘не выражаются 
въ конечномь видё т интегралы, къ вычислению которыхъ будеть при- 
зедень вопросъ. ЗдЪсь, кажь и всегда, решеше болёе сложнаго вопроса 
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считають оконченнымь, когда оно приведено къ рёнение болбе влемен- 
тарнаго вопроса, для котораго имфются свои спещальныя методы. 

Раземотринь еще вопросъ объ интегрирована уравнешя 1-го по- 
рядка съ геометрической точки зрышя, Уравнене 


Е (т, у, 6) =0 


можно разематривать какъ уравнеше безчисленнаго множества кривыхъ, 
отличающихся одна оть другой различными значешами нзкотораго пара- 


метра С. Уравнене ау 
и) = 5, (@) 


общимъ интегралокъ котораго будеть предыдущее уравнеше, выражаеть 
нВкогорое свойство, общее всёмъ этимъ кривымъ, независимое оть зна- 
зещя параметра, характеризующаго каждую отдёльную кривую. Вь ©0- 
ставь послЬдняго уравнешя входить выражеше углового коэффищента 
касательной къ кривой; слЬдовательно, вопрось объ нитегрированш урав- 
нешя вида (а) можно разсматривать кавъ вопрось о розыскаши общаго 
уравнеюя вовхъ кривыхь лишй, обладающихь нёкоторымъ даннымъ свой- 
ствомь относительно квсательной или норкали въ каждой точкВ кривой, 
выражаемыиь аналитически уравнещемъ (а). Такъ напр. уравнене 


4у 4 
9—2 =0 или Уду— 22 
выражаеть, что подкасательная равна удаоенной абсциссЬ точки касан!я; 
общий интеграль этого ураннешя 
9: = 205 


изображаеть общее уравнеше вофхъ тёхъ параболь, которыя пользуются 
упомянутымь свойствомъ, независимо оть значешя параметра параболы. 


Постоянную произвольную въ общемъ интеграл 


Е (ку б=0 а) 
даннаго дифференщальнаго уравневя 
9 

ии) =0 (8) 


можно назначить такъ, чтобы уравненю (1) опредфляло функцию у, удо- 
влетворяющую уравненю (3) и принимающую. при данномъ значеши 
2-1, заранфе заданное значеше у,. Для этого подставляемь въ уравне- 
не (1) =, у==%, и полученное уравнению 
Е (ть %» 0) =0 
рышаемъ относительно (С; найденное отсюда зпачеше О’и будеть тре- 
буемое. * 
Наприыбръ, для того чтобы кайти функщю у, удовлетворяющую 


уравнению ау 


и принимающую значеше у, при я == 1, полагаемъ 
#2 У 

въ общемъ иитеграль у =205 
и находимъ 9%.=20, откуда @ = >> 
подетввляя это значене С’вь общий интеграль, получаемъ 

Ут, У; 
это и есть такая функщя отъ 2, которая, удовлетворяя данному уравне- 
ню, прияниаеть значеше у,, при х = 1. 


$ 3. Уравнешя перваго порядка и первой степени относительно про- 
ивводной нензвфстной Функц, Обпий видь такихъ уравненйЙ есть 
м+у 0 вли М4 + Мау = 0, 
гл Ми М данныя функщи оть хи у. 

Разсмотрииъ различные классы такихъ уравнений, интегрироваше ко- 
торыхь сводится къ квадратурамъ. 

А. Полныя дфферениальныя уравненя и, вз частности, уравненя 
с5- опдвленными пвреманными. 

Если въ уравнент 

Маг. + М =0 и) 
функши Ми М удовлетворяють условно 
9м дм 
т 

то первая часть даннаго уравненя есть полный днфференталь нёкоторой 
фунеши ©’, и данное уравнене называется яюлныме, 

Общей интеграль его будегь 

п=с, 
гдЪ С произвольная постоянная, потону что, въ силу даннаго уравненя, 
—_ 90 90 м. 
87 =0 или + ду %= 6, 
что равносильно уравненно 
{7 = постоянному, 
Функция С’ опредфляется по правиламъ $ 1 изъ услова 
40 = М4 + Мау 

и выражается въ квадратурахъ, 
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Примтерь. Уравненю 
(ут) а (+ П4у=0 


полное, потому что 
9 (у —:12) _ 05-10 _ 1 
и 
Полагал 40 = (у— 318) 4 + (+1 а, 
находимъ 


г ео =я@е+ 0+0) 


99 4$ . . $ . 
Е Утв =9- 9% 8%, 
$ (2) = 608 = (подразумфвая постоянное), 
Я = у(р- 1) + 5х. 
Общый интеграль даннаго уравневя есть 
У (2-1 -+ 608 $ = С или а. 


Прюстёйпий случай, въ которомь интегрироване уравнешя (1) непо- 
средственко приводится въ квадратурамъ, соотьфтствуетв тому предноло- 
жение, что М есть функшя одного 2, а № функшя одного у. Въ этомъ 
случа уравнеше (1) называется уравнешемь съ отдлденными пвреман- 
ными; облый интеграль его, очевидно, будеть 


О„Гмае-ь | маи ©, (2) 


гдВ С произвольная постоянная, потому что дифференцируя уравнене 
(2), получаемъ уравнеше (1). Такь напр. общей интеграль уравнейя 


тах + вау =0 


есть аа + @е ау = С, 
а 
т.е. Фче=С. 


На этомь замфчан: основана одна изъ главныхь методь интегриро- 
ваная уравненй, извфетная подъ назвашемь методы отдьлещя пере- 
Если предложенное уравнене будеть вида 


$ (2) $ 9) а -+ р.) 44) 9 =0, 


то отдфлить перемнныя можно простынь дьленонь раздфливъ обЪ части. 
уравнешя на $ (4) $, (2), получимъь уравнеше ‘съ отдфленными нере- 
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БНными 
Ф® $ (9) 

ыы “а 9 

Обищй интеграль его будеть ` 


(2) фа (9) 
эф #—° 
Нвнрим5ръ, 
(у) ау +7) 49 =0 


приводится дфлешемъ къ уравненво 


тр. тки 4= 0, 


интегрирован котораго даетъ , 
: 8 (1+2?) +3 19 (1+ 9?) = С, 
или 9 [(1- 27) (1+ 9)] =206 = 40, 
откуда и) а+у) = с, 
тдь С, произвольная постоянная. 
Вь другихь случаяхь приведеше интегрированя даннаго уравнешя 
къ интегрированио другого уравнешя съ отдпенными перемфнными хо- 


стигается съ помощью зодотановки или введеня новыхъ перенфнныхь. 
В. Линейныя уравнешя и приводящинся жз линейным. Уравнеше 


М-+У 2 ош М4 + М4 0 


называется динейныме относительно у, если М№ есть функщя одного т, 
а М линейная фунющя относительно у; сибдовательно, обиуй видь ли- 
нейнаго уравнешя перваго порядка есть 


(Ру + 9) 4 + Мау. = 0, 


тд6 Р, Фи М функцт одного 2, такь что въ уравнене не входять 
члены съ высшими степенями у и ироизведещемь у бу. 
а) Первый снособь интерироватя. Полагземь въ уравнени 


{Ру+ Фа + Мау=о (1) 
У = №0, ГД м и о ибкоторыя неизвфстныя фуныши оть 2. Тогда имфемь 
| ду — ий + оды, 
и уравнеше (1} приметь вихь 
(Рир-+ 9) 45 + М (ид -+ идл) =0 , 
или * (Роах +- №4в) + Моди + 942 = 0. @) 
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Выберемъ функцию у твбЪ, чтобы козффищенть при м въ уравнеши 
{2} обратился въ 0 т. е. чтобы 


Ро = № = 0. (8) 
Тогда уравневе (2) приведется къ 
№оди + 94 =0. (4) 


Вь уравнеши (3) перемённыя отдфлаются дёлешемъ, и получается 
Р @ 
У 4 - 5 =0. 


Опрехёляя отсюда т, причемь можно довольствоваться частнымъ р- 
ненюмв безь произвольной постоянной, находимь 


Г а + 9% = 0, ое"; 
подставляя въ (4), получинъ 
ей а = 942 = 0. 
Здесь перемфнныя опять отдёляются, и мы находимь 


в 
аи = _% и, 


откуда “=— ета] -с, 


& перемножая м к +, получаемъ 


у = [с Г вЫ “] гй*. (5) 


Бъ примфрахь обыкиовевио прилагають не общую формулу (5), а 
самую методу, съ помощью которой эта формул8 была выведена. 
Прииры. ау 
1) жми" = о (1) 
Чу + (ву — с"*) а = 0, у= в, 
и др + оби -+ (аи — с") 4 = 0, 
# (40 + вот) + эди — в" 4х = 0. (2} 


& 
Полагая 47 + аг4т — 0, находимъ о = 0, 


= а уе. 
Уравнеше (2) приводится къ ° 
сви — "42 = 0, 
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т. е. == ди — "4 = 0, 
-. деве 
— сет = = 
4и = в 4, в акт + © 


ая 


2) >. + У 608 х —= 5 т 2х. 


Е. 
а + (уз — 5 визы) шоу, 


ионов (шве — 5 в 32) 45 = 0, 


о (ды -- исова 48) + и — 1 эт фе = 0. 
Это уравнене распадается на слЬдующия два 
Фи + и сз аз = 0, и — ут 2 аз = 0, 


Отсюда = — 608245, щи = — эта, 


К 
1 

# — 6 "1, с "2 дь =5 зт 2х 4а, 40 = е""* эт 2 608 2 @%; 
положивЪ 515 — & нАХОДИМЬ 


р евш-ь о е(— + 0=е"* (втх —1)- 0, 


у — шо = (те — 1 
$) Второй способз интерированя (валазая произвольной постоян- 
ноя). 
Уравнене (Ру-- 9) 4 + Мау =о0 
можно написать въ видВ 
[; 
+8, @) 
|: В=&, 8=—% навфстныя функц оть х. Найденъ сперва им- 
тограль уравневя (1) вь частномь случа 8 == 0. 


Уравиеще г -+- Ву =0 {2)- 


равносильно уравненво 


Ян ва 0, 
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тд перемфиныя отдфлены; интегрпруя, находимь 


ву=— Два-с 
или, замфнивь С’ черезь 190, 


лы, уток о 


Это и есть общёй внтеграль уравнешая (2), при С постоянномъ. Воз- 
вращаясь къ общену случаю уравненя (1), когда 8 не-=0, буденъ 


искать функщю У ему удовлетворяющую, представляя эту функщю въ 
той же форыё 


у= сей, в) 


но считая С не постояннымт, а функщею оть 2. 
Вь этомъ случа имфемъ 


ау _аС [ве =. 
жа * — Се з 


подставляя вь данное уравнеше, находимь для опредфленя С’ уравнеше 


я г _ 8, 
откуда с = а +0, 


тдь С, произвольное постоянное. Слёдовательно, 
= [с «в "“ =. (4) 


Это и будеть общий интеграль уравневя (1). 


1 @ 
Беремь уравнеше 
(2) 
или 
интегрируя его, находимь 
Чу—ШУГ— 2 = 1906, у= СУГ- (3) 


При С постоянномъ, уравнеше (3) даеть интеграль уравневя ` (2); 
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при С’ перемённомъ, находимъ 
ау [#2 ас. 


у И 
подставляя въ уравневе (1), получимъ 
ас аа @С ах 
ы] _ реа . 
и а 1’ а (1-2) 
дах , а _ . 
с а ая аура 


формула (3) дасть общий интеграль уравневя (1) 
у=биГ йа. 


2) в == @у 4- 208 <. (а) 
Общий интеграль уравненя 
м 
есть у = (=, при С постоянномъ. 


При С перемфиномь, находимъ для опредёлешя С, 
ас 
8" -— = 08, 
И 
откуда 
свт г — а 6082] 


с= =чевшаш +, = т 


#0; 


обпий интеграль уравнешя (а) будеть 
381 — 20085. 


аи о И 


©) Еъ линейному уравненно легко приводится уразнеше Бернулли 
Т-ю=9, (> 


145 Я и 8 фунвиш одного х. 

Раздёливъ на у”, попучимъ 
в, 

з положив у *=? — д, имфемъ 
—@— пи" 8 = 
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и получимъ урзвнеше 
42 
жж =—м— 15, 


линейное относительно 2; найдя общее выражене 2, найдемь и общее 
выражеше у, по уравненю 


у аА 
Примерь. 
Ч ы-и 
ву 1 4 
з ри -@ 
Ури ЕТУ 2 4’ 
ин. 


Для нитегрирован!я® этого уравнешя, полагаемь 2 == 06* 
и, для опредёлешя С, получимъ уравнеше 


откуда Е 


ОИ НИ 
я. 
. Ис +5 
С. Уравнещя однородныя # приводяиннея ке однородным. 
1. Уравнене 
Маг + Мау =0 


называется однороднымь, когда М я № однородныя функции обннаковазю 
зампрещя, т. е. когда 
— те [9 = =" [*). 
м-#з(3), ==) 


По раздёлешм на 2”, уравнеше приметь видъ 


#=7(3) 
вли Же Г]. (1) 
Интегрвроваше однороднаго уравненя можеть быть произведено при 
помощи подствновки у = #2, гдф # новая перемённая. 
Такъ квкъ 4 = 92 -нх 4, то уравненю (1) дасть 
рад +# == ГО =, (2) 
Х. Пора. Дафферени. м потегральк, кечиелевы. р 
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тв перемённыя тотчасъ отдёляются, послф чего мы будемъ имфть уравнене 
& _ 
= ТОР 
№ ` —#_ 

откуда це Дети С, в бей. 


Произведя интегрироване функуя и замфнивь затфыъ # черезь ., 
получинъ уравнене между х, уи С, которое и будеть общимь интег- 
раломъ предложеннаго уравнешя. 

Приктры. 

и) (2? + у?) а + зуду=0. 

Полагая у = #2, найдемъ 

ео ++ Р) 2—0; 
отдёляя перемённыя, получинъ ы 
° вх #4 _ 
та 
интегрируя, находимь 92-5 (1- д = С, 
_@ г й с 
ай Ор ВЯ 
ИТ: 
х 
или 2+ 25? =0,.° 
2) зубу — (ау в) =0. 
у=ы, о —Р+а-+0е] 9—0, 
@х #:# #е% 


$ (+5 -% 42= | пр 


а ет 0-я ТА 
, 


Сльховательно, 195 = тер" с; 


Ея 


с; 


замфнивъ # черезь : › Получимь общий интеграль предложеннаго уравненя 


2. Уравнешя вида 
(а2 + у + с) ар + (2+ + раду =0, 
ГА 4, 8, с, я, В, т постоянных, легко приводятся къ однороднымъ. 
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Полагая Ф=Е-А У=иЬ 
гдЬ Е и 9 новыя перемфнныя, # и # постоянныя, и подставляя въ дан- 
ное уравнеше, находинъ 

(Е + пу -най - + + (++ -- №7 91 = 0. 

Опредфлимъ постоянныя й и # такъ, чтобы ° 

+ М -+с=0, й 
о | @ 


что возможно, если аВ —5а не=-0; тогда предыдущее уравнеше при- 
меть видъ 
{а 54) Е -+ (а + 39) 9 = 0. 


Это уравнене однородное и ннтегрируется, какъ было показано; за- 
ифнивъ въ его интеграл Е из через В ниу— получимъ интег- 
раль даннаго уравнешя. 

В а 

Въ частномъ случав, когда аВ — да =0, т. ©. 5 =а=м, мы 6у- 

демъ инфть 
ах + Ву — т (ад + 89), 


и предложенное уравнеше прининаеть видъ 
(ас + бу + в) ат [т (аз -- в) +7] ду ==0. 
Полагая ант =ь 


4: — вах 
$ ; 
подставляя въ данное уравнене, найдемъ 


ниъенъ Чу = 


[6 (в-+ в) — а (те-+ 1)] 45 -- (те + т) 48 =0, 
7 ео 

$ (2+0 —а СЕМ 

уравнене съ отдфленныки перемфиными. 


или 4х + 


о _ чуде е-унм-о 
полагая ЕЖА У=Т-+Ь 
для опредвлешя № и # будемъ имфть уравнешя 
+2 =0 и #й—&+4=0, 
откуда =—1, &=3; 
предложенное уравневе приметь видъ 
р ЕЕ + —та1=0. 
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Интегрируя его извьстнымь способомъ, получимъ общёй интеграль 
а — 1 = С, 
а подставляя Е=5+1 д=у-3, 
находимь и общий интеграль даннаго уравненя 
Я —у+2у — 42+ 8у = С. 

2) (фу 1) 42+ (25+ 3у — 1) ду==0. 

Полагая а=т-+у 
и исключая у, получимь уравнене 

(в-= 1) 42+ (28 —1) (4 — 42) =0, 
откуда @= + и 4: =0, 
интегрируя, находимь 
— 28 — 34 (2—2) =С 

т. е. 2+2. +39 2 — #— у С. 


3. Обобщенное однородное уравнеше. Уравнеше Мах -- М№ду =0 
называется обобщенным» однороднымь, если возможно подобрать такое 
постоннное число а, чтобы, послф подстановки у = да, уравыеше обра- 


тилось въ однородное относительно х и 1. Для примёра раземотримь урав- 
нее вида 
з7уау + (а +5”) а =0. 
Полагая у = 12, у = аца-141, получим 
ах" ен аа + (ад блуд) 4х =0. 
Уравнеше это будеть однороднымъ, если уа == р, т. 6. а = ы . При 
условш, чтобы 
яж + (+1) ив Т= р. 
Нанрикфрь, если дано уравнеше 
2" ву + (07° +- 67) 4х ==0, 
то, полагая у==1?, находныъ 
25" рад + (а2* + 5) ах =0, 
это уравнеше будеть однороднымъ при яв == — 1. 
Ъ. Уравнешще ввда 
М 4 + Мау -- Р(а4у— уа2) =0, 
1х8 М и М однородныя функщи одного изибренш, а Р однородная 


функшя того же или другого измьрены, приводятся къ Бернулшеву под- 
ставовкою у = #5. 
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Въ самомъ ДЬЛЬ, если 


М=я г(?), у- 2+2), 
23 (7), 


то, положивъ = $, Находим 
2 ау — уат = 2 4 

и данное уравнеше приметь видъ 

Офф -е -оиыо 
ит а, _ Ф® 

"ТОФ" И + 
Это уравнеше Бернулли и интегрируется какъ показано выше. 
Прим. 


дв — 


27 4х + у ду у (р ау — у =0. 
Положивь у = #7, получимъ 
4 ё + 
Я тв тур" =0. 


Обихй интеграль будеть 
# 
р Ес +а-® а: 


выполнивь интегрироване радюнальной дроби, надо заыфнить въ овон- 


чательномь результатВ # черезъ ®. 


= 
Для упражнен1я предлагаемъ показать, что къ разсмотрфнному здёсь 
виду 2 приводится уравнене Якоби: 
(ах + бу + е) 41+ (але ву с.) 9+ 
+ (вх бу +е,) (2 4у — у) =0, 


подстановкою ЕО у=т-+ в 


и призичнымь выборомъ постоянныхь а и УЖ . 
Б. Уравнене: Риккати. (Опособз Була). Уравнешемь Риккати на- 
зывается  уравнеше вида 


а а_ 
ш+ фу = с", (1) 
ТАБ 6, с_н м— постоянны. 


Уравнее это интегрируется въ квадратурахъ, какъ будеть показано, 
когда т имфеть слёдующую форму - ” 
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т $=0 взи ЦЫюму положительному чисту; напр. при тж = 0, 


т=-— т — — Чит, д. 
Вифето ур. (1) мы разсмотримъ уравневше вида 
С 
в бы =", 2) 


въ которому зегко приводится уравнеше {1). А именно, положивъ въ 


уравневя (1) у=.„, находимъ 


Чу _ 14 + Са 
ми, 


" — — 
@ аи; р, 
в уравнеше (1) принимаеть видь (по умножеши на 2*} 


24 ий, 
@х. 


= 


а это есть частный случай вида (2). 
Относительно ур. (2) прежде веего замфчаемъ, что оно интегрируется 
при » — 24. Въ самомъ ДЫЬ, положивъ у = 2*7, ны находимь 


ден Ей - фе — 6х" 


4 
ини 
а ый = см. 
й 
При в = 3а, д-* ао -н 9 вх = 45; 
—_# 4. 
с— м ^ д 


ПеремЪнныя отдфлены и интегрироваве выполняется немедленно. 


Замртивь это, можеыъ. показать, что уравнеше (2) интегрируется, 
За 


когда * Е: = цЪлому положительному чиелу. Преобрезуенъ ур. (2), по- 
ложивъ у—= А+ > Ро тд А постоанное, 8 у, новая нзмзвустная функцуя. 
Составляя #, получаемь 


Подставляя во (2), находимъ 


5 нау, 
то те-м. ® 


(в? 14) + Ав + 
й 
Опредьлимь А такь, чтобы 54* — вА =0, откуда 


ду вы 2 4=0 
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Взавь 1) А = > т. е. у= УЕ, замЪчаемъ, что преобразованное 


`уравнеше (шо умножении на " принимаеть вихь 
Чу . ” 
2 виа =". (=) 
Это уравнеше имфеть вадъ подобный (2); разница въ токъ, что @ замЪ- 
нилось на а-нл, афи с перемфнились мЪстаки, 
Слдовательно, если положимъ. 


ав 2 
у, 
то у, будеть удовлетворять уравненю 


а 
ванны =". 
Примфняя къ этому уравненшю подстановку 
_ вт 2“ 
т 
получимъ для у, уравнеше 
4. 
2 
ПоелЪ $ преобразовашй подобнаго рода придемь къ уравнению, въ 
которомъ коэффищенть при у, будеть — (а #), а вторая часть урав- 
нешя 05° или 65”. 
Припоминая теперь сказанное раньше объ уравнени (2), находимъ, 
что, при 


—@-зу-е = ит к 


. 2—2 : 
в=За-+м) т. в. о =% 


уравнеше & & — амины? = сх 
вы 2 иътуна =" 


4% 


интегрируется въ квадратурахь, при помощи’ подстановки у; == 244% 9, 
& потому. и данное уравнеше (2) интегрируется и даеть напр. при # = 3 


.- — — 

т. в. при 5 = 3, в = — а, . 
9=° + ИИ 
$ ая =” ы 
кии 
с ат, г 
$ у: 
тДЪ у; ныражается въ квадратурахь изъ уравнеши 


А 


Яр — (@+ Зи) у + су = 9". 
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(Для нахождетя у, полагаемъ у, == 2°"* и получаемъ, какъ было по- 
казано, уравнеше съ отдфленными перемфиными). „ 
Возьмемъ теперь 2) А=0 въ уравневи (Т), т.е. у== у.’ ТОГдВ 
получинъ 
и — (в у + ву = 6^. (2°) 


Это уравневе отличается оть (2*) только тЪмъ, что а замфнено на 
(— ®). Пранфняя сказанное выше, найдемтъ, что уравнеше это интегря- 
руется, если им ЦЪлому положительному чиелу. Сопоставляя полу- 
ченные результаты, приходимъ къ такому заключешю: 

Уравнене а 

29+ у = е^ 


интегрируется въ квадратурахь, когда 


= 28 _. : . 
5 =% гдЪ += цфлому полож. числу. 
Вь случа = $, посльдовательныя подстановки будуть 
а =” а. ан . 
У, "с уро ЖуинА, 
2 _. 
а в» случа = =% 
=" 6, =" 2 —а 2" 
= то у.* 9» $ Жиитю 
Возвращаясь къ уравненю Раккатя 
Г. +=", 
замфчаемъ, что подстановкою у=: оно приводится къ ваду 
[.: 
5 т — в-- И = са. 


®= 


; == 2а : 
Полагая а = 1, = т-+-2, изъ услошя "5 —” —$, находимъ 


та, 
э%+4 =“ 
откуда й и —4ав-и. 
#—1 ы #1 
вторая формула, ноложешемь $ — 1==%, принимаеть вядь 
—4 : 
т = +=, ЕДВ $, =0 ила ЦЫюму положит. числу. 


2-1 


— 441 — 


Слфдовательно, вообще 


И 
я — ЕТ» тдВ $=0 ини дьлому положит. числу. 


Для всфхь значевй т этого вида уравнеше Раккати интегрируется 
въ квадратурахъ. 
Примпрз. 


к 


подставляемь #— 5, 


получаемъ 


слвдовательно, надо сдёлать одну полстановку у==1 + =. 
2 
Преобразованное уравнене будеть 
Чу 
та" Н 
здёсь уже и == 2а, поэтому нолагаемъ 
| у 219 = 


и находимъ ра ра а 
Е 


откуда 1 4 1 %У2+1 с 


Ут 23 у” 
Подь именемъ уравнешя Риквати понимають также и болёе общее 
уравнеше ву 


др = Ру +Е, (В) 


гдё Р, 9, В фунЕщи оть х. 

Относительно этого уравнешя замфтимв, что если извфстно какое- 
нибудь частное его рёшеше у=у,, то интегрировае его сводится къ 
ввадратуремъ. Въ самомь ДЬлЬ, если д == Ру + Фу, + В, то урзвне- 
ие (В) можно нанисать въ видё 


9 ру) +90 — и), 
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® положикь уу, +2 и замфчая, ч10 у’ — у; = 2(2-- 2у,), ВЪ ВИДЪ 
@ 
4 
а это есть уравнеше Бернулли, интегрируемое извфстнымь способомъ. 


= (@ + 2Ру,) 2 + Ри, 


$ 4. Множитель диоференщальнаго уравненя 
Ма + Мау 0. @) 
1. Интегрирующимь иножителемъ иля просто множиителенз уравне- 
вя (1) называется такая функшя и оть 2 н у, для которой 
в (Маз -- Мау) 
есть полный дифференщаль нфкоторой функщи С. Интегрировае урав- 
нешя (1) иожно считать конченнымь, когда найдемъ его множитель, по- 
тому что, по умножен: на р, уравневше это принииветь видъ 


а0=0, 
откуда и вытекаеть общий его янтеграль 0’=— С, причемь функщя (7 
опредфляется при помощи квадратуръ изъ услошя 
40 = ВМ 45 + вМ ау. 


Покажемт, что иножитель суцлествуеть дяя веякаго уравневя вида (1). 
Чтобы убфдиться въ этомъ, положимъ, что общий интеграль его есть 


Р (в, у ©) =0. 
Рьшая послфднее уравнеше относительно С, можемв представить обиуй 
интеграл въ видъ 
Фу =с, (2) 


гдф Ф (2, у) уже буквы С въ саб не заключаетв. Дифференцируя урав- 
неше (2), находнмь 


откуда 


сравнивая это выражеше съ выражешемъ Е получаемымъ изъ уравне- 
я (1), а именно 


ау _ и 
а=б м, 
находимь 2% 9% 0 
м. 9% _ бы 
х = 


Е 
58 У-у. в) 
у 
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Равенство (3) выведено въ томъ предноложени, что у опредфляется 
какь фунюшя оть 2 изъ уравнешя (2), но легко видфть, что это равен- 
ство удовлетворяется тождественно, т.е. ‘при проязвольныхь значешяхь 
д иу. Вв самомь дёлЬ, равенство, (3) не заключаетв въ себф буквы С 
и есть слёдствю уравнешя (2), въ которомь С’ произвольная постоянная. 
Этою постоянною С можно такь распорядиться, чтобы при произвольно 
выбранномъ значени 2 = а, у имфло также произвольно выбранное зна- 
чеше 5; для этого стоить только взять С == Ф (а, 8). Поэтому, ур. (3) 
удовлетворитея при произвольныхь значешяхь х ну, т. ©. будеть тож- 
Дество, и въ немъ можио разсматривать г и у какъ перемённыя неза- 
висимыя. 

Вообще слидуеть занътитз, что всякое уравнеме между х и у, 
не заключающее в5 себъ произвольной постоянной и всытекающее как 
сапдстие изь дамнаю дифференйальноло уравнешя и ею обимио инте- 
‘рала, должно быть тождествомь, какз это видно изь вышетриведен- 
назо 'разсузюденая. 


Полагая 9Ф 9Ф 
0% — 
имею 
находим 9Ф 


„магньмау = 99 9% Фен и = @Ф (т, у}; 


слёховательно, |2 есть иножитель уравнешя и Итакъ, представивь обпий 
интегрань въ фори% 
Фу = С, 


находимь тотчась множителя р по формуль 
9Ф 


Наприифрь, для уравнешя 


обный интеграль ееть у — 0х = 0, откуда 
Рив. ЕЛ 

у 8(*) 9(*) 1 

=0 вр: Е 2—2) я: 


Веякое уравнеше имфетв безчисленное множество множителей. Въ са- 
момв дЬлЬ, если 


в (М ах -- Мау = а0, 
то в9' (05) Мар + Мау =9(0) 80 = (0), 


тдв` $ (27) произвольная фунетя “оть 0. Поэтому вр’ ([7)` есть иножа- 
тель даннаго уравнешя; слфдовательно, найдя одинЪ иножитель +, опре- 
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дьзивь фуньшю 0 и умножая р на произвольную функщю оть (, по 
лучныъ опять множителя даннаго уравнены. 
2. Дяя того, чтобы множитель могь служить средствомъ дяя интег- 
рировашя уравнейя 
. Маз + Мау = 0, 
надо умфть его найти, не зная общаго интеграла. Уравнеше, опредф- 
ляющее множитель и, есть 


9 (М) _ 9 (М) 
.. и - м 
выражающее, что | в маь + Ма) 
полный дифференщаль, Уравнеше (.4) даеть 
эм _ ом о д 
"(5-м ® 


Это уравнеш@ въ частныхе производных, и розыскаше его. рёнешй 
есть, вообще говоря, вопроеъ равносильный вопросу о нахождеши об- 
щаго интеграла даннаго обыкновеннаго дифференщальнаго уравненвя. 
Въ частныхь случаяхь, однако, можно найти рышешя уравнешя (4), не 
прибфгая къ интегрированю даннаго уравнешя. 

Положимъ, что уравнеше (4) допускаеть дяя в рЫшеше, зависямее 
тозько оть одной изъ перемфнныхъ, напр. оть 2; легко найти услове, 
при которомъ такое реше существуетв и, вв случа выполнен! этого 
условя, на самомъ дфяБ найти это рышене. Вели въ уравнеши (4) р 


функвйя одного 2, то само уравнеше, въ силу того, $0 д, == 0, прини- 


маетв видЬ ° 
дм __0м№\ _ д 
(5 — №) 
9м ом 
. ПЕ ЗЕТАИИ С , 
= в М ©) 


Такое равенство возможно лить при условт 
9м _9м 
9 № 
"” = функц одного х, 
потому что первая его часть функщя одного х. 
Если упоилнутое услове выполиено, то, полагая 


вм он 
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для опредёлетя р имфемъ 


откуда ув 204, ва. 
Поэтому можем высказать сифдующую теорему: условфе, необлодиное 
и достаточное для тоо, чтобы уравнеще 
Мах + Мау =0 
имтъло множитель независяиий отз $, состошть вв томз, что 


дм _ ду 
9% 

" = $ (2) = фунмии одною х, (6) 

и 65 этом случаь множитель опредъляется формулою 
вает, 

Совершенно такъ же убфждаемся, что, при условиа 

9м_ ом 

— 


1% = 30) = фуныйи одлоо и, 
данное уравнеше имфеть иножитель 
= г! $ ый ® 
независлций оть 5. 
Услове (6), какв легко видёть, выполняется для уравневя динефнаго 
(Ру + @) 41 + №Мау=0, 
гдё Р, Фи М функщи одного 2. Вв самомв дфлё, здЪеь 
у 9м _0м№ __9м 


М =Ру +, 4 у = фуньщи одного 2; 


нножитель даннаго уравненя будетв 
г 
в=е и“. 
Заифтииъ, что, не нарушая общности, всегда можно считать №=1, 


потому что во члены уравнешя можно равдфлить на М; всякое линей- 
ное уравнене перваго порядка можно поэтому писать въ видё 


ау + (Ру+ 9 и=0 


и множитель его въ видь 
а 
в=е ‘ 
Полученный ревультать даеть мрфетёй снособь интегрироватя ди- 
нейнаю уравненя. Унноживъ первую часть уравненя 
(Ру + 9) в ау=0 
на | ог 


иведемъ его къ виду 
ы аи =0, 


гдЁ функцы 07 опредёится по ея полиому дифференйалу 
ве" (у фа, 
и общий интеграль даннаго уравнен1я будеть 


И = С. 
Примпро. 
ду + (ау в"*) аз = 0, 


= 
м 


40 = еду + 2 (ву — с"). 4х, 


у = бе - 


какъ и было найдено ивымъ путенъ. 

3. Множаиель однородито уравненя. 

Подстановка, которою мы пользовались для отдфлешя перемфнныхь 
въ однородномъ уравнеши, весьма легко обнаружизаеть и интегрирую- 
пУй нножитель такого уравнены. 


Положимъ, что дано однородное уравнеще 


Маг + Мау = 0, (1) 
м. м. #-2И. 
Полагая 
у=, = + #4 
ваходинъ 


Мах + Мау = "+ г (1 + 10 = 
= 4" [20 +140] & + “чи = 


ах . 
ЕТ (8) 
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Выражеше, стоящее въ скобкахь { }, очевидно, полный дифферен- 
цаль, потому Что перемфнныя въ немъ отдёлены. Обозначая его черезъ 
ай и замфзая, что 


ео ре (4 (= Ме 
находимь изъ равенства (2) 


Маг Мау _ 
Мт + № 


отсюда видно, что 
1 


Мо + № 
есть множитель однороднаго уравнешя (1). 
Результать этотв можно провфрить непосредствеино. Полагая 


у 
м ы В Гу 
$ (= 
находииь, 
@р-- Мру _ Тах - 4 _ Т 1 
Мз + Му 12 у Тату + т у 4. 
Чтобы убфдитьсл, что это выражеще есть полиый дифференщель, 
надо доказать, что 
Т 1 
ыыы 
_\Те-жку] _ \ТежУ/ (3 


12 +у у 

ву (Та + у 

1 . 9. 

(Е) = (1) 

[7 (То у 

Отсюда . 
Т 1 эт ЭТ 
(==) (=) 7 У бу 
бу 2 @еу =, 


потому что функщя Т, будучи фунещею оть *, т.е. фунищею нулевого 
изифреня, удовлетворяеть условёо 
эт 9т 
щен = $; 


у 
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слЪдовательно, равенство (3) доказано, и 
1 
Ит-+ № 
есть множитель даннаго уравненя. . 
Полученный результать даеть иторой способъ интегрированая одно- 
роднаго уравнены; раздЪливь уравнене 
Иа + М =о0 


на Мо №, 
. Иаг-+ Мау _ 
полагаемъ Из Му = 40, 


опредфляемъ 0’ по извфстнымь правиламъ и получаемъ общий интеграть 
даннаго уравнешя, приравнявь функщю 0’ произвольному постоянному. 


`Приыиры. 
В 


(у’— 27) а — зу =0, 
Ме + Мф е-р=-а, 


: , 
5 в 40, . 
= +0 


есть общий интеграяъ даннаго уравнешя. 

2) (7 у) ве — гу =0, Г 
Мо Му =" + ху? — у, 

_ +97) 40 — ау 

80 = ау 

2у 


2 
О = 65 — = ше 
9 ОМ уз 


=С 


есть облый интеграль даннаго уравненя. 

Замлчаще. Важн®йшИя приложешя теор интегрирующаго иножи- 
теля относятся къ вопросу о розыскаши дифференщальныхь уравненй, 
интегрирующихся въ квадратурахь при помощи множителя заданназо вида. 
Начало нодобныхъ изслЪдовашй положено Эйлеромъ въ его «Физ юдез 
сс ифедтаЙв». Развито методь Эйлерб посвящены работы Миндима 
«Изсаьдовамя о дчффорентальныть уравнешяхь 140 порядка» СПБ. 
1862 +., а въ послЬднее время мемуары А.Н. Коржина 1) Миг ев 
вдиавотз @]]. ога. и 1-т отате (Мойет. Атиен Т.748), 2) Ешае 
зиг 13 вийНрйсщецгз 4ез буианонз' Ч. Фи 1-т отате. 8. Реёетз5, 1902. 

Вь этихь работахь читатель найдеть весьма важиые способы розы- 
скашя интегрируемыхь (въ квадратурахь) фориъ уравненй, 
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$ 5. Уравневя перваго порядка, не рашениыя относительно произ- 
водной Функши, Переходя къ уравиевямь перваго порядка, 


4: 
и) = 
въ которыхь первая часть не будеть линейною фувкщею относительно 


ау . 
2Ф=; Разсмотримь слёдующце случаи. 
1. Положимъ, что предложенное уравнеше имфеть видь 


[Е Е И 


тдВ и цёлое и положительное число, а р,, р., .... р. Данныя фувкши 
оть хиу, и допуетимъ, что умфемь р®шить уразнене (1) относительно 


Е . 
в. Вообще говоря, мы получимъ я различныхь выражен для я, 


4 4 
=: 9), и о, 9. (2) 


Розыскане рышеший уравневя (1) приведегся къ интегрирование урав- 
нений (2), т.е. нъсколькихь уравнегий первой степени относительно Е 
Положимъ, что обпце интегралы уразненй (2) соотвётственно будуть 


Е, (2, 9, С) =0, Е, (1, 9, С.) =0,... Е, (а, у, С.) =0. — (3) 
Составляя уравнене 
Е, (2,9, С1). Е, (1, У, С.) „... Е, (5,9, 0.) =0 [в 


и рЬшая его относительно у, получимь рёшеше предложеннаго уравне- 
я (1), потому что всякое ратене уравненя (4) удовлетворить одному 
изв уравненш {3}, а слёдовательно и одному изв уравнелий (2), на ко- 
торыя расиздается данное уравнеше. Нужно замфтить, что, не уменьшая 
нисколько общности уравнешя (4), мы можемь въ немъ всё произволь- 
ныя постоянный (',, (,, .... С, замфнить одною С и написать уравнеше 


Р, (6,9, С). Е (1,9, 0) =. Р. (ву, С) ==0, (5) 
которое и будеть общимь интегралом: деннаго уравнешя. Вь самомъ 
дЬль, уравнеше (5) распедаетсл на слфдующия: 

В, (6,9, С) =0, Р, (в, 9, ©) =0,... Р, (в, С} =0, (6) 
тд С обовначаетв соверменно произвольную постоянную, а потому всё 
рышеня, получаемыя изь уравнений (3), будуть заключаться въ числь 
рёвенй, получаемыхь изь совокупности уравненй (6). 

Примтуь. 


дам 0. 
%) Е 


К. Шоее. _Дафференц, и митегральи. вочналевйм, Е 
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Это уравнеше распадается на два 
4% _ Уз ау Ум р 9 — 72 „ _ Уи. 
@ а № в уу в Уу Е 
Общфе интегралы этихъ уравиешй будуть 
г уз г Туя 
127 за И? С=онуУ + 32 О=0. 


Общий интеграль даннаго уравневя будеть 
1 . Е 
(У — шиР— 0} {’’ + УР с) =0 
ИЕ 1 з)* 
или (у ЕЕ, кеу= (6% ши). 


'Изложенный прмъ, очевидно, примънимь въ рёдкихь случаяхь, такъ 
какъ основанъ на рёшеши алгебраическихь уравнетй высшихъ степеней. 
Укажемъ случаи, въ которыхъ это затруднеше можно обойти. 

2. Положимь, что предложенное уравнеше не заключаеть въ себь 
явнымъ образомъ одной изъ перемвнныхь. 

а} Раземотримъ уравнене вида 


& 
ГВ [В #) =0, 
ве заключающее въ себ явно перемфнной независимой 2. Если это 
уравнеше легко рфшается относительно “, то оно подойдеть поль пер- 


вый случай. Раземотримь другой случай, когда данное уравнеше рфшено 
или легко рёшимо относительно у, такъ что его можно представить въ видф 


@ 
=) 
Полагая р я разематривая р какъ независимую перемЪнную, 
постараемся присоединить къ данному уравнение 
9=$() а) 


еще другое, связывающее 2, р и произвольную постоянную (С; исключая 
р ивъ днухъ уравнешй, найдемь зависимость между х, уи С, т. е. общ 
интеграль даннаго уравнешя. Искомое второе уравневе получимъ слф- 
дующимъ путевъ; изъ уравнешя 4у —= рат имфемъ 


ву ву 
4 = ф:? = “+ [#2 
интегрируя по частямъ, изходимъ 


у УЧР Не ОТ 
ы ук о Г. *] и +0 
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выполнивъ интегрироваше, получимъ результать вида 
2=ф(е, 0) (2) 

и общий интогралъ даннаго уравненя получится исключенемъ р изъ (1)и(2). 

Во многихъ случаяхь выгоднфе представлять общуй интеграль спсте- 
мою уравненй 

= (8), #=$ (р С), 

не производя исключешя р. Разсматривая вопросъ съ геометрической 
точки зрышя, мы знаемъ, что кривую лишю часто удобнфе изучать съ 
помощью выражен координать каждой точки въ функщяхь оть одной 
перемфнной независимой, чёмь съ помощью уравнешя, связывающаго 
координаты. 

Ъ) Подобнымъ же образомъ можно трактовать случай, когда данное 
уравнене не заключзеть въ себф явно перемфнной зависимой у и легко 
рЬншмо относительно 2. Пусть данное уравнеше есть 


2, вр. 


Изь уравношя 4у = рат, имфемъ 


= [вы = г [о 
9=2$ ®- уфе += $ (р, 0). 
Общий интегратв даннаго уравнен!я есть результать исключеня р изъ 
ый 
рае =), =, 6). 


<) Замфтимь, навонеще, еще случай, когда въ уравнени 


Гор =ь ра, 


у кр легко выразить фуякыями отъ одной перемфнной #. Положим, 
что изв даннаго уравнешя нашли 
=, р=$0), 
‚ 
тогда 4у = раз = $ (4, откуда 4 = о 4, 


_ Гт@ 1 . 
= ]Фачс-ти+с 
исключивв # изъ уравневшй 

у=$( из=Е@ +6, 


находимь общий нитеграль даннаго уравнешя. 
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4) Случай уравненй вида 
аи 
Ге, р=0, р=ф, 


можно трактовать подобнымь же образомъ. Положимъ, что изъ даннаго 

уравневя напши х = (0, р=ь(@), тогда 4е = г = (9 &, 

т.е дури у = [в фич (=Ф0- С, 

и общ интеграль получается черезъ исключеше { изъ уравнешй 
д=и( ну=Фф-+ С. 


Примьры. 
ау\1  [ау\* 
в э= (+ (#) или у + р 
4. & 
=. 


уу у@р з 
= ИВ: у [9 + Ге’ Эр + ‘+ 6 
общий нитегралъ получится исключешемъ р изъ уравненй 
ур р, 2 = р + ре + 0. 
ду 
—_ и 
2 р-р, ци, 
у о 22 ‚Гавр +’ ‚евчкеувр я чаи; 


обдий интеграль получится исключешемь р изъ уравнешй 


ЕР, у р р" + 0. 
3) ибо р+зи, нар =. 


Полагая р — Ё, находныъ Г 


2 (Р— + 1 ==2(+3), откуда 2 у , 
#— 1 —24+3@—1 1+7 
о и би © 
ы @— 1 в = (Ш 


6+3 а+7 
Е ‚ 


__ #83) @-7) 
И ты 


ау=р@& = 
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Интегрируя эту дробь, получимь выражене у черезъ Ё и С, а исклю- 
чивЪ # изъ полученнаго выражешя и выражешя х = в найдемъ 0б- 
ий интеграль даннаго уравнея. 

Замъмаше. Подстановка р — т, съ помощью которой мы нашли въ 
этомъ примфрё выражешя 2 и р черезъ $, можеть быть приложена съ 
успфхомъ въ тЬхв случаяхь, когда данное уравнеые будеть вида 

$ (2, р) + Фа (р) =0 
или вида $» (2, р) + фьл (@, Р) + фь-з (2, р) = 0, 

ТД Фь Фь-ь фз однородныя функшя оть 2 ир, степеней, указанныхь 
ихъ значками. Въ первомъ случав, подстановка р = #, даетъ уравнене 
2 (да, д =0, 

во втором» 29. (1,929, 1110 9.4(19=0, 
и выражешя х черезъ & получатся рёпитнемь уравнешй 1-ой и 2-ой 
степени относательно 2. 

3. Уравнеще линейное относительно перенънныхь х иу. Уравнеше 

вида 
у 
У— 2 (р) + $ (2), ®р= ду, 


интегрируется слёдующимв образомъ: дифференцируя данное уравневе, 
находимъ . , , ар 
РЕФ) + [9 (2) 
или [2 — ор} — #9 (в) + фр] = 0. 
Это уравнене линейное относительно т и 4х и интегрируется однимъ 
изъ способовъ, указанныхь въ статьф о линейныхь уравнешяхъ. Обний 
интегралъ его будеть уравнене вида 
Е {вв б=0; 
исключая р изъ этого послфдияго и даннаго уравнешя, найдемъ урав- 
неше между хуи С, Ф(х, у, С) =0, изображающее обпщй интеграль 
даннаго уравнения, 
Частный случай разематриваемаю уравнешя тредетавляета такь 
называемое уравнеме Клеро: 
[Е 
у=# Е $ (=) ; 
Полагая “— р, имфемь уравнене 
у=р2 + $ ($). (1) 
Примфняя къ нему указанный немъ, получимъ черезъ дифференци- 


И И 
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отза или о или # + (р) = 0. (2} 


Изь уравнешя 2 =0 сифдуеть р = С; исключая р изъ этого урав- 
неня и даннаго (1), получимъ общий интеграль 


у= (&+$ (6). (3) 
Если же нримеиь во внимаше урвянеше 
ани =0 @ 


и исключииь р изъ этого уравненя и даннаго, то получимъ для у вы- 
ражеше, не заключающее въ. себф ироизвольной постоянной, удовлетво- 
ряющее данному уравненно, но не получающееся изъ общаго интеграла 
при частноиь аначени яостоянной С. Въ самомъ ды, результать ис- 
ключеня р изь даннаго уравнешя (1) и изъ уравненя (4) даеть для у 
аженше 
ВЫ = +ф(р), (а) 
ТДЬ р есть функщя оть х, опредфляемая уравненюиъ (4); чтобы дока- 
затъ, что такое выражеше удовлетворяеть данному уравнению, дифферен- 
рируемь уравнеше (а) и находииъ 
4 


р 
пере -+У(ЕЕЬ 


въ силу уравненя (4); подставляя выраженя у и # въ давное уравне- 


ше, находииь тождество 
ре + ф(р) = 2 + $(), 
„что и требовалось доказать. Съ другой стороны, результать исключения р 
изъ уравненйй (1) и (4), очевидно, совпадаеть съ результатомь исклю- 
ченя буквы С’изъ уравненй 
у=0%-$(0), г-—$(6)=0, 
т. в. получается изъ общаго интеграла, когда подставииь въ него вы\- 
сто С не постоянную величину, а ту функцно оть х, которую получииь 
для 0, рышивъ второе уравнеше относительно С: Итакъ, въ нашемъ при- 
мЪрЪ, уравнеше имфеть общий интеграль 
у = 02 +$(6), 

даюпий безчисленное иножество частных рашен!й при различныхь зна- 
чешяхь постоянной С, и кром% того, такъ называемое, особенное рьшене, 
не совпадающее нн съ однимъ изъ частные, получавмое неключенень С 
пт УравненМ 40), 2+4 (С) —=0. 

Мы видимъ отеюда, что обций внтеграть уравнешя Клеро получаэтся 
простою замфною # черезь С въ самомь уравненй, а особенное рЪ- 
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еще исключенемь С изъ общяго интеграла и того уравнешя, которое 
получимь, продифференцировавь его по С. 
Для примфра возьмемь 


= мн И 1 + (8). 
:) 


Общий иктеграль будеть 
у = бл + а 1+ 0, 


особенное рыпеше получимъ, исключая С’изъ ураввешй 


у = ев! + 60°, 


Изъ второго уравненшя имфемв х = 


находимъ с: а 
= +на 1 @ = =; 
уу =" Тб, 
отеюда 
вар 69) | 
у=на = 9. 


Обиий интеграть изображаеть систему прямыхъ лиш, а особенное 
рынене-—окружность круга. 

Зампчаще. Изложенный пмемъ можеть быть приложень и въ болье 
общемъ случаЪ ураввенй вида 


у= (6) © 
или д=Ф (*. в). {6 


т. е, уравненй, рёюпенныхь или легко рфшимыхь относительно одиой изь 
перемфиныхв. 


а) Положивъ % = р въ уравнени вида (а), получимь 
у=Ф (2, 2), [0 
дифферениируя, находимъ 
=. ® 


уравнеше перваго порядка и первой степени съ даумя перемфнными р 
и <. Если умфенъ его интегрировать и найдемь общий его интеграл 


Р (в, рб) =0, (3) 


то, новаючивь р изь уравнешй (1) и (3), найдемь и общий интегралъ 
даннаго уравнеши. 
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а . 
Ъ) Вь уравнеши вида (5) полагаемъ ы=% получаемъ уравнеше 


=? (+. з) =$ (4, 9; (4) 

дифференцируя по у, находииъ 
9 м ; 
= ду м 4, (5) 


уравнен{е перваго порядка и первой степени съ двумя перемфнными 4 и у; 
интегрируя его, находнмъ уравлене вида 
ФС =0 (6) 
и, исключая 4 изъ уравневй (4) и (6), получвемь общёй интеграль дан- 
наго уравненя. 
Примиуе. 


Чу, [4 4 
= + (2) ку 2рр + р,р Яр 


Дифферендируя, находимъ а й 
в= +, те рн2(я-+р) Е =,0, 
или рае + 2 (2 -- р) ф = 0. 


Это линейное уравнеше относительно х. 
Интегрируя его, найдеиъ 


т 


| 
“ 

| 
$51 2 
з 


исключая р изь уравненй 


у рт р, = 


находимъ, послё нфкоторыхв упрощенйй, 
(22* + Злу + 0, — 4 (у =0,. 
общёй митеграль даннаго уравнен!я. 


$ 6. Особеняыя рышешя уравневй перваго поряджа. Особеннымъ рф- 
шешемъ даннаго уравнешя перваго порядка мы назвали такое рьшене, 
которое, не заключая вз себ ироизвольной постоянной, не получается 
изв общаго интеграла при частномв значентн произвольной постоянной, 
чфыъ и отличается оть частнаго рёшеня. Покажеиъ теперь, какъ найти 
всф особенвыя рьшешя даннаго дифферевзцальнаго уразненя, если’ та- 
ховыя существують, предиолагая извзетнымь общий интегралъ. 
р Положимъ, что, рышая данное уравнеше / (=, у, Е =0 относительно 
=... Получнмъ 
2’ ву 

ЖЕ, у; а) 
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пусть обпой интеграль его будегь 
Фа Сб) =0, 
и положииъ, что рыпая его относительно у, получимъ 
у = Е (+, 0). (2) 


Если въ уравненёи (2) будемъ разсмагривать С некавъ постоянную, 
а вазь произвольную функцию оть 2, 10 уравнеше это будеть выражать 
совершенно произвольную зависимость между хи у. 

Замфтивь это, предложимъ себЪф найти необходнмыя и достаточныя 
условя для того, чтобы выражене у — Р (2, С), гдЪ С неизвъетная 
функшя оть х, удовлетворяло уравненио (1). Найдя всЪ значешя С, удо- 
влетворяюция этвиъ усломямъ, и подставивъ въ выражеше Р’(х, С), мы 
такинъ образомъ найдемъ вс ришеная уравнешя (1). 

Замфтниь ирежде всего, что, при С’ — постоянному, выражеше 
у= (2, 0), по условно, удовлетвораеть данному уразненно; это зна- 
чить, что всли мы въ это урвянеше подставинь 

__ 9Ё (&, С) 


| 
Е, Ст, 


„то оно обратится въ тождество, слфдовательно, 
9 (2, С. 
О) р, Ра, 6) <) 
тождественно, при хакихъ угодно значеняхь х и (С. Возьмемъ те- 
перь уравнеше у = Ё (2, С) и составляемъ 8, разематривая С’кавъ 
функцию оть 2, тогда ` 
@у _0Р(т,С) , 9Р(х, 6) аб 
№ № *` 00 4 <) 
Чтобы и теперь уравнеше (1) удовлетворялось, необходимо и доста- 
точно, чтобы уравнене 
9Р (2, С) _0Е(%,6) ав 
2 ау) (8) 
обратилось въ тождество, когда въ него подставимь у = # (2, С); дьлая 
эту подствновку и приникая во вниман!е тождество {3), получаеиъ 


9Р (2, С) аб _ 

—96` = (6) 

Это и есть необходнмое и достаточное условйв для того, чтобы выражеше 
у=Р(, С), 


тдЬ С неизвфстная функдая отьх, удовлетворяло данному уравненйо (1). 
Услоше (6) распадается на два: 
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у ю = 0, откуда С = постоянному, тогда у — ® (2, С) есть общий 
интеграль даннаго уравнешя; или 


2) Е 0 =0; исключивъ С изъ уравнешй у = Р (2, С), д = 0, 
получинъ "Завнсимость между х и у безъ произвольной постоянной, Въ 
числё получаемыхь отсюда рёшенЁй будуть заключаться вс особенных, 
но могуть, конечно, заключаться и частния. 

Изь предыдущаго вытекаеть блфдующее иравило для нахожденя 
особенныхь рышенйй; предетавивъ общий интеграль въ нвдь 


эЕ ты 8) _ 


у=Е(я, С), (а) 
ирисоединяемь къ этому уравнению второе 

9Р (>, 

о, о 


получаемое дифференцировашемв перваго по С, и исключаеиъ С’ изъ урав- 
ненйй (а) и ($); полученное такимъ путенъ уравнене 
фу =0 
будеть заключать въ себф всф особенныя рёшенйя. 
Если облуй интеграль двинаго уравнены задань въ видЪ 

Фу б = 0, (а) 
в рЫышеме этого уравнешя отноентельно у почему-либо затруднительно, 
то можно обойти это загруднене слфдующиме образомъ. Разематри- 
ваемое выше выражеше Ё(х, С) есть выражене у, позучаемое изъ 
уравнения (а), слфдовательно, выражене ее ео можно получвть, днф- 


ференцируя уравнеше (а) по С, разсматривая у кавь функщю оть С, 
& 2 кавь постоянное; тогла получимъ 


9$ 
9Ф .0Ф дР (2, 
и 
5 
Себховатезьно, уравнен!е ее. о будеть слёдстыеиъ или урав- 
неня 2 =0 или уравненя 5 =6 


г? 
Поэтону, чтобы получить вс особенныя ршешя даннаго уравнения, 
надо равемотрёть сметемы уравненЁ 


Ф (в, у, 0) =0 Ф (у 0) =0 
1 9Ф и 2) =о. 


] 
] 
28| 
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Исключая С изъ двухь уравненй каждой системы, получимъ уравне- 
я, свазывающия и У, в числ этихь уравненй будуть заключаться 
асВ особенныя рышен!я даннаго уравнешя, если таковыя существують. 
Если уравнешя какъ той, такъ и другой системы, между собою не сов- 
мфетны, то особенныхь рёшенёй нётЪ, 

ЕромЪ того необходимо замфтить, что въ числф получаемыхь указан- 
нымъ путемъ выражен!й для у могуть заключаться я частныя, в не 0ео- 
бенныя рышеня, а также и таюя, которыя данному уравнению не удо- 
влетворяють, т.е. не будуть рёшешяыи его. Вв самомв дл, можетв слу- 
читься, что одновременно 


96 =} ди = тогда о 
можетв и не быть равно 0, какъ то необходныо для того, чтобы удо 
влетворялось данное уравнеше. Въ силу этого обстоятельства, всякое вы-- 
`ражеше у = $ (2), получаемое изь системъ (1) и (2), надо испытать, 
подставивъ его въ данное дифферениальное уравнене, Если уравнеше 
удовлетворится, го у = ф (2) будеть рюммене уравнешя; чтобы узнать, 
будеть ли оно частнымз или особеннымь, надо подставить то же выра- 
жеше у —=$ (2) въ общ интеграль 
Ф (в, у, С) =0 
и посмотрфть, удовлетворяется ли уравнеше 
Ф (1,9 (2, 0 =0 

застоянныме или мереминным значешемъ (; въ первонъ сяучаВ уф (2)— 
частное, во второмъ- особенное рен. 

Геометрическое значеше особеннаго рёыеня, получаемаго исключе- 
шемъ С изъ системы уравнейй 


9Ф 
Реуо-ьж=9, 
очевидно. Кривая лишя, уравнеше которой получается такимъ путенмъ, 
есть, вакъ извёстио, озибающая семейства лин, изображаемыхь общимв 
интеграяомъ Фу =о. 
Огибающая, ныфющая съ каждою изъ огибаемыхь общую касатель- 
ную въ общей точкф, удовлетворяеть тому же хифферанщальному урав- 


неншю перваго порядка, выражающему нфкоторое свойство этой касатель- 
ной, какъ и семейство огибаемыхъ кривыхъ. 


Примтры. 
р учр -р, 6—4. 


Общий интеграль есть 


= +0—6* (в, 


&+1— 20; 
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исключал С’изь систеиы уравнешй 
у = С — @, +1 - 96 =0, 
(д 1}. 
=—; 
это и есть особенное рыпеше, что очевидно, такъ какъ, при С постоян- 
номъ, уравиеше 9— @+е— с 


получимъ 


2+1 


изображаеть ирямую лишю, а у= ^;_^ есть парабола. 
а ау\ 
2) у= 24 г = (#) 


Общий интеграль есть 
Ф (т, у, 6) = (27 + Зау + 0 — 4 (т у == 0, 
какъ было найдено на стр. 456. 
9Ф 
за =2 22" + Злу + 0). 
Исключая С’ изъ уравнешй у 
9Ф 
Ф (д, у, С) = 0, 96=° 


получииъ т +у=0, оттуда у= — 4; 


подставляя въ данное уравнеше, увидимь, что оно не удовлетворяется; 
первая часть даеть —2', а вторая —42* + 45 =0. Слдовательно, 


у= — 27 не есть нн частное, ни особенное ршеше. 
ду 4. 
з (#) Их @ 
Общий интеграль, каЕЪ сейчась увидниъ, будеть 
9=б(#— 0}; [6 
авнен! 9Е. 0 
уравлене в = 
дать 2—0) С+(2— 0? =0 ви (2—@)(а—30)=0; 
отсюда бС=зх ик С= з 


и, соотвфтетвенно этому, 


0ба& выраженшя удовлетворяють уравненно (а); первое, у=0, есть 
частное ръшеше, потому что получается изъ общаго нитеграла, при С—0; 
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42 
второе, у = эт — 060бенное, потому что, при С лостоянноме, выражеше 
У=0(2 — С) 


42° 
не можеть приводиться къ выражен ю эт, претьей степени относительно г. 


. Чтобы провтрить, что уравнене {8) есть общий ивтеграль уравне- 
ня (а), стоить только продифферендировать первое и исключить постоян- 
ную С. Но можно найти общуй интеграль уравненя (©) и съ помощью 
пена, увазаннаго выше, для уравнешя даннаго вида. 


Рьтая уравнене (2) относительно х и полагая 4 г — 0, находимъ 
Л 
2—4 + 1, {4) 
дифференцируя по у, получаемъ 


4 ря 
=9 + ду 4 У 


или, по упрощеши, 
44 
4974° — 1 ( +2 = 
(Уч 2 ау 


Это уравнеще распадается на два 


4 
О 47 —1=0 и ан =0. (2 
(1) 454 1 У у {2) 
Исключая 4 изь (Т) и (4), получили бы особенное рёшене 
47° 
=. 


Интегрируя (2), находямъ 9 = С, 
и исключая 4 изь этого уравнешя и (4). получаеиъ 


Г _ 
1-5, +7936 
о’ 
а (че) =4% 
Обовначая произвольную постоянную ра одною буквою С, окончательно 
находимъ у— Се 6. 


Замплане 0. розыска обобенныхь уышенй безь помощи общието 
интеграла. 
Положимъ, что дано уравнеше 


? (ву) =0, (1) 
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тд в = %, и гдЪ первая часть цёлая ращональная функщя отноеи- 
тельно р. Предположимъ, что уравнеше (1) имфетв особенное рёшене, 
и поемотримъ, нельзя ли его найти, не зная общаго интеграла. Наше 
предположене о существованй: особеннаго рёшеня уравнешя (1) сво- 
дитея въ тому, что семейство кривыхь, изображаемыхв общимв интегра- 
ломв этого уравнешя 


Е (в, у, 0) =0, 


ныфетв озибающую. Положимъ, что лныи 4В и А,В, изображаютв два 
частныть. рьшешя нашего уравненЁя, соотвфтствующихв значешямв' (= а 
и С=а-+ Аа, гдЁ Да безконечно-малое число, и пусть точка | (2., у.) 
ость точка пересфчея ‘этихв лин. Угловые коэффищенты касательныхь 
къ этимь линямь 4В и А,В, опредфлятся, если въ данное уравнеше - 


$ (®, 9,2) =0 


подставниь =, у=у, и найдеиъ изь него р. При этомъ получатся 
по крайней мфрф два различных значешя для р (можетв получиться и 
больше, если въ точкё  пересёкаются не двЁ, а большее число имиез- 
ралоныть вривыхь, т. е. получаемыхв изъ общаго интеграла при раз- 
личныхь значеняхь 0). 

Когда точка и прииеть предёльное свое положеше № на озибающех, 
т. е. на особенноме рёшент, то упомянутыя дв касательныя совпадуть 
въ одну, и даа различныхь значеня р сдфлаются равными, Слёдова- 
тельно, всли равсматривать уравнеше 


$ (2, 9,2) =0 


какъ алгебраическое уравнеше относительно р, то для вофхв значенй 
(2, у) на огибающей (особенноиь рёшени) уравнеше это должно имфть 
равные корнн, а тогда, какъ извфетно изъ алгебры, уравненя 


$ (1, 9,2) =0 и фур =0 


должны имфть обиия рёшен!я относительно 2. Исключая изъ этихъ урав- 
нешй р, мы и получииь уравнене, которому должны удовлетворять 
координаты всякой точки М на огибающей (особеиномь рёшени). 

Итакь, если особенное рёшеше существуеть, то оно будегь заклю- 
чаться въ числь тхв уравнен!й, которыя получаются черезь исключе- 
ше р изъ уравненй 


фур =О к фур =0. 


Обратное заключеше вообще не будетв справедливо. Въ числ® `полу- 
ченныхь такимъ путемь уравненй могуть быть уравненя и не удовле- 
хворяющя данному днфференщальному уравнение, т.е. не даюпия вовсе 
рышен/й, а могуть быть и частныя, а не особенныя рёшешя. 


Примиры. 
ау \* в 
1) =” (1) Пе 


$ = 4’ — урна = 0, 
ФИ р Фу, =; 
исБЛЮЧая р, находимъ 
= 4. (2} 
Подставивъ въ данное уравнеше выражеше у, получаемое изъ (2), 
Убъждаемся, что уравнене удовлетворяется. Предлагаемь найти общий 
интеграль уравнешя (1) и убфдиться, что уравнеше (2) дасть особенное 


рьнюше. 


в. [49 _ 

2) уфы (#) =0, Г 
= — бт =0, 

ф; = — 21 —№=0, р=-—х 
У =0, у=— 27. 

Это выражене не удовлетворяеть данному уравненю. 
2 — @ -- 

3) (#) — = Уу уу = ./ 
ф== 1" — 22Уу.-р + Чу =0, 
Ж=№—№у9=0 р=уу 

4УУу — Му = о. 
2 
Отсюда ви уе Ши у= о. 


Первое рёелеще особенное, нторое— частное, кавъ вихно изь общаго 
нитеграла у — с* (1 —с)', получаемое при с == 0. 

*$ 7, Разаичныя Формы общаго интеграла одного м того же диффе- 
ренщальнаго уравнемя, Алгебражчесвй нитеграль уравнешя Эйлера 

4% + ву 
У а—) . у-яа-Р) 
1. Облий интеграль уравнения 
Мах + Мау =0 . (1) 


можно представить вь безчиеленкомь иножеств различныхь фориз. 


— 464 — 


Напр. интеграль уравневя 
уат + г4у =0 
можно написать въ вндь 


ау = С, 
потому что 
уе + с4у = 4 (25), 
или ВЪ ВИД 
9+ Чу=0, 
потому что данное уравнеше можно писать твкъ: 
9: ду 
и = к = 0. 
Если общуй интеграль уравнешя (1) представлень въ видь 
О = С, 


тдё 07 фупкщя оть 2, у, в С произвольная постоянная, то и 
$ (7) = $ (©) = постоянному, 


тд ф (©) произвольная функщя оть {7, будеть также обный интеграть 
даннаго уравнетя. 
Теорема. Если 


Ф®УЕС и фшу=0, 
изображають деъ’различныя формы обчино интеграла одною и тозо же 
дифферениальназю уравненя 
Ма + М =0 
(0, в 0, произвольныя постоянныя), то функши 
фи (ву) и ву) 
связаны между собою зависимостью вида 
$ =3{,), 


т. в. одна изё дуть функций ф, и ф, есть функщёя дурой. 
Докавательство основано на слёдующей лемм®, 
Лемма. Если 


и фу, = (у) (2) 


обозначают деь функийи отз двухь независиныхь перемтнныхь х и у, 
и если «чфунюдональный опредълитель» системы (2) 


тождественно ровень нулю, то между функиями и и ‘о существуеть 
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зависвность вида 
=$ (@), 
1дъ ф (#) обозначаеть произвольную функцию от и. 


Для доказательства этой леимы представимь себ, что мы выразили у 
какъ функщю оть м и 2 изь уравненя 


и у (©) 
и подставили въ уравнеше 
$ = $, (в, У). 6) 
Результать подстановки, вообще говоря, будеть вида 
2 = (м, 2), (3) 


Покажемъ, что, при условия 
4) 
функшя $ (и, =) приводится къ функщи одного и. Изъ уравненя` (3), 


которое обращается въ тождество, если подъ и и ? подравуифваются 
выраженя (а) и ($), найдеиъ 


9. 
Е В ® 
2 9% 
д — бы 9` ® 
Умножая (5) на * ‚а (6) ва м и вычитая, получимь, въ силу 
условя (4), 
№ 
9%’ 


откуда, иредполагая, что я не = 0, изходимъ Е: =0, т.е ф (м, <) 


оть 2 не зависить, и е=ф (+), что и требовалось доказать. 

Результать остается справедливымъ и ВЪ томъ сяучаф, когда я тож- 
дественно равна 0, потому что въ этомъ случаф ф, (2, у) есть функша 
одного 2, а усмийе. (4) дасть тотда 9 = 0, т.е. ф, будеть также функ- 
‘я одного 2, а потому; исключая д, найдемъ ф, —$ ($,). 

Переходя къ доказательству теоремы, замфчаемь, что изъ уравнений 


$, ву) =0ь У ву = С, 


Фолучается р 
о @ 
% Е Яо. <) 


К. Поста. Дефферони, м иитегритья. ночжедеши. Е 
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ЗВыраженя #, выведенныя изъ (7} и (8), равны между собою, по- 
тому что оба эти выраженя равны 


9 _М 
М’ 
выведенному изъ даннаго уравнешя (1), з потому 
2. 9, 04, 4 _ 0 
0% бу % 9 


тождественно, и {, =ф ($,), что и требовалось доказать. 
Принёнимь доказанную теорему къ уравненю 

ух + ду =0 

# 

ый у 
Олредьляя функцию 19 х формулою 

= 
4х 
9#= =, (4) 
т 
мы можемь представить обифй интеграль даннаго уравнешя, какъ уже 
было замфчено, въ даухъ различныхь формахъ, 
тУ=С и 9:-- му =С,. 

Поэтому будемь имЁть у 


= 0. 


97+ МУ =Ф (19). {9) 


Форма функщи ф опредфлится изв того услон!я, что, при 2=1, 92=0; 
слёдовательно, 


9у=$0); 
замняя здьсь у на ху, получаеиъ 
$) =в (9, 


и уравнеше (9) принимаетв видв 
ЩЕ Шу = 1 (9. 


Такимъ образоиъ Доказано основное свойство функщи 92, ояредю- 
аяемой формулою (4). 
Примфнимь еще ту же теорему къ уравненно 
ах ду. 
— -- _& 


уг 
Опрефьляя функшю атс зай х формулою 


. 4х 
атсятх = | =, (11) 
Ди 


(10) 
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мы можемъ написать интеграхь уравневя (10) въ формЁ 
атс зт 2 + атс зту = С. (12) 
Съ другой стороны, мы можемъ написать уравненше (10) зъ видь 
Уи жи = 0, 


отизда Гия в т Яч=С, 
если подь у будемъ понимать функцию оть т, удовлетворяющую урав- 
ненёю (10). 


Интегрируя по частямъ, получимъ 
ИВ 4 
УГУ нуу Ця + Да И 
и въ силу даннаго ураввешя (10), 
ИУ ну = С. (13) 


Сравнивая формы (12) и (13) общхаго интеграла уравненёя (10), на- 
ходимъ ° 


атс т $ + мезту = ф (в УГУ чу). {14 
Заифчая, что по опредфлению (11) 
атс зт 0 = 0, 
полагаемъ зъ найденномь уравнени (14) 5 =0 и накодимъ 
$ ( = в7с эту; 


сявдовательно, ПИ ВИ 
атс ат т + атезту = атс зт (1 УТУ уу! 


Полагая здфеь 
х=ати, у=зто УТ =0ви, УГУ = 008%, 
находим У О -= атс п (тм 608 9+ 608 и 89% 5) 


или 8т (и-+- 0) = ты 608 0 -+ 608 и эту, 
извфстную формулу сложешя для тригонометрической функши 5х. 
2. Разсмотримь теперь уравиене(%) 

и о, 
Уй—-а—й”) а-я) 
злгебраичесый нитегражь котораго быль найденъ Эйлеромъ, ноложив- 
нимъ этимъ открымеиъ начало теор аллиптическихь функций. 
Олредтляя трансцендентиую функцию Р (2) формулою 


тв Глав 


а) 


[2 


— 468 — 


мы можеиъ написать общй интеграль уравнешя (1) въ трансцеидентной 
фориь РР С. (3) 


Существуеть иного премовь для нахождетя общего интеграла въ 
алгебраической форм; приведенъ здёсь одниъ изъ самыхь простыхь, при- 
надлежаний Дарбу. 

Введемъ новую перемённую #, положивъ 


[2 бу 
' Лу-Ра=и ЛуеЕРеЕвр 
"Тогда найдемъ ` 


(1} =а-ла- #2, 


8 
(1) =а- ла. 
Взавъ производныя по #, получимъ 
ах те а: 
Е а И а-а-—7) из тт 
а. 
или Зе (1+) 
у 
в = 2 — 1+ у 
фт а 
отсюда Ут? г. == 2% (2? — 5?) 
ага 4) 
. (в) =) фаер = 
Раздфнивъ одно равенство на другое, получимъ 
2 _ ‚Фу 
от оу 
ах \з Ч Ту 
2 [2 [4 
ы ( =) ы (*) 
Фе @ @ а, 
У 238 оу у] 
или — 
& _ 4 1 — Ру 
УЖ оТШ 


Вь обфихь частяхь этого равенства числитель есть производная зна- 
менателя; интегрируя, получимъ 


ах [г 
чув 2)=иа — лу") +190, 
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р УИ. — #7) (1 — №) +зУ(=У [6] —Ру) 
1 яр 
Это уравнеше и даеть алгебраичесьй обпий интеграль уравневя (1). 
Обозначая для краткости первую часть равенства (4} черезь 2 и 
сравнивая (3) и (4} формы общаго интеграла, нолучинъ 
Е +Р=з (а), 
УИ Ч) + аа) 
р 6) 
Для опредбнен!я формы функши ф, полагаемь 2 — 0, тогда 2 = у, 
Е (0) =0, по формуп (2); поэтому 
$9 =74), 
и мы получаемь слЬдующую теорему Эйлера: 


Если между тремя перенинными т, у, г существует» трансцен- 
дентная зависимость 
Е(*) - "о =Р (2), т. в (6) 


т 


=. 9 


ГД 


а 
оке ра”) та я 0 у") Дт а-я) 


то между тьни же переминными существуеть и алобраическая 2а- 
висимость 


тама в +гуУа- ай 65) 
= ту . 


Функшя Ё (2), опрехфляеная формулою (2), называется эллииниче- 
скимв интераломь 140 вида. Доказанная теорема называется теоремою 
сложеншя эллинтическить интегралов 1-ю вида. Аналогичная ей теорема 
сложешя для круговой функщи атс тт выражается формулою (15) 
предыдущаго я”. Полагая х= тр, у=зтф, 2=3т8, обозначая 
У! — #з?ф = 4ф, можемъ написать уравненя (6) и (5) такъ: 


о 8 
% 4% _ #6 
1#- м] 36’ о 
о © © 
. зтф созф Ар -- это 005$ № 
зт 6 и Е +. (п) 


Обозначая еще 


[#-- ® 


назовемр, слёдуя Якоби, число $ аиплиитудою и (обозначене ф — 68); 
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функщи яиф = 8 ати, с08% = 608 ати, Ар = Аати называются эллия- 
тическими функщёлыи отз артумента и. Онф аналогичны триономет- 
рическимь функщямъ, тогда. какъ эллиитичесте интезраль вЕаяогичны 


зруювымь. 8 
Полагая 94 _ #8 _ 
А — ы =" 
$ $ 
т. в. ф = ато, 9 = ати, 


будемь ныфть по формул (Г) и о =, и формула (П) даеть формулу 
сложен!я для 
эл ато = эт ат (и + 0) = 
эт ато созати Кати + зтати сов ато Аату 
1 — # эп? ати эй? ато 


аналогичную формул для 3 (и + ©). 
Дифференщальныя уравненя выешихь порядковъ. 


$ 8. Диеверенщальное уразнеше какъ результатв исключеня нё- 
вколькихь ирожзвольныхь постойнныхъ. 
Положимъ, что дано уравнене 
Е (2, % Сь С»... 0) =0, а) 


связывающее даф перемфнныя х и у и заключающее въ себЪ в произ- 
вольныхв постоянныхь (С, С,.... С. Дифференцируенъ уравнене (1) 
п разв по 2, разсматривая у какъ функщю оть 4; обозначая черезъ 
У, У', ... у® послбдовательныя производныя оть у по 2, мы присоедн- 
ниыъ такимь образоиъ къ данному уравнению еще # уравнений, 
9Р _9Р 

38 Ну =Р, (© у, 9, С, 0, ... 6—0, 

9Р’ 9Р, - 
бр УНР, (1..3, 6, С,... 6050, 


= Р, (2, уу, ... У, С, 0, ... Ц, =0. 
Дот ивнищемъ систему напгихь уравнен\ слфдующимв образоиъ: 
ЕР=0, Р,=0, Р,=0,... В, = 0, (4) 
гдЬ первыя части будуть извфстныя функи огъ 
ФУ... 1, 6,0, -.. Ц, 
Вьобщемь случа, мы можемъ изъ (#1) уравненИ! системы (4) искяю- 


—=4й- 


чить в произвольныхь постоянныхь С,, С.,... С. и въ результат по- 
лучится нфкоторое дифференшальное уравнеше я-го порядка 

Гу, 9... 9", 9) = 0. (в) 
Саное исключеше постоянныхь можно произвести слфдующимв образомъ. 

Рьшая первыя » уравнений нашей системы отиосительно С,,С,.. С» 

получимь выражешя 

С, = $, (@, 9, У, У... 9), 

б, = @, и, у, .. 5), (6) 


С. = (у У, ... У"), 
и эти выражешя подставимь въ (я + 1)-0е уравнеше той же системы; 
въ результат и получится уравнене (В). 

Вь частном случаЪ, ножетв быть, что первыя я уравненёй системы 
(4) не допускають рёшешя относительно (С, С,,...С„ потому что эти 
п величинв могуть исключиться изъ меньшаго числа уравненш, напр. 
изъ первыхъ я -+ 1 —# уравненй системы; тогда въ результатё полу- 
чится уравнеше, въ составъ котораго входятв 2, у, У,... У" \, т.е. 
дифференыальное уравнене порядка (я — #). 

Вь, первомь случа, когда первыя я уравнев системы (.4) допу- 
скають рёшеше относительно С,, С,,... С. иы будемъ навывать эти 
постоянный ездвибимыми; во второмъ, когда всё я постоянныхь могуть 
быть исключены изъ первыхъ ® или меньшаго числа уравненй системы 
(4), мы будемъ называть эти постоянный зависимыми. 

Вь первонъ изъ уноманутыхъ случаевъ, уравнеше (1) называется 
общимь чттероломь дифференщельнаго уравненя (В); функщя у, опре- 
дЬляемая уравнешенъ (1), очевидно, удовлетворяеть уравнению (В), а по- 
тому мы имфемь слёдующее опредюлене общаго интеграла: 

Общим интералонь дифферениаленаю уравненя п-ю порядка 

Е, у, у," „9 =0 
называется такое уравнеще между с, у и п произвольными постоянными 
Р (1, у, С. С»... 6,) = 0, 
хоторое опредьляеть у пахз функцию отз х и оть п независимыхть по- 
стознныеь, удовлетворяющую динному дифференальному уравненю. 


Пояснимъ сказанное принёрами. 
1. Положимъ, что двно уравнене 


у = С.6* + С, зтх + 0, 082. (1) 
Дифференцируя его, получимъ 

9! = Сие" + 0, 08% — О, тт, (2) 

5" = С." — О,зтх — 0, мах, (3) 


У"— (,6°— 0, с08д + О,зтт. (4) 
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Чтобы исключить постоянныя, достаточно перемфнить внаки вебхь чле- 
новъ уравнений (1) и (3) и сложить всф четыре уравненя; тогда найдемъ 

уичу-у=о. ® 
Уравнение (1) есть общёй интеграль уравнены (а). Постоянныя С,, С,, С, 
зезависины, потому что уравневя (1), (2) я (3) допусвають рылеше от- 


восительно С, С,, С.. 
32°. Положимъ, что даво уравненше 


у = бе" + 6+6. (1) 
Дифференцируя его, находииъ 

у = 0" + 20,276, (2*) 

у’ = Сие" + 46,07, (3*) 

э" = бе + 86+, (4*) 


Здесь постоянный С,, С„, С, завиеимы, потому что эти три постоянныя 
можно исключить изв первыхь трехь уравненй нашей системы, а именно. 
умножая (1*) ва 2, (2*) на —3, (3*) на 1 и складывая, находииь 

У" — Зи 2у = 0. (@) 
Слёдовательно, уравнеше (1*), хотя и заключаеть въ себф три произволь- 
выя постоянныя, будетвь общимь интеграломв дифферентальнаго урав- 
нешя второзо, а не третьяго порядка. Положивъ (,е°, == С®, можемъ на- 
ннсать уравнеше (1*) въ видЪ 

у == С. + бе, 


тдв С, и С? будуть уже двф мезависимыя постоянныя, и уравнеше (4’) 
получител какъ результать исключеня этихъ постоянныхь изъ трехь 
авиенй . 
УР у = ("+ Се *, 
У — С." + 20е”, 
у" == Си" + 4ОФее. 

Подь инерировамемь даннаго дифференщальнаго уравненёя я-го 
порядка обыкновенно понимають розыскаше его общаго интеграла, но 
должно замфтить, что; вообще говоря, найдя обифй интеграль, мы не мо- 
жеиъ еще утверждать. что нашли ес» ‘рюмшеня даннаго уравненя; ером8 
безчислемнаго множества частных рышенй, получаемыхь изь общаго 
интеграла, при частныхь значешяхь произвольныхь постоянныхь, данное 
дифференщальное уравнене можеть имфть еще тавъ называемыя особея- 
ныя рыпешя, не получающеся изъ общаго интеграла ни при какихь 
частныхь значешяхь лостюянныхе произвольныхъ. Розыскаше этихь 060- 
бенныхь рёненй, когда общёй ивтеграль найденъ, требуеть еще инте- 
грировашя урзвнешя (я— 1)-го порядка. Въ нашенъ курс мы етимъ во- 
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просомъ заниматься не будемь; зажфтимв здфсь же, что главный классь 
уравненй высшаго порядка, уравнен!й линейныхь, кавъ мы увидинъ впо- 
слфдстви, особенныхь рёшенй не имфетв; облёй интеграль уравненя 
этого класса действительно обнимает собою есь рёшеня этого уравнешя. 
Когда найден обиий интеграль даннаго дифференшальнаго уравнен!я 
Гы, 9, .-. м =0, (В) 
то можно распорадиться произвольными постоянными такъ, чтобы функ- 
щя у, уховлетвораяющая данному уравнение, а также и всф ея послёдо- 
вательныя производныя у, у",...3/"_\, до порядка (п—1) включительно, 
для даннаго‘частиаго значеня 2==., принимали заранфе заданныя зна- 
чешя У, уе, №, ... Ув”). Вь самомъ длЬ, если 


Е(т, у, С, 0, ... 6) =0 


есть общий интегралв уравнешя (В), то постоянныя С,, 0, ,.. С, неза- 
висимы, т. е. первыя я уравненй системы (.4} допускають реше отно- 
сительно С, С„,...С„. Произведя это рёнюн!е и подставляя во вторыя 
части уравнений системы (0) 


Я У У, У 90. = "о, 


мы и получимь требуемыя значешя постоянныхь (', С„... С.. 
Основываясь на этомъ замфчаши, мы можемь обпий интеграль диф- 
ференшальнаго уравнешя опредфлить еще слёдующимъ образомъ: 
Общим интераломь уравненя п-о порядка г дкумя переменными 
2 и у называетея такое уравнеше между п, у и п произвольными по- 
стоянными, которое даеть для у выражеше, удовлетворяющее дкиному 
уравненю, и в5 которомь постоянныя произвольныя можно так опре- 
Фълить, чтобы функия у и весь ея послъдовательныя производныя д0 
порадка (п—1) включительно принимали зарание заданныя эначенёя для 
данназю частназо значешя х. 
Такъ нанр. уравнене` 
у = 0, + бе (1) 
есть общий интегралъ уравнешя 
и-у=0, (2) 
потому что 1) выражеше у, взятое по формул (1), удовлетворяетв урав- 
ненно (2), такь какъ 


у =" — С", (3) 
д’ Се + С,е-®, {4) 
откуда "и 
2) постоянныя С, С, можно такъ опредфлить, чтобы, при 2 — 0, на- 
причрь, ==, 


тд У, 5 произвольно заданныя числа. Дфйствительно, для этого стоить 
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только опредфлить С, и С, изь уравнещи 
4 = С, -+ 0» в = 0, — бь 
получаемыхь изь (1) и (3) при #=0, у=и,, У= 9%; отсюда находимъ 
Ц ` Ам! 
с. = и 0.= № , 

и функща 1 1 
У) +, —) 2" 
удовлетворяеть всфмъ поставленнымь для нея услошямъ. 
2 Переходимь теперь къ разсмотрьныю нЪкоторыхь видовъ уравненй 
высшихь порядковъ, нитегрироваше которыхъ нриводится къ квахрату- 
ранъ или къ интегрированно уравнешй низиаго порядка. 

$ 9. Ноннжеме порядка и интегрироваше уравненй въ нфкоторыхь 
частныхь вхучаяхь, 

1 случай. Уравнеше видк 

"=? @), 

3дъ ф (2) данная фунтив одною т. 

Мы будемъ искать функцию у, удовлетворяющую уравнению 

9 = (2) а) 

н принимающую, выфств со своныи производными, до порядка (я — 1) 
включительно, произвольно задавныя значешя У, %%',.... 9 ®_П, при 
х—=„ Числа у» у,.... 0 будуть произвольный постоянныя. Напя- 
савъ уравнене (1) вЪ ввдЬ . 


ву 


#— =) 


и интегрируя его, принязъ во внииаве, что у"? = у,°-П, при 5—9, 
находииъ 


= Г. $ (@) 42 + у,"-5; 
; 
умножая на 42 и снова интегрируя въ предьхахь оть 2, до х, получимь 
уео= [ебу ай уме вов 
ы 


или короче 


5 — $ (9) 927 + уп (р — м) + у. 
// 
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Продолжав тоть же процеесв, найдемъ 


= -/ /. й $ (2) 4" + у, ‚а =" 2 У" ( — 2) + 959, 


и (2) 


— к не ВИНЕ ЕСИ 
$1 ®) @—1) * 19..@—9) 
пе. Саб +. + би & 


тд 


+. 


$, 1 (=) есть цблая функщя (л— 1)-ой степени оть 2 съ произвольными 
коэффищентаки. 

Если бы хотЪли получить-функиио у, удовлетворяющую данному урав- 
нешю и обращающуюся въ 0, выфстф со своими производными, до по- 
радка (и —1) включительно, при х =, то, очевидно, должны бы были 
положить „1 (2) = 0. 

Кратный интеграль во второй части формулы (2) можно представить 
въ видф простого интеграла. Въ самомъ дёлЬ, формула Тейлора еъ до- 
полнительнымв членомъ въ видф опредфленнаго интеграяа даетв и. 0 й) 


а 
тгд% : 
Вер / ое — ба. 
х 
Полагая Н- # 
2) = ГГ. Гебое, 
будемь ныть >“ ы 


Ра) =0, Р®) = 0, - Ио %) = 0, /®@ =+@), 


сяфдователёно, 


/1/- Дега 28-0) "ое — 5, (3) 


Итакъ, общий интегралв уравневя 


9 —+(=) 
есть 


„= 5 Фе о" о, + ба+..+ сд: 4 
ъ 


Примиро. 5 = т, 
отсюда ау 
ж=- 82+ с. 
у= — зто Сл 0,. 


Тоть же результать дасть общав формула (4); положивъ х.—=0, находимъ 


= Де-ожиьа-ьс, + 0,5 = 
$ 


а Ди [пани орк сд = 
? # 


—#(1 — 6082) + 26034 — тт + С: + 0.5 — 
= — 15+ (1+0)2+0; 
полагая 1+0, = 0%, 0, = С®, получинь 
у = — зп; + 09 х-+ 09, 


результать, отличающийся оть прежде пайденнаго только обозначенемъ 
произвольныхь постоянныхъ. 
И случай. Уравневе вида 


85 частности вида 


А) Положимъ, что дано уравнеше 


“ нифемь 5 = 


@) 
Полагая. 
уравнеше (1) приведется къ виду 
@ 
К =0 @ 


это уравнеше перзаго порядка. Положииъ, что нашли его общий интеграль 
Е (р 0) =0, (3) 
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и, рынивъ это уравнеше относительно р, получили 
а 
2=$@, = 
тогда 


= [зе бош +, 


Если ршене уравненя (3) затруднительно, то можёо иначе поступить. 


Если уравнене (2) легко рЬшается относительно ® и даеть 
а), 
— № бра 2. 
ы 22 — а' Р-р, 
4р _ ГР ;. 
== ЛАБ з= р 


произведя интегрироваюя и исключая букву р изъ выраженй х и у, 
найдемъ завнсимость вида 
Ф (2, у, С, 0; =0, 
изображающую общий интеграль даннаго уравненйя. 
2) Если уравнене (2) легко ршается относительно р, то, полагая 


в=% 
от ть =) 
озкуда черезъ дифференцироваюе находимъ 
фото 3, 
я г р 
Фа 
= — ФФ, 
Фу = р г 


слфдовательно, 
} (4) а [Е 
Е Ф с, }=@ р нс: 


произведя интегрировеня и исключивъ 4, получимъ общуй интеграль 
даннаго уравненя. 
В) Уравнеше г (= * -о 


приводится кь раземотрённому виду 
2 #)=° ® 


эсли положимъ 4" 


Если проинтегрируемъ уравнеше (а) и наёдемъ 
р =, 6,, 
то дяя опредфлешя у будемъ имфть уравнеше 
а 


относящееся къ [-му случаю. 
Примере. Наиль веъ плосмя кривыя, у которых проекщя радфуса 
кривизны на ось 2-68 ‘равна постоянной величинть. 
Длина радлуса кривизны равна 
РУ 


+ 


косинусь угла, образуемаго его направлещемъ, т. е. нормалью къ кривой, 
е5 05ю х-овъ, равенъ 


& 
4 
1+ 


у 


сяфдовательно, уравненю, выражающее услове вопроса, будеть 


„ву 
[1-8] 2-2 


4 4 
= [ие 0, оао, 


ЕТ У— С, = вар. 
Чтобы исключить р, замчаемь, что 


ры (1% ==, 


в 


откуда 


у— С, —аатеаи( — ват в (0е=). 


ТИ случая. Уравнеще видк 


у ау 
Гр ар} = | 
% в5 частности вида 
92; 
И, = 


А) Положимъ, зто дано уравнеше 


4? 
ИЕ) = ® 
1) Если уравненше (1) легко рыпимо относнтельно а и даеть 

а 

= 6), 
то, полагая ау 

=, 

находимъ Фу _ ар _ 4 ар. 


Яр ду 4 Рау 
Данное ‘уравнеше принимаеть видъ 


рар =$(9) 49, 
откуда 
в? [ 4+ С, р=УЗ] 39-5, 
сибдовательно, 9 __ — а 
УЗ эф С, у 
= С, 
ы Лятяжто =” 


Это и будеть общий интеграяъ даннаго уравненя. 
2) Если уравненше (1) легко’ рЫшино относительно у’и даеть 


го 
8) 
то, понагав [20 


ж-=ь = будемь шибль у=ф (4); 
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дифференцируя это уравнене, находимъ 
4$ (4 44, во =, = 


слёдовательно, 24р=$ (9) 94, 
отсюда 


РФ, 
4 


2'=2 + Зач -+ С, в=У8 9) 44-6, 


== 4 __ 
уз Фа в,” 
— |. Ум“ @) 
У Уч) ч4а-= С, 
исключая 4 изь уравневя (2) и уравневя 
9=$9), 
мы и получимь общий интеграяь даннаго уравнена, 
у . 
В) Уравнеше ‚ гу у о 
а” ’ ал 
подстановкою 9" 
2 — д 
приводится къ разсмотрённому частному случаю 
Фа 
Р (= , 2) = 0. 
Проинтегрировавь это послфднее уравненше и найдя 
#2 =$ (0, С,), 


для опредлешя у будемъ имЪть уравнеше 


@—2 
Че, 6,0, 
относящееся къ [-му случаю. 


Примюры. Ра 
1 — = № у. 
Полагая 
И 
находимь 


2 = Ру, рф = Муау, 


Р-Ри-+(, в= = УВ, 
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_ 4 
ыы Инд, ^ = Дувтеа: 


произведя интегрироваше, находимк 


2+ С, =} ищут О) 


или УР б +=. 
Чтобы рить это уравневе относительно у, замфчаемь, что 
т [# 
РУО, + (ет 
ИРУ В м УРТЕб-ы .е , 
отсюда получинъ Эру — © — бете, 


или, полагав для сокращеня 


2. 
5 = 69, 
находимъ у = О О®е=. 
@* . 
2) = +ву=о. 


Прилагая ту же методу, найдемъ г 
у = С, 008 йе + С, зв Ёе. 
ТУ случай. Уравненмя видк 
ГУ, у) = 0, 
65 сбставз которыть не входить явно перемъиная незвисимая т. 
Поряадокь тавого уравненя можно понизить на одну единицу, при- 
нявь У за перемфиную независимую. Въ самомв дёль, полагая у’ ==, 
имфемь ф 


ие 
{+ 


зе 


2 
4 4 
у" ра и Ь®)_,' с г Г т ›(%). итак 


Вообще производнав порядка т оть у по х выразится черезь производ- 
ныя 1-го, 2-го,.... до (в — 1-го порядка оть р по у, и данное ураз- 
неше приведется къ уравненю (м —1)-го порядка ‘съ двумя перемфн- 
ными ри у. 
Если проинтегрируень это уравневе {* — 1)-го порядка и яайдемъ 
р=$ (у Сь ОСЬ... 0), 
К. Ноеее. _Диффердац, и житотрахьн, вечкелещя, 
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4 ау 
==, и 
то р $ %С,6, 
ау 
= аа +0. 
и ы Деталь 


представить обиёй интегралъ даннаго уравненя. 
Вь частности уравнеше второго порядка 


сведется въ уравнению перваго порядка 
%) — 
ы (, РР ау} =. 
У случая. Уравнемя вида 
РУ, 9, ...- 9%) = 0, 
65 составь которых’ не входите лено зависимая перенюнная у. 
Данное уравнеше приведется къ уравненю (® — 1)-го порядка 
Рыр,",.. 9"), 
если положимъ у = р. 
Найдя интегрироваемъ этого уравненя 
р=Ф(а, 0. 0,,.... би), 


получим у = ра —50,. 
Вь частиости уравнеше второго порядка 


Ру, у) =0 


сведется къ уравнешю перваго порядка 
4 
Ё (. р п) =0. 

Занзчаще. Если въ данное уравневе не входять янно у и вс его 
производных до порядка (т— 1) включительно, то, подагая у” = р, можно 
понизить порядокъ уравневя на #2 едивипь, потому что у” = р". 

Интегрируя это уравнеше (я — т)-го порядка и найдя 

Р-Ф(®, Сь С... би), 
дия опредфленя у будемъ имфть ‘уравнеше ж-го порядка 
4“у 
тр 
относящееся кь [-му случаю. 


— 483 — 


Примиры. 

1. Найти есь плосвщя кривыя, для которыль радусь привизны про- 
поридоналень длинь нормали. 

Уравнеше, выражающее услове вопроса, есть 


ВА у. 


Фу 
42 
@у\* 4? 
или 1+ (#) =, 
гдз р — постоянное. 
Нолагая & = р, получимъ 
4 ар в 4 
аа РР ПР РР у 
4у —_ РР 
или в 1’ 


откуда интегрироващенъ находимъ 


1 1 1 
„уз +7) +90 
В 


иля ГР (#)’- ПУ, 1+7 = (#) , 


Частные случаи. 


в) `В = 2-0, ГУ 


зе 


откуда 
УНУРЯ , 
с 
у—э 


это уравнене члиеной линии. 


5) | ето | 


уе =-ие-в или (Оу 0% 


это есть уравнеше окружности в съ центромь на оси 2-овъ. 


6) в=2, + С, = 9 20-0, 
#1 
сз 
откуда ус 
это уравнеше изображаеть лараболу. 
У 
2, + — == 
9 в ь ГИ й у 


асли положимъ 


9—1. С (1 — 0080) = Озйй (5). то 


Е 
У = , ‚ и 
ус с |= (5) & с ( Зав оз 2) 
ри 
сльдовательно, 


#0, =0, { — 3% 
‚ у= С, а — 89 
Исключивъ #, полузимь уравнеше уихлоиды. 
22. Найти веъ плосмя привыя, у которые фафусь нривизны яро- 
порйоналень квадрату абециссы. 
Уравневе, выражающее услове вопроса есть 


[+7 _ =, 


Фа’ 


полагая = ЩЕ, 
ар _ ар аах . 
почииЬ Ч 2 п а > Пер! 
интегрируя, находимъ = Ро , 
1-7 
в 
р (.: _ =: (за 
#5 в я б, 
Ив} 8 


й фа 
о Дртеа = 


Интеграль этоть выразится плогариемическою или круговою функщею, 
смотря по тому, будеть ли С<1 или С>1; при С==1 интеграль вы- 
разится алгебраически, а именно 


ун-те) 


Это уравнене кривой третьяго порядка (полухубической параболы). 

3°. Найти всь плоская нривыя, у которыть радёуез кривизны про- 
порщонаденз кубу нормали. 

Уравнене, выражающее услове вопроса, есть 


СТ риа 


Яр 
99 _ 1 ау _ 
или др = полагая д, = р, 
1 
получинъ Е = я вли рар = о ; 
нс 
отсюда, 5 = ди * э' 
= бы —1 , ву Убы’—1 
#9 в Ув 
д — УВ: 9 С ‘Ив. ву 
. 1 —=? 


или Ор е-= бы — 1, 
1 
я=С +; 
Это уравнеше кривой второго порядка. 
УГ еммая. Уравненёя, однородныя относительно 
У У, 9, У"... 
Порадокъ такого уравнешя можно понизить на единицу, при помощи 
подстановки 
+= 
9—е , 
гдё 2 новая нензвъстная функщя оть 2. Тогда 


У’ =, у = (7 — ”) в" 


ит. д; вообще у” выразится произведещемв у на выражене, завися- 
‘щее оть производныхв 2 по < хо порядка (ж — 1) включительно. Под- 
ставляя эти выраженя въ данное уравневе и сокращая на у, который, 
въ силу однородности уравневя, войхеть во всф члены въ одной и той же 
степени, получимъ уравнене (» — 1)-го порядка между 2 и х. 
Если это уравнене проивтегрируемъ и найдемъ 
8=$ (@, С, 0,..... 6,1), 
то обиуй интегралв даннаго уравненя получится изь уравнешя 


— о" * ау _ 
у—е или 8 = 


8, 
вводящаго еще одну произвольную постоянную, такь какь 
Чу = й зах + 0,. 

Примтрз. ` 


а 
ая — Ру = 0, гдь В. постоянное. ‚ 


> 


Полагая у = г" *, получимь 2 + - -й = 


42 
или +в и=0, 


1 
откуда 2+т вс 9 + =0, 4=#9 (0—2), 
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Га = О 42—68 (0--+0, 
уе" == 2“ с08# (© — 2) 
или У = 64 [608 #0 003 Кр -- т ЕО 9 т}; 
обозначая для краткости 
24 608 О — 0’, ей эт #0 = 0", 
получимъ {= С' соз #5 -+ С" яп йт. 
УП случая. Порядокъ уравненя 
Ре, 4..9 =0, 


можно понизить на одну единицу, если можно подобрать число # такъ, 
чтобы уравнеше схёлалось одиороднымъ относительно 2, когда будемъ 
считать у, у, У',.... воличествами измфревЁ соотвфтственно равныхъ 
я, в—} #2, относитвльно 2; иначе говоря, если при замфнЪ 
букав у, У, У",.... соотвётственно числами 45”, а,5” 1, @,1**,.... ве 
члены уравнешя бухуть одинаковой степеин относительно т. Тамя урав- 
нева ны вазовемв обобщенными однородными. 
Подстановка, дающая понижеше порядка, сл6дующая 


2 =, у-= 4" = м"; 


тогда я = (* -— „:) ви 


у" (“ (2= аи 92) "9 птд, 


что легко вывести съ помощью формуле 


При подстанове® вв даниое уравнеше выражен! у, 9’, у"... зам}- 
тимъ, что покзвательные множители сократатся, ‘велёдетые сказаннаго 
выше объ изыфреныяхь у, у', У’, -... относительно х или ©, и получится 
уравнеше между # и # того же порядка. т, какъ и данное, но не заклю- 
чающее въ себЪ независимой перем$нной $ а порядокъ такого уравне- 
я, какь извфетно, можно понизить на единицу. 


Птимтро. фу" = (у — 2); 


позоживь 9 _ у = а". у’ — вл”, у" = а," 6 
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находимъ а." 1 — (а— в 2") 
дЬлая в +1 = 3, находимъ в — 1. 
Полагая 7—6, у 2, находимъ 


уравнеше (1) приметь видъ 
В Фа ®) 
(= + * 
& ПОлОЖИВЪ Е = #, найдемъ 


52% +2) = „ 


[ 
АВ 


отвуда или р=0 ви 5+) = 


Изъ перваго получается 2 = 0, у= Сл; это частное рышеше урав- 
нешя (1) съ одною произвольною постоянною; изъ второго 


5+ =р 


зинейнаго относительно р, получимъ 


р=ь+ 08, 
т, е Ч ьн С, # = “_. 
Ь-+ 08 
= ее 
откуда С. —=9(б+в ), ео 


у=#4 ве] — общее рышеше. 


Найденное выше частное рыпене получится изъ общаго, при С" —0. 


Линейныя уравнен{я. 


$ 10. Общы свойства линейныхь уравяенш. Линейныя уравнешя со- 
ставляють самый важный классв дифференшальныхь уравиешй не только 
‚потому, что чаще другихъ встрчаются въ приложешяхь, но и потому, 
что теории ихь лучне другихь разработана. 

Самымь замфчательнымь свойствомь линейныхь уравнев нужно 
считать то, что общее ихь рышеше можно найти по извфстиому числу 
частныть рышенй. Оноси лежить въ основ всей ихъ теор. 
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Обпий видъ линейнаго уравнеша порядка и есть 
Ду Де-о + Ау Ау Р, 


гЬ у обозначаетв пронаводную порядка # оть уно 2, 4, 4, Д,,.. А У— 
данныя функц оть 2. Когда Г -=0, уравневе называется уравнещемъ, 
безь послпдняю члена и будеть однородно относительно у и его произ- 
водныхь. Коэффищенть А, при производной нысваго порядка можно 
принять равным единицф, такъ какь всё члены уравненя можно раз- 
дЬлить на этоть коэффищенть. Ноэтому въ дальньйшемъ будемъ писать 
линейное уравнеше вЪ видЬ 


у Дуо + А +... Ау Ау =УИ (1 

и раземотримъ сперва урявнене безъ послЬдняго члена 
9 -- Чо Де. Ну 4, =0. {2) 
Теорема 1. Если у, есть частное рьшеше уравненая (2), то С. у, 
адъ С, постояниое, есть также рльшене уравнения (2). (Во воеиъ изслф- 


дованы мы будемв исключать очевидное частное рёшеве у — 0). Для 
доказательства, подставляемь въ уравнеше (2) у— Су, и находимъ 


Су Ао. + Ау, + 44} =0, 


потому что, но условно, у, есть рёнеше уравневя, что и доказываеть 
теорему. . 
Теорема П. Если у, уь.... 1, — Фшеня уравнемя (2), то и 
у: НУ, +... + также будеть рэышещемз ет, 
Для доказательства подставляемъ въ уравненше (2) у=у,-+у,-+...-Ну, 
и находимъ, замфчая, что у == у у, +... У, 
о ду деи + Ани) + 


о д А+ 4) | о. 
=0, 


и А+ 4. Ау + Ам) 


потому что, мб условёю, сумма членовь каждой строки отдьльно равна 
нулю, что и требовалось доказать. . | 
Сльдстве теоремь Ти П. Если у,, У,,.... у. ртыиенщя уравнемя (2), 


= у = би + бу, + + бу. {3) 


ть С, 0..0, проазвольныя постоянныя, будетв также рыпенемъ 
уравненит (2). 
Рышешя у, У» =.. у» называются независимыми если они не связаны 
някакимь уравнешемъ веда 
ву, + 6,9, +... 4, уз + аку, = 0, (4) 


ф0,@„..а, камя-нибудь постоянные, неравныя нулю одновременно. 
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Теорема ПТ. Еели у,, У, --. Ч, независимыя‘ршешя уравненая (2), 
то формула (5) даеть самое общее ‘рышеме или общёй интераль 
уравненя (2), иными словами, общее рлышеще уравненя (2) выражается 
черезз в независимыхь ею 'уъшенй линейною и однородною функиею 
относштельно в произвольныхь постоянныхе С’, (,, .... С. 

Докажемъ сперва, что теорема справедлива при я = 1. Возьмемъ ли- 
нейное уравнеше перваго порядка 


у+ду= о. (5) 
Положимъ, что у, есть частное его рыпеше, т. е., 410 
у, + Ад, = 0. (6) 
Обозначая черазъ у любое рёшеше уравнешя (5), имфенв изъ (5) и (6) 
, 
у р ‚т.е. (уу) = (9у,): 9у=9у, +9 С, 


гдз С, постоянное; отсюда у == С\у,, зто и докавываеть теорему И для 
® = 1, 

Теперь покажемъ, что если допустимь справедлизость теоремы для 
уравненя (я — 1)-го порядка, то она будеть справедлива и для урав- 
нешя порядка м. ВыфстВ св вышесказаннымь объ уравневи перваго 
порядка этого будеть достаточно для доказательства справедяивости те- 
оремы при всякомъ в. Пусть у,, У, ... У, 9, будуть в независимыхь 
рьшени уравненя (2), и узкое угодно рёшене того же уравнешя. 
Полагая у = у,2, находимъ 

УУн + у, 
у я Зуй + у, 
уе еее иена {®) 


Ув о -” кра 5— ину. 


Подставляя въ данное уравнеше (2), замбчаемь что коэффищенть 
п 
ри, У. А, И + ....- А, + Ау, 


равенъ мулю, потому что у, есть рёшенюе уравнешя (2), и находимъ, 
по раздлеши вефхь членовъ на у,, что д будеть удовлетворять уравие- 


ню 2 Во Ву. +В, =0, 
тдЬ В,, В, .... В„-: извфотиыа функщи оть х. Полагая 2' = [9 =и 


находимъ, что м будеть удовлетворять линейному уравнение ® — 3-го 
порадка эВ +..+ В, 140. (т) 


Это уравнеше имфетв (я — 1) извфстиыхь намъ частныхь рыпеняй, 


4). (6... =.=@. © 
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такъ какъ въ формул # =(#) подъ у можно подразумфвать любое р%- 
шене уравнения (2), зу,, У, -.- У» По условно, ему удовлетворяють. , 
Между рёшешями (8) не можеть быть зависимостн вида 

ви, + аи, + .... аи, = 0, 


ТА 4, @,...а, постоянныя, потому что, допустив® такую зависимость, 


.е (*-) ГАУ у.’ 
а, =} =} +... "| =0. 
у, «(#) =а.(*) , 


интегрировашемь получили бы, обозначая черезь а, новую постоянную, 


а, ча, Та * 

У Е МЕЛ 
что противорёчить условию независимости рышенй у,, у,, .... У. Итакъ, 
#,, м, ....П,_| нозависимыя рышешя уравнешя (7); допуская справедли- 
вость теоремы Ш для уравненя (#—1)-го порядка, находнмъ, что любое 
рышеше уравневя (7) представится въ видь 


в, =0, т.е. 4.9, Наум, -+....-налу,=0, 


# = Си, - О, +... Синь 


тдё С, С, -. С, постоянныя, сифдовательно, 


у \' (*) (*)' (#.): 

= 0: С. 6. В 

(#) 9, "и а] 
натрий получимь, что любое рёщене уравнешя (2) представится 
въ форм 


У = Ош, + бу, +... + 0.9. 
тд С,, О... С, поетоянныя, что и дозазываетв теорему Ш хля урав- 
неня порядка #. 
Замъчане. Подстановка . 
й . 
= за, # =, т. в. „= (2 ) или =, | м4 


й 


хоторую мы здесь примфняли, можетв быть приложена и къ уравнению 
У Ао Ау АТ {1) 


съ послфднимъ зленомъ. Преобразованное уравнеше, которому будетъ 
удовлетворать и, имфеть въ этомь случаф видь 


зе-9 + Ви" +... +... 4 Ва = - В (3) 
О 


тд В,; В, ... В» а имзють тая же значеня, какъ въ уравнени (7), 
а дълитель у, во второй части является, при раздфлеви вефхъ членовъ 
преобразованнаго уравневя на коэффищенть при 2“ или м“. рав- 
ный у,; какъ видно изъ формуль (). 

На основаши этого замфчашя, можемь высказать слёдующую теорему. 
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Теорема ТТ. Порядокь линейноло уравненя (1) можно понизить на 
одну единицу, зная одко частное ъщене у, уравненмя (2) (безь то- 
‘елюдняю члена), ‘подетановкою у—=у, И их, и новое уравненде порядка 
(и—1), служащее для опредълешя и, будеть такоюе зинеаное. 

Примфняя эту теорему къ линейному уравненню 2-го порядка и при- 
поминая, что линейное уравнеше 1-го порядка интегрируется въ квадра- 
турахь, получаемь такую теорему: 

Линейное уравнече 2-10 порядка изиперируется в квадратурать, 
если извпетно частное фтонене соотвтииствующио уравненёя безь по- 
слъднаю члена. я й 

Принт. +в =х. (а) 


3—0 удовлетворяеть у — х. Полагая 


== м, 
найдемъ Уи + | м у’ — ли + и; 


подставивъ въ’ (а), находимъ 


Уравненю у” — х 98 


® 1 
Ро 


ин-=, 
= @& 
интегрируя, получимъ 
Со & 1 
и = с: = [мь = 7" т еще + Са. 


*Теорема У. Услове, необходимое и достаиточное для независимости 
ришен У, Уз, „о. У» бостоШть 65 том5, чтобы опредълитель 


о нь 
АЕ, Уно У © 
КЕ Зе 
. ый ры ый (. .. 1 


не быль фавень нулю. 

Доказательство. Положниъ, что между у, У, ... у, есть линейная 
завясимость . 

ау: - ау, +. + аду, = 0, 
тдВ @,, а, ....@, постоянныя, не равных нулю одновременно. Положимъ 
напр. а, не = 0; выражая у, черезь у, У,, .... У..: И подставляя вЪ вы- 
ражеше опрелфлителя А, найдемъ 
У сы Ч а че, 


А=| 91) 9) ее Уыь аи ад) нау 


. 9 м и и То : 
а оные есь ан” она" ча 
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По извфстному свойству опредфлителей, получаемь 
А—0, 
слфдовательно, если у„, У, ... у, зависимы, то опредфлитель (В ра 
венъ нулю, 
Обратно, если А = 0, тоу,, у,,...у, связаны линейною зависимостью. 
Въ самомъ ДЬЛЬ, услове А —=0 обозначаеть, что у, есть рЬтене линей- 
наго уравнешя (я—1)-го порядка 


9 У, 9,2 

о 
НОЯ |0 в) 
о, т, ве 


в которомъ = обозначаетв неизвфстную функнио. 

(Чтобы увидёть, что (1) есть линейное уравнеше (я—1)-го порадка, 
стоять только разложить опредфлитель поэлементам» послФдняго столбца). 

Этому же уравнешю, очевидно, удовлетворяютВ у,, У, -... Уж, ПОТОМУ 
что при 2 = у, два столбца опредфлителя дфлаются равными и опредф- 
литель обращается въ 0. Ршеня У,, У,, .... У»: можно считать незави- 
симыми, иначе теоряма была бы уже доказана; 8 тогда, по теорем$ Н-ой, 
3, есть лянейная функшя отв у,, У,,...У», ЧТо и доказываетв теорему У. 

Теорема УТ. Если У есть частное ръшеше уравнемя съ посльд- 
нимь членом: 

3 -- Ао А+... +- Ау, (1) 
это самое общее ею фъшене будеть 
у = У Су, + Оу, + -. + 04. 

5% С, С» .... С, произвольный постоянных, а У, Ух .... У, независимыя 
юшешя уравненя безв послюдняю члена 


4+ А. + Ау = 0. (2) 
Вь самомъ дёлЪ, положив у=У-+1 и подставляя въ (1), находнмъ 
1 Аа”... + Ад У®- д, Ут... + 47] =, 
а тавъ кавь У есть рынеше уравнены (1), то для опредфлеша 1) полу- 
чатъ Але +... Ад 0, 
отвуда 1 = Су, + С/у, +... + Ол» что и доказываеть теорему. 


Мы увидимъ на примфрахь, что во многих случаяхв частное рёше- 
ше У уравнешя (1) легко найти по способу неопредфленныхь коэффи- 
нентовъ, но, не прибфгая къ. этому средству, можно повазвть, что инте- 
грироваше уравнен:я съ послёднимъ членомь всегда приводится къ инте- 
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трированйю уранненя безъ послФдняго члена и къ квадратурамь, при 
помощи такъ называемаго ся0с0ба #3 иъненя произвольныхь постоянных. 


$ 11. Способъ изнйненя произвольныхь постоянныхъ. Возьмемъ вы- 
ралено у = бу, + С, +... +0, {@) 

которое, при постоянныхь С,, О.,...С„ удовлетворяеть уравнению 
У Ао А... + Ау=о (2) 


и, разсматривая теперь С„ С,, ...С, какь функщи отъ х, постараенся 
опредфлить эти функщши такъ, чтобы вырежеше (а) удовлетворяло урав- 


воно + Ао + А... + 4УЕТ. а) 
Имфя въ своемъ распоряжени # функц и ливзь одно уравнеще, ко- 
торому надо удовлетворить, мы можемъ подчинить эти # функцй: еще 
з—1 условшиъ, при выполнен которыхъ, производныя 
У", о, 
при перемтнныхь С, С„...С„ будуть имфть тоть же видъ, какой онЪ 
имфли, при постоянные С’, С„,...С„ Дия этого надо вв выраженяхь 


каждой изъ этихв производныхь приравнять нулю совокупность членов, 
зависящихь оть изибнешя С’, С,...С,. Такимв образом будемь инфть 


= буи Си... + 94, 
о Оу", (4) 


и = бу бу" +... 
‚при условихь 
{ УС - у. ... и, 01= 0, 


уе, : (в) 
|" ®О р-н уе-вОу +... + 990 = 0. 
Нроизводная порядка я выразится тогда формулою 
9 = Оу Оу +... + бум 
9 + уу +... + УЭС. (3) 


Нодставляя выражешя у, 9, У',... у” въ уравненше (1) и припомнизя, 
что 9, У»... У, удозлетворяють уравненно безъ послфдняго члена (2), 


изходимь послфдиее услеше, которому должны удо рать производ- 
ныя неизвфетныхь фунещй (,, С,...0., а имемио: - 
у. "9, 3- у,°—2 4, + --уе-9С/ 5 Т, С] 


Изв системы. уравненй (в) и (4), опредфлитель которой, при. неза- 
висимости рен у,, у,...у, не равенъ нулю, находимъ выражешя 


С'', Си, ...0С.!, въ видь извъетныхь функц оть х, 
С, =, @), © = $, @), ... ОУ =, @ 
отсюда, при помощи квадратурь, изходимъ 


©= ев, с, 4х сы, = 9. вв. 


тдВ с,, ©» ...с, произвольныя постоянных. Подставляя полученныя та- 
БИМЪ Образомь выражешя С’,, С,,...С, въ формулу (а), находимъ общее 
шее уравненя (1). 

Итакъ, увщене самазо обииио линейнозо уравненя в-1о порядка при- 
водится кз фозысканю п мезависимыть частныхь ризщенй уравнешя 
безь послпднаю члена и къ квадратурамь. 

Разсмотримъ теперь случаи, когда розыскаше частныхь рышенйй урав- 
нешя безъ послёдняго члена особенно просто. 


$ 12. Линейныя ураннешя 6ъ постоянными коовфитфентоми и нриво- 
ДяиЦася вЪ винъ. 
1. Положимъ, что въ уравнент 
В А+... + АуЕР (1) 
коэффишенты 4, 4,...А, числа постоянныя. Въ этомь случаф, розы- 
скаше частныхь рышен! уравненя 
А Ао... + Ау=о {2) 
приводится къ рышению элгебраическаго уравнешя я-0й степени. Чтобы 
въ этомъ убфдиться, полагаемъ въ уравнент (2) у= ее", гдё & не- 
известная постоянная, и постараемся опредёлить ее такъ, чтобы урав- 
неше (2) удовлетворилось. Замёчая, что 
м, у а, ... у Ре, 
найдемь, по уравнешю (2), 
в (4 + Аа... +4, =0, 
откуда и заключаемъ, что у-==е” удовлетаоряеть уравнению (2), если # 
есть корень ‘уравнешя 
Ам А+... +4, =60, {3) 
получаенаго изъ уравнены (2) замёною у” черевъ 1”. . 
Уравнеше (3) называють характеристическиме для даннаго уравне- 
ия (1). 
Если уравнеше (3) инфетв я различвыхь корней %,, ,,...й„ то 6у- 
деиф иныъ м частныхь рёшенй ур. (2) 
ея, уе, у. 6; 
ренешя эти, кавъ легко убЪдиться, независимы, и обный интеграль 
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уравненая (2) будеть 
у = бей + С, +... + СА. 


Еели въ числЬ корней #,, й,,....й, есть мнимый корень, напр. 
№, =а-+ ®, то, при вещественныхь коэффишентахь 4, 4,,... 4„, бу- 
деть и другой #, =а — В, съ нимь сопряженный; вифсто двухъ мни- 
мыхЪ рышенй вв = и в«-№= можно ввестн другя два, вешествен- 
ныя, пользуясь теоремами Ги П, а именно 


ее-+- = + (= м ны 
— 5 е 5 ее 603 Вх 

ы се ® да Вд = ве св 
——--- ет 5: в5= зт Во. 
% 2 " 


Если ур. (3) имфетв равные корни, то число независимыхь рышен!й, 
даваемыхь формулою у==е*", будеть меньше 9; но легко убфдиться, что 
когда уравнеше 


$ = А А+... ++, =0 {3) 
иыфеть 7 равныхь ворней #, =й, =...=4, то уравнене (2) будеть 
инфть 2 независимыхь рёшенй ©", ден", длеет,... детеь", таБЪ что и 


вЪ этомъ случаБ будемь иыфть ® независимыхь рфвэны уравнен!я (2). 
Чтобы убфдиться вв этомъ, обозначим для Ераткости символомь р (4%) 
первую часть уравнены (2), т. е. 


р 
р + ИЕ 


тогда ур. (2) напишется въ видЁ 


р =5; | (2) 


въ симзоль Р(у) у можеть обозвачать какую угодно функцио оть 2; 


преднолагая, что у есть функшя оть двухь независимыхь перенфнныхь 
жи А, замфтимъ, что 
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а переставляя порядокь дифференцировашй, находинъ 
г} =) = 
Е 9" 
= 4 ро. +4, #9 (), 
что и бов доказать. 
Принфняя сказанное къ функц у — е^*, находиыъ 
9"Р (= ) _ 


о" 


4" Е 


3) = 2 (2"е”, (4) 


причемъ 
Ве, а оф = Ааа... 


Полагая въ формул (4) т=0, 1, 2, 3,...Ё—1, находимъ 
В = 2 "т @, 
Ре") = ое ме Фе) 


о 2 ризы 2 ®, 


ве пая неа. 


Если й, есть корень кратности { уравнешя ф(Ё) = 0, то 
$) =0, 9) =0, 9") =0,... =, 


откуда 2 (=) =0, Бе) =0,... рем) =0, 


т. ©. 22, де",... 2-16" будуть рыпешя уравнены (9) =0, ч0 и 
требовалось доказать. 

Зампчаще. Въ случаф #=2, услоше независимости рёшешй у, иу, 
сводится въ тому, чтобы отиошеше Е не равнялось постоянному числу, 
а было функщею оть 2. Въ самоиъ дЁлВ, если я. «Ев, гдВ а постоян- 
ное, 10 у, — ву, = 0 и у, и 9, зависимыя рёшены; обратно, если 
ву, + @,9, — 0, 10 


в. . 
4. = Л — @у,, ги в постоявная. 


Приложимъ теперь все изложенное къ частнымь примфраиъ. 
„Примеры. 


И зи 2. ` | 
Возьмемъ уравнеше У Зи —0. @) 


К, Посев. Дифферевц. в китегрильм. нечкелени, 32 
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Полагая у == е^, попучииь 
т — 3#+2=0, & 
„=, у = 


обиый интеграль уравневя (2) будеть 
у = Се" + 0,2*, 
ТАБ Оги С, постоянныя. 
Разсматривая 0, и С, кавъ функщи оть +, опредёляемь ихъ’ изъ 
условё! 
иби +, С, =0, в! 6-0, } 
| уиси-на! О, =, би зе Г 
откуда иен, би -- те“; 
интегрируя, получикь 


в.=- = ета не, НЫ 2-е, 


с, - [2 е-= ар не, = Те #1 +, 
и, слёдовательно, общ нитеграть ры {1} будеть 
° : „11а. 3 7 
уе енот 22-т. 


ВиЪсто того, чтобы примфнять методу изифненя произвольныхьв по- 
стоявныхъ, можно искать частное рёшеше даянаго уравненя (1) в, при- 
бавинъ къ этому р8ёвеню общее рёвеше уравнешя бевъ послЁдняго 
члена, найти и общее рёпеше даннаго уравнешя. 

Чтобы найти частное рпеше уравнешя (1), полагаемв 


у = аа + ес, {3) 
тд а, $, с неопредёленныя постоянныя; подставляя вз данное уравне- 
Не ПОЛУЧИМ 00 бар — 3+ Эа" -Н ЖЕ %=27; 


это равенство должно быть тождествомъ, если выражене (3) ‚удовлетво- 
ряеть данному уранненио; отсюда слёдуютв уравневя 


2а=1; 26 — 6в=0; 2 — 35+ %=0, 


дающя 
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а елфдовательно, обиуй интеграль будеть 


73 7 
у ое" + с + + 5+ 1 


, 
какъ и было изйдено выше. 

2) у 2. @) 
Составлия характеристическое уравнене 

#—4+4=0, 

видим, что оно имЪеть два корня, равные 2. ОлЪдовательно, частныя 
рьшевя уравненя ибн (2) 
будуть Я: = 6”, У, = 26, 


з общий интеграль 9—2, + бд. 


Разсматривая С, иС, какь функщи оть 2, опредфляенъ ихь изв условий 
еб! 2“, =0; 320, + (1 2%) "0, = 6 
или С/- 50, =0; э6/-+ {1+ 25) С, =1. 


Отсюда д 
С=-Ьа, С = бу = фу че, С=вч+е,. 


Общий интеграль даннаго уравненя будеть 


2 
Въ этомь приифр также легко составить общий интеграль по одному 
частному рЫшенйо. 
Положивь въ данномв урзвнеши у — 27е** гдф а неопредфленная 
постолмиая, получимь 
у’ = 6 {2аз* + 22}; у’ = 2 Чат + Зах + 2а}; 


а 
я = (°. еж 5) е=. 


подставляя въ данное уравнене, находимв 
1 

2 
а слфдовательно, общий интегралъ будеть 


1 
Те", 


2а —=1, а= 


1 
= ее (с, + с}, 


хакь и было найдено другимъ путемъ. 
Замичане. Частное рынеше даннаго уравненя нельзя было искать’ 
въ фориь ве” или хе”, 


потому что всь функши этой формы удовлетворяють уравнению {2), какъ 
3 


показываеть интеграль этого уравневя, а потому не могуть удовлетво- 
рать данному уравненю. 
3) у ту = 6032. (1) 


Здьсь харвктеристическое уравневе, &* + я’ = 0, имфеть мнимые корни 
ВЕРИТ Еву Е 
вещественныя рфвзешя уравненя 
у" ту =о {2) 


будуть в не* и 


ии у, == 608 #5, У, = эт та. 


Общуй интеграль уравнены (2), 
у = (, 5х + С, этих. 


Чтобы получить общуй интеграль уравневя (1), считаень С; и С, 
функщямв отъ х и подчиняемъ ихъ уеЛовямъ 


603 по С! -- зв та 0, =0; — пяти С! -+ п 05 пх 0! = 060$ Я. 


Рёьтшая эти уравнешя, находимъ 


605 $ т их 603 $ 605 1х 
С, я: с, и: 
ннтегрируя, получемъ 
6. =— Г оова вина ен с= $ Дона овть а +6, 
или 
р В 
сэ теч аа+ [вв ош] += 
1 [Дт +2, 8 ®— ПИ? 
55| #+1 в—1 


в О 


1 и 12. 88 (#—1) < 
2% В+ п—1 = 6. 


Эти формулы предподагають я не = Ё; при » = 1. получимъ 


+=, 


1 Е. 1 
0: = 46822 +6; 0, = 19 29 + зе, 


Слфдовательно, при вне = |, общуй интеграль даннаго уравнешн бухеть 
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У = с, 605 по + с, в их + 


[ео ове нее а а] 


2в в-+1 
1 [608 #5 608 (в — 1 х-+ эт прот (п— Ох 
2% ®—1 


ини, по упрощения, 
. 608%. 
У — с, 0051 + сузт ни + Г 


при я == 1, найдемь 


В 1 1 
ус, с08 2 + стр + 1608 д + утят 


1 
или, соединял с; 6037 + 4 6082 въ одинъ членъ, 
. 1. 
У 708 + с, зта + уязтх. 
Въ этомь прим рф, какъ и въ предыдущихь, ножно было бы соста- 
вить обний интеграль даннаго уравнешя 
у" + #14 = 6055, (1) 
на основани теоремы УТ, съ помощью частнаго рышешя этого уравне- 
вя и общаго интеграла уравнензя безь послфяняго члена. Для получе- 
ня частнаго рыненя, полагаенъ 
у = я 0085 + Взтх, 
гдБ а и В неопредленныя постоянныя; подставляя въ данное уравнеше, 
легко найдемъ 1 све. 
0 тор Уи 
при я = 1, частное рен надо искать въ другой формЪ, а именно 
и У = 22 6052 -+ Ве зт т, 


потому что, при ®=1, всякое выражеще вида 

у = «03 х + Вт 
‘удовлетворяетв уравнение безъ послёднаго члена 

уу =о 
и не можеть удовлетворить данному. 
4) Найти общий интеграль уравненя 
у" — бу + цу == (а) 

Беремь уравнеше безь послфднаго члена 


у" — + НУ = 6. (5) 
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Полагая у == #*, находиыъ 
Ив ИЕ—6=0, В ЕЪЬЕа =: 
общёй интеграль уравнена (в) будеть 
у = Че Сет + 0,6 + У, 
тдь У-частное рёшеше того же уравнешя. 


Чтобы найти такое рышене, полагаемъ въ уравнеши (а) у=ат-н 8 
и находныь 119 — 6 (22 + В) = =, откуда 
. и О: 
=-в, В 36 7=-57— 36° 


П. Интегрироваше уравнешй вида ‘ 


(ан бт -ь д, (вр бут уе +... 4.1 (ар + Бу Алу =: У, 


18 А, 4А,...4,, аи 6 постоянныя, приводится къ интегрировано 
уравненшя съ постоянными‘ хоэффищентами подстановкою 


а += 6. 
Въ самомъ дЬлё, ивъ этого уравненя имфемъ 
её 9 „_ ны [9 
а, ие" аш 
Фу" у 24 
у" -. а 5 я + итд 


При подствновхв въ данное уравнеше, показательный множитель сокра- 
тится, и получится линейное уравнене съ постоянными коэффитентами. 


Прими. у" ну +у=1. 
Частное рынеше этого уравнен!я, очевидно, есть Г= 1. Остается найти 
общуй интеграль уравнешя 
уг-- лу +у = 0. 
Полагая х= 6, найдемь 


Фу . 
ж1т=0 оттуда у = С: р С, в Е 


сл8довательно. общий интеграль предаожениаго. уравнен!я будеть 
У = С, оз (192) + С,  Пуз) +1 


Обыкновенныя совокунныя дифференщальныя 
уравневя. 
$ 13. 1. Зайыемся теперь вопросами, въ которыхь требуется найти 
НЪевольво. неизвстныхь функЙ оть одной независимой перемнной, 
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удовлетворяющихь данной системь совокуяныхь дифференщальныть 
уравнений, число которыхь равно числу неизввстныхь функций, 

Тазсмотримъ сперва систему уравнеый перваго. порядка, причемъ 
будемъ преднолагать, что всф уравненя системы рётены относительно 
производныхь неизнфотныхь функ, такъ что общий видь разематри- 
вземыхь системь будеть 


4 [2 а [г 
& = Х, & У, & 2... 9 и, п) 
гдБ { обозначаеть независимую перемённую, х, у, д,..... и"— неизв ёстныя 


фунщи оть #, в Х, У, &,..... С’—ланныя функши оть $, 2, у, 2,....- и. 
Число уравнены, рааное числу неизвфетныхъ фунецуй, обозначимъ черезъ #. 

Предложимъ себф найти фунещи я, у, 2,..... и, удовлетворяющия дан- 
ной систенв (Г) и принимаюния при данномъ звачеши независимаго пе- 
ремфннаго $ =, заданныя значешя 


=2, У=% 2=4..... # =. 


Не трудно убфдиться, что поставленными условями искомыя функши 
вполнЪ опредёляются. 

Въ самомь дфлЬ, съ помощью данной системы уравнейй мы можемь 
выразить производныя какого угодно порядка неизнфстныхь фунещи 
функщями извфотнаго вида оть $, 2, У, 2,..... и. Для достижевя зтой 
цфли поступаемъ слёдующимь образомъ. Беремъ первое уравнеше дан- 
вой системы 


ах 
ХР ву а... 4), а) 
тдЪ }, функшя извъестнаго вида оть перемнныхь в, х, у, 2,..... и, и 
днфференцируемъ его по #, тогда найдень 
Фа _ 07, , 9, 2 , 97, 4 97, аи 
вт ш +” в & 
Подставляя сюда на мфсто 
% 9 4 
@&’ 1’ ``" @ 
ихъ выражеши ивъ данной системы, получимь результать вида 
47% 


22а уь.....4), © 


гдф /, будеть также извфетная функ оть перемфнныхъ #, 2, у, 2,..... и. 
Поступая съ полученнымь уравнешемт (2) такъ же какь съ (1), найдемь 
4% 
ЕЛА му а...) (8) 


и можемъ такимъ обравомь найти выраженши вофхъ послфдовательныхь 
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вроизкодныхь . 
ыы 9 Фт @ реа 
И ы Я, 
ВЪ видф извъетныхь фунеш оть & 2, У, 2,..... и. 
Полагая затёыъ =, &=%, У=У,..... # = и„ найдемъ значе- 


вия этихъ ироизводныхь для $=—#, которыя обозначимь черезъ 
2, 3", то",..... ж”,:.... 


з затВыъ, при помощи Тэйлоровой формулы 


п 
ааа + зы... 
можемь вычислить звачеше х для какого угодно визченя #, достаточно 
близкаго въ 

Все сказанное о функшв х приифняется, конечно, и въ другимъ не- 
извфстнымь функщамъь у, д,..... =, откуда мы и заключаемь, что вез 
эти функшя внолнЪ опрадфляются данною системою уравненйй (1) и на- 
чальными ихъ значешями при ё —,- 

Изложенный выше процессь, хотя и можеть быть примёнень для 
розыскашя неизвфетныхь функ, удовлетворяющихь данной систем 
совокупныхь уравневй перваго порядка, но, будучи оенованъ на упо- 
треблени' безконечныхь рядовъ, приложене которыхь обусловлено ихъ 
сходимостью, и требуюний суимировашя этихь рядовъ, есяи желаемъ 
получить рёшашя данной систены въ конечномъ видЪ, сопражень со мно- 
гимн пеудобстеами. Вселёдстве этого желательно найти друге способы 
дла рёшетшя вопроса. 

ЗаыЪтинъ пражде всёго, что вопрось о нахождены неизвфетныхь 
функций, удовлетворяюцщихь данной системы совокупныхь уравненй и 
упомянутымь ныше начальнымь усяовымъ, можно считать конченнымъ, 
когда найдена будеть система уравненй` вида 


Рам у, а,..... ч, С, С,..... 6.) =0, 
Ру, 2...... и, 0, 0„.....0)=0, 


(п) 
В, (1.5.9.8... 6,6, бо, 
тв 0, С,,.....0, обозначають я произвольныхь постоянныхь, обла- 
даютая сяфдующими свойстваиий: 
1) Система (П), будучи рынена относительно х, ия нь, и, даеть 


для`Этихъ величин таыя функиди оть р `С, С,-....0„, воторыя удо- 
влетворяють данной системе (1), и 


2) система (Ц) допускаеть рышеше относительно С, (,,..... с. 
т. в. ве постоянных С, С,,..... С, не могуть быть исключены изъ ® 


‘уранвенй сислемы. (П). 
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Въ самомъ дЬлЪ, при этихь услошяхь можно опредфиить постоян- 
ныя С, С, - .С„ тавъ, чтобы функщи 2, у, #,..... и, опредфляемыя 
изъ уравненй (Н), принимали при #==й заранфе заданныя значешя 


#—1, У=У».....ю =; для этого надо рываить систему (П) отно- 
сительно постоявныхь и въ полученныя выражешя 
С. =, в у,в,.....9), 
о рь.. 9, о 
С =Ф,. (ву ,.....) | 
подетавить #=#, =, У-уь -.... и=—= и; полученныя значеня 
С, С,,..... С, и будуть требуемыя. 


Система (П)}, обладающая вышеупомянутыми ‘свойствами, называется 
системою общихь иниперальныхь уравнении: данной системы дифферон- 
щальныхь уравненй. Она даетв безчисленное иножество системь частных 
рыпенйй данной системы уравнен!, при различныхь частныхь значеняхь 
произвольныхь постоянныхь. Замфтимъ, что кромВ всфхЪ этихь системь 
частныхъ рёшешй могутв существовать еще такь называемыя особенныя 
рёненя, не получающфяея изъ системы общихь рышенй, при постоян- 
ныхь (,, С,,.....Оь; но мы не будемъ здфсь останавливаться на розы- 
скаши этихь особенныхь рышев!; подь интегрировашемъ двнной системы 
совокупныхь урзвнен! будемъ подразумфвать розыскан!е системы общихь 
интегральныхь уравненй. 

Вопросъ объ интегрировани сиетемы # совокупныхь уравненй цер- 
_ваго порядка, вообще говоря, приводится къ интегрированю одного урав- 
неныя я-го порядка съ двумя перемфнными; въ частныхь случаяхь во- 
просъ можеть свестись къ послёдовательному интегрировавню нфсколь- 
кихь уравненй низшаго порядка. 

Чтобы это показать, составляемъ, какъ было показано, при помощи 
дифференнирован , уравненя 

рб вьи...-. 


4х 
ай ВФ... и), 


... (ГУ) 


ры : 
ат = Ка @, 2, у, 2, 


8 . 
= А ьуя,.... 9), } 


рышаемъ первыя (в— 1) уравненй этой ‘системы относительно (в— 1) 
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нензвветныхь у, #,....- и и, получивъ выражешя 
4% @з @12\ | 
У=Ф: (. 2, пр’. а * 


(У) 


подставляемь ихь въ послфднее уравнене системы (ТУ). Въ разультать 
получимь нфкоторое дифференщальное уравнеше я—го порядка съ двумя 
перем$нныки 


4" 4 @—1 
Е [и 
Ивтегрируя это уравнене, находимь изъ общаго его внтеграла 
#=Р, (6 0, Сь..... 6.» @) 
18 О, С,..... С, произвольныя ностоянныя, з составляя по этому 
выражению производныя 
9% Фх мы: 
а’ а’ ат 
и подставляя ихъ въ систему (У), находимъ 
у=Р, (&, ©, С, (2) 
2 =Р, (6, С, 0, (3) 
в =Р, (6, С, С, (=) 


Уравнешыя (1), (2)...... (п) и дають систему общихь интегральныхь 
уравненй данной системы дифференщальныхь уравнений. 

Мы предположили, что первыя (п — 1} уравненёй системы (ТУ) до- 
пускають рвюше относительно у, #,..:.. в; ВЪ частныхь случаяхь, всЪ 
эти перемфнныя могуть исключиться изъ (я— 1) или даже меныпаго 
числа уравненй системы (ТУ), и для опредфлешя я получится уравне- 
вые порядка (и—1) или еще низтаго. Проинтегрировавъ это уравнеше, 
мы можемъь восиользоваться полученнымъ резульгатомь для приведен 
данной системы дифференшальныхь уравненй къ другой, съ менынимъ 
числомь неизвфотныхь, которую и трактуемт по предыдущему. Пояснимъ 
все сказанное примЪрами. ° 
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Прамтры. 
1) Положимь, что дана система уравнен!й 


% =. р 
и ет-У-Ь 


9 — —8 Р м 
Дифференцируя первое, получимъ 
Фх _ 9 а 
в тити ть 
откуда, на основаши данной системы, 
@ 
Че Еачу чья ЗЕ = 22 —у+3- 1. 
Ртая первое уравнеше давной систены относительно у, находимъ 
ат 
=Ш-2- в (В) 
подставляя въ предыдущее, получаемъ 
р, 
В ии 
Интегрируя это линейное урзвнеше, найдемъ его общей нитеграль * 
ау а 4 = 
&=0,:е Е Де. 


С: Е че (В соотв 
оставляя др и, подставляя въ уравнеше (В), находамъ и твфт- 
ствующее значеню у, а имевно . 


1+5 
я 


ЕСИ с оу ое" 


2) Положимъ, что дана система 


4х 
ще ЗУ + 42 — 2—1, 
9 уе мб Инт, {Г 
42 _ : 
#= —уаня-ь 
Дифференцируя первое уравнеше и пользуясь двумя другими, находимъ 
2 4 4: ра 
А-З +4 баб = Пу+ 142 —10— ив (9) 
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дифференцируя еще разъ, получаемъ 


ой 
Е номе 10 11 = 33у+- 402 — 32 — 334. 
Ршаемьъ уравненя а 
деи — 2—3, 


уч: 48 — 10 —1ы 


относительно у и 2, получаень 


95 @5 
а тж -+Ь 
32 пу 
= ата и о 
и, подставляя въ уравнение (8), находимъ 
45 Фе ах 
а бт +Ид 9 =0 


Обпый интеграль этого уравнешя будеть 
#=Се +, + Ц," 
составляя 42, 4 › ан и подставляя въ формулы ($), находимь 
=, в зб, + 
= С, 64 — С, 6%. 


2 


(4) 


(1) 


(2) 
(3) 


бистема (1), |] и (3) и есть систежа общихь рышен!й уравненЁй дан- 


вой системы (1). 
3) Положимъ, что дана система 


ву 42 
ЕЕ ЦЕеЖь ДЕЯЧчУ. 
Изь вея выводимь 
ры 2 
Ее 


иереквнныя у и 2 исключаются ивъ двухь уравнений 
а 4 

&79+А ат = 27 +9+% 

и въ результат$ получаетсл 


4. 2 
р 


У 
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дифференщельное уравнеше второго порядка, общёй интеграль кото- 
раго есть 


2 = бе С,е. (1} 

Отсюда в = — 0:6" + 20,е*, 
8% _ ы к 
У=жф = - О — 206: —& (2) 


третье уравнеше данной системы дасть 


42 
== т + у= 30,6 —& 


% 
или & + 2 == 30,6%. 


Интегрируя это уравнеше перваго порядка, нолучимъ 


д = Се - Сем, (2) 
гдз С, новая постоянная, а по формул (5) 
у = — (б + Се -+ (,е. {3) 


Въ этомъ примфрф вопроеъ свелся къ интегрированю одного урав- 
нешя второго порядка и одного уравнешя перваго порядка.) 

2. Изложенный выше премъ иитегрированя системы уравневЁй пер- 
ваго порядка во многвхь случаяхь можеть быть упроценъ. Положим, 
что комбинируя уравневя данной систены, можемь изъ нихь вывести 
уравневе вида 


р =0 или @р, = 0, {1}. 


тд 4, (2, у 4....м) есть нфкоторая функщя оть перемфиныхь 
2, у, 2, ..: 4,  Урааненше (1) равносильно такому 
$: (®, 9, 2,4. №, 8) = С, гдБ С, —постояиная, 

Всякая функшя оть перемзнныхъ 2, У, 2, ....м, &, дифференщаль ко- 
торой обрашается въ нуль ВЪ силу уравнешй данной системы, иначе 
говоря, приводящаяся къ постоянному числу вслфретые данныхь зависи- 
мостей между перемзнными и ихь дифференцалани, называется ине 
зралом5 системы, Зная одинъ интеграль системы, имфемъ уравнеше 

Фе (2, У, в В = 0, 
изъ вотораго можемъ выразить одну изь невавфстныхь функций черезъ 
друмя (в — 1) нензвстныхь и одну постоянную С,. Подетавивъ это вы- 
ражене въ данную систему дифферанщальныхь уразиенй (1), мы умень- 
шимъ число неизвфстныхь и уравненй на одну единицу и саедемъ во- 
просъ къ интегрироваию новой системы съ (в — 1) неизвестными. Если 
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известны два интеграла системы 
$, уч, 9 = Оь $ (1,9, 9 = бь 


независимыхь другв оть друга, т. е. такихь, что ф, не есть фунешя оть 
фи» то ножемь д» неизвфстныя фуниши выразить въ остальныхь (#—2) 
ненавЪстныхь и постоянвыхь С, и С, и свести вопросъ къ интегриро- 
ванио системы съ (и—2) неизвЪстными, и т. д. 
Есяи извфстны ® независимыхь интерклое системы, т. е. ® урав- 
нешй вида 
$ ви --% 00, 


Фа (у, #2 и, в= = С, (2) 


Фы (в феи, В=5 
причемв ни одна изъ функшй ф, не есть фура остальныхь, то си- 
стема (1) будеть вполнф проинтегрирована, и обпия рвев!я ея получииъ, 
рьшая уравненя (1) относительно #, у, 2, .... и 


Примюрь. Дана система 


45 ву а 
#=9—^4 и=.-8 Ей-У . [69 


Складывая эти уравпешя, находииъ 
4, ау 42 о, 
ити те @ (уч) =0; зчун2=0С,. (1) 


Умножая ‘первое уравнеше систены на х, второе на у, третье ва 2 и 
складывая, получимь 
#-— 4 + 4 ^ 
Уж + м ото заини+о, 
откуда т-и+л=0,. (2) 
Такинъ образомь иыЗамъ два зиипеграле системы. 
Рьшая уравнешя (1) и (2) относительно у в 2, находимъ 


20, — 5 учи О т (а) 
и, занфчая, что (=, 
получи Зуи = (6, — (6,2); 
би =2(0, — 2) — (0—2) 
у—2= У, ©. @) 


Первое уравнеше данной системы даеть 


ии 
УЗ, У 


а 
или = {= — . 
у Ляе-нв 5" 
а м. 
Интегрироване функщи здфсь легко выполняется; # выражается черезъ 
ж, С, С, С, а слёдовательно 2 черезь & С, С„, С; уравнемя (а) 
дадуть затёмъ и выражешя у и д черезв & С, С,, С.. 

3. Приведеме системы уравнений высшить порядков» къ систем 
уравненй перволо порядка. 

Веякую систему уравнешй высвлихь порядковъ, въ которой число не- 
извфстимхь функций равно числу уравнешй, можно замфнить систеною 
уравнен!й перваго порядка, въ которой число неизвфстныхь функций 
также будеть равно числу неизвфетныхь функций. 

Положимъь, что дано я уравненй съ м неизвфстными функщями 
2, ур... и оть одной перемзнной #, и пусть производныя нанвысшихь 
порядковъ, входянуя въ данныя уравнен!я, будуть 


до, УК, ше, 


Присоединяемъ къ даннымь я уравнешяыъ еще ся$дуюция 
ат „в аи, 


в) 
20, 


разсматривая. 
2, 2, 88, У у, У, ай, в", п. 6 


Еакъ новыя неизвфстныя функции, замёчаемъ, что данныя уравнешя бу- 
дуть перваго порядка относительно 


20, 99, ... и, 
потому что 


е- ея , у Е ря ие == 


в получимь систему уравненй съ я й-+1+....+3) неизвфетными 
функщями, перваго порядка относительно всфхъ неизвфстныхъ; Число урав- 
вен систены будеть также равно (я +#-{-.... +3). Интегрироваше 
такой систены, какъ извфстно, приводится вообще въ интегрированио 
одиого уравнешя съ одвою неизвфстною, порядка (в-+#-+-1-+-.... + 5). 
и число произвольныхь постоянныхь въ общихъ рёшешяхь такой си- 
стемы равно (#1 +.... +8). 

Такъ нанримфръ, система трехъ уравнен второго порядка (таковы 
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будуть, между прочимъ, уравневшя механики) 


4% ах 4 & 
Чи (6 пм, а), 
Фу ах. ву 4 
ну: м, %), < 
@ 4% ау 4 
на, я) 


можеть быть замфнена системою шести уравненй перваго порядка 


(в) 
Е ржи 2.9, 2), 


Ее ЛУ, в #9, =) 


съ шестью нензвфстными функщями, и въ общихь рышешяхв системы 
будуть заключаться шесть произвольныхь постоянныхъ. 


Интегрироване уравненЁ въ чаетныхъ производных 
перваго порядка, линейныхъ относительно чаетныхъ 
производныхъ неизвзетной Фхункщи. 

$ 14. Ограничимея для простоты случаемь двухъ независимыхь пере- 


ыЗнныхь; все сказанное о немь легко обобщается на случай какого угодно 
чисяа независимыхь перемнныхъ. 


Положимъ, что дано уравневе 
42 92 
5 + У = 5, 1 
ду = 2, в) 
тд & неизьфотная фунетия оть двухь независимыхь перемёниыхь 2, У, 
а Х, У, 2 данныя функц ‘оть 2, У, 2. Положимъ, что уравнеше 
Ф (9,2) =, 2) 
тдЪ С произвольная постоянная, опредфляетв 2 вакъ функцию оть 2, у, С, 
удовлетворяющую уравнению (1). 
Покажемъ, что функщя ф (2, у, 2) удовлетворяеть условно 
Хи 4 +7 яз + 5 в = 3 
этолюдественио. 
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Въ саномъ дьлЬ, дифференцируя уравнеяе (2). находинъ 


8% _) 
о от 
в (4) 
ум 


а умножая первое изъ этихь уравненй на Х, второе на У и складывая, 
получимъ, въ силу уравненя (1), 

а (3) 
Это уравневе выведено въ предположеши, что 2 есть функщя оть 2 и у, 
опредфляемая уравнешемъ (2), но легко убфдиться, что оно удовлетво- 
ряется мождественно, т.е. при произвольныхь значеняхъ 2, у, 2. Въ са- 
момъ ДЬЛЬ, уравнеше (3) не заключаеть въ себф произвольной постоян- 
ной С, а этою постоянною О можно такъь распорядиться, чтобы, яри 
произвольно выбранныхь значешяхь хи у, значене 2, выведенное изъ 
уравненя (2), было равно произвольно заданному числу. Олфдовательно, 
уравнене (3) удовлетворяется при произвольно заданныхь значеняхь 
2, у, в, т. в, тождественно. Обратно, если найдемъ какое-нибудь рыве- 
ше ф (2, у, 2) уравнешя (3) и приравняемъ его постоянному, то урав- 


нение РС @) 
опредфлитв 2 какъ функшю отв хи у, удовлетворяющую уравнению (1), 


потому что это послфднее вытекаеть вакь слфдстые изь уравненя (3), 
св помощью уравнеийй (4), дающихь 


9 № 
2 0 №’ 
92 __ _ д 92 
9—0 0’ 
что, при подстановЕЪ въ (3), даеть, по раздфлени на Е: , 
9г 9 
Ху+т %= 2. (1) 


Итакъ, чтобы найти всф рышеня уравнешя (1), надо умфть найти 
всё рыпешя уравнешя (3). Для этой цфли разсмотримъ систему совокуи- 
ныхь уравненй 


4 _Х Ш _У 
4 2'4 @#’ 
в _%_& 
или хетУ=т: (5) 


К Новое. Диффемиая, и витегрелцы. воин. 33 
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Цоложимъ, что нашли два независимыхь интеграла, этой системы 
Ф, (№9, = С, | 
9 ву) = 0,1 


гдз С, и С, произвольныя постоянны. _) . 
Покажемь, что функщи $, и Ф, будуть рыпешями уравненйя (3), 
Изь уравнешй (6) имфемь 


(6) 


а, — 
9 9+ 0: 8—0, 
9 робу, 
дз 47 + ду 9 а 4 = 0, 


а въ силу уравневйй (5), находимъ отсюда 
бу, и 
ХУ 8 =0 ро 
т 
9х 99 9 7 — 
| ХУ в #=0. 

Эти равенства (7), хотя и выведены при помощи уравнений (6), удо- 
влетворяются тождественно, потому что не заключають въ себ произ- 
вольныхь постоянныхь (., С,, которыми можно распорядится такъ, чтобы 
при произвольно выбранномъ значени: #, значешя хи у были равны 
произвольно заданнынъ числам. | 

СОлёдовательно, Функщи ф, в`ф, будуть ранен ‘уравненёя (3). Вся- 
кая функшя оть ф, и ф, будеть также рышешемъ уравнешя (3), потому 
что, если . 


Ф=Ф(ь 2 
то . 
9 09 0. , 9, 
бе бы 98 д, м’ 
28 — 90 0, , 9, 
9 бы д бы д° 
2% — 099%, ‚99 


а умножая первое на х, второе нё У, третье на Д и складывая, попу- 
чимъ, въ силу уравнения (7), 


хЯ+т 2 2 6, 
зто и требуется доказать. 


Наконель, легно убфдиться, что обратно, фслжое зышене уравнешя 
(3) будетв фумтилею отё ф, и Ф,. 
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Въ самомь дёлЬ; положимъ, что ф (2, И, &) есть какое нибудь рыше- 
ше уравнешя (3). Положимь, что въ уравнеши (3) Х не = 0; выразивъ 
уи 2 черезъ 2, С,, 0, изъ уравнешй (6) и подставив въ (2, у, 2), 
мы представимь эту функшю въ формф ф (2, у, г) = Ф(х, С, О.) а 
замфнивь 0, и С, ихъ выражешями изъ (6), получимъ тождественно 

$, д =Ф(® фь 2), (8) 

Нужно показать, что буква 2 явно въ Ф (5, ф,, $.) не входить, т.е 

что 

зву =Ф(рь 
если-ф (2, у, 2) есть рыпеше уравнешя (3). 
Изь тождества (8} имфемъ 
9 9$ р: 9 
3 9.90 = 2, 
9%; % > 9 

22 _ 00 05, „9005, 
дд в, 9, 
2, ды 
92 0 9 д, %° 

Унножая эти равенства соотвфтетвенно на Х, у Е п складывая, 
получимъ, въ силу уравнешй (3) и (7), 

9Ф 


хо, 


откуда, такь какь Х не -= 0, находимъ 


1. е. 2 явно въ выражеше Ф не входить, что и требуется доказать. 
Итакъ, самое общее рышеше уравнешя (3) есть Фо, 2), гдё Ф 
произвольная фуньшя. 
р 


ГЛАВА ХЕ 


Двойные и тройные интегралы, Вызиелене 
объёмовъ и поверхностей. 


$1. Опредблене интегража, распространеннаго но площади, м ого 
теометрическое значеше, 

Ноложимъ, что 2, у обозначають двё независимыя перемфиныя, а 
Ре у) иБкоторую функцию оть 2 и у. Разсматривая. хин у кавъ Де- 
картовы Бобрдинаты точки на плоскости, можемьъ сказать, что. каждой 

зз* 
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парф звачевй 2 и у соотвЬтствуеть опредфленная точка на плоскости, 
и обратно. Проведя на плоскости (ху) нфкоторый сомкнутый контурь (С), 
мы выдёлимь нЪкоторую часть плоскости 4, точкамъ которой будеть со- 
отвфтетвовать пФкоторая совокупность значещй 2 и у, пла, какъ гоко- 
рять, нфкоторая область двух измтрент, которая аналитически опредф- 
ляется тёмь, что всб значешя дя у, принадлежания этой области, удо- 
зяетворяють одному или нфеколькимьъ неразенствамъ вида 


2 (2, )=0, $2 У)=0,.... 


тдЬ Ф (2, и), $ (2, У) ит, д будуть функщи оть 2 и у, опредфляемыя 
дамнымь контуромъ (С). Чапримфръ, если этоть контуръ есть окружность 
круга радуса В, сь центромъ въ началь координать, то значеня хиу 
для вефхь точекъ, лежащихь внутри круга и на его окружности, удо- 
влотворнють перавенству а 1, 
если данная часть плоскости ограничена двумя прямыми 2 =4, 2 =, 
параллельными оси у-овъ, и двумя прямыми у =, у == 0, параллель- 
ными оси 4-овЪ, то чисяа соотвфтствующей области удовлетворяють не- 
равовствамь @=5:==6, с = у=9, ит. д. 

Нредставимъ себЪф, что данная часть плоскости 4, ограниченная коя- 
тутромъ (0), разбита какимь-нибудь образомъ на безконечно-малые по 
въиё направленямь элементы, т. е. таше, что разстояще между любыми 
двуна точками, лежащими внутри аленента или на границЪ его, можно 
считать иёныиимъ любого даннаго положительнаго числа. Фумкцию { (х, 9) 
мы предположимъ непрерывною во всфхъ точкахъ данной части плос- 
кости 4, т.е. для вефхъь значешй 2 и у данной области. Обозначая 


черезъ бо, бо, до, до, ... 4% 


площади элементовь, ва которые равбита данная часть плоскости А, а 
черезь @ площадь всей этой части А, будемв имфть 


= Ув, = о... я), 


Г 

каково бы ни было число элементовв и какова бы ни была ихь форна. 
Взявъ внутри или на границ® каждаго элемента произвольную точку 
{5, 1.), разсмотримь сумму произведен 


У, зд вы, @) 


® 
площади каждаго элемента ма значеше функщи /’(х, у) въ произвольно 
выбранной точн® того же элемента, распространая` суммироваще" на всф 
элементы данной части плоскости 4. Съ возрасташемъ чиста эдементовь 
до безконечности, причемь площадь каждаго изъ нихь стремится къ нулю, 
сумма (1) будетв стремиться къ иФкоторому предфлу, который называется 
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двойиым; интегралом: отз функши (5, у), раепространеннымь по пло- 
чцади А, и обозначается знакомь 


ОХ [ле зв. © 


о 
Выражеше /(2, у} 4» называють элементомь интеграла, а данную 
часть плоскости А областью интешированя. Указаше области (4), вЪ 
обозначены интеграла, не неизбфжно, него ниогда опускают. Два знака 
интеграла ставять потому, что вычисленще интеграла, распространеннаго 
по площади, требуеть выполненйя двухъ послёдовательныхь интегрирова- 
и, какъ сейчась будеть показано. 
Въ существования: опредфленнаго пре- 
дфла суммы (1) легко убфдиться при 
помощи геометрическихв соображе- 
ий. Разсмотримь поверхность, урав- 
неню которой есть 


8 = (т, у); {3) 


предположимъ сперва, Что #> 0 для 
вефхь точекъ данной области. По- 
строимъ прямой дилинлръ, у котораго 
основаше есть даннал часть плос- 
кости 4, а образующёя параллельны 
оси 2-овъ. (Положительное направ- 
леше оси 2-овъ предположимъ, какъ 
обыкновенно, идущимь вверхъ. оть 
плоскости (2у)). Разсмотримъ часть 
пространства, ограниченную плос- 
костью (27), боковою поверхностью упомянутаго цилиндра и данною по- 
верхностью (3). Обозначимъ черезъ Г объёмъ этой части пространства 
(черт. 59). Легко убфдиться, что предфль суммы (1), т. е. двойной интег- 
раль (2), равенъ этому объёму Г. Въ самонъ дЬлф, если построимъ на 
каждомь элементф 4%; прямой пилиндрь, продолживъ боковую поверх- 
ность его до встрёчи съ данною поверхностью, то объёмь У разобьется 
на безконечно-малые элементы 47; объёмъ каждаго элемента 4%; будеть 
заклюзатьея между объёмами двухъ прямыхь пилиндровъ, у Кохорыхъ 
общее основан 4®;; высота одного намменымая, а высота другого нзи- 
большая ордината той части двнной поверхности, которой проекщя на 
плоскости (2у) есть 4®, Обозначая черезь т, наименьшую, а черезъ 
М, нанбольную ордийату, будемь имфть 


М, во, > 4%, > т, до, 
или 48, = 2, 4%, ГД М, >в; > т, 
Замфтимь теперь, что, каково бы ни было чиело 2, средиее между 


Черт. 59, 
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т, и М, ето всегда можно разоматривать какъ значеше функщи Ё(т, у) 
въ нкоторой точеЪ (2, у) элемента 4%, ДЬйствительно, положинъ, что 
ордината М, соотвфтствуеть нфкоторой точкф @ элемента Че, а орди- 
ната зи, точк® $ того же элемента. Проведемъ черезъ а и 6 произволь- 
ную непрерывную линю у ==$ (2), лежашую внутри разсматриваемаго 
элемента. Для всЪхъ точекъ линм оф фунвшя 


2 = Г(, у) — Р(а, (2) = Р(®) 
будеть непрерывная функця оть 2, а по известному свойству непрерыв- 
ныхь функдий найдется такая точка я на лишён аё, для которой 2 = 4, 
если 2, число среднее между М; и м, т. е. значейями д ВЪ точкахь 
аи. Поэтому и можно положить 
в: = (а, у.) 
тдВ (х„ у) нфкоторая опредленная, лотя и неизвестная, точка эле- 
мента 4®; тогда будемъ имфть 
4, == К(а, у.) ао, 
= У Аа, 9) 4, (1) 
Го] . 
Эта сумыа отличается отъ суммы (1) только тёыъ, что въ (1) (2, 9.) 
есть опредфленная, но ненавфотная точка элемента 4о,, а въ (1) (Е, \)— 
произвольно выбранная точка того же элемента. 
Такъ какь |, —Е] и |; — | можно ваять сколь угодно малыми, 
причежь, по непрерывности функщи {(х; у), будемъ имЪть 
И, ) — ГВ; зу < 


кзкъ бы мало ни было положительное число =, то 
7— Уг® = [У ие, в — Гб пора, 
Г] в 


будеть меньше 


или 


е У 4», = 9, 
9 


тдЬ © конечное число (площадь основашя цилиндра). Это произведене 
©: будеть численно меньше любого даннаго числа, слЪдовательно, 


У пены 7, 1 аа, = 4 Те, 4, 
в ‹ 


что и требовалось доказать. 
Йтакъ, двойной интешаль отв (т, у), ‘распрое 1 
а праненный ‘по пло- 
зцади А, изображаеть обзёмз прямо цилиндра, построеннало на пло- 
щади Аи озраниченнатю сверху повертностью 2 — Г(х, у). 
Если функщя (т, у), Боторую въ’ нредыдутемь мы предполагали 
положительною во всей данной области, принимаеть въ этой области 
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какъ положительныя, такъ и отрицательныя значеня, то поверхность (3) 
пересЪкаеть плоскость (ду) и лежить по обЪ стороны отъ этой илоскости. 
Въ такомь случав произведешя } (Е, 1.) до, гдЪ @®, существенно поло- 
жительное число (площадь элемента), соотвфтствующёя нижней части по- 
верхности, будуть изображать элементы объёма, взятые со знакомь ми- 
нусъ, и двойной интегралъ будеть изображать разность между объёмами 
верхней и нижней части пространства, ограниченнаго данною поверх- 
ностью, плоскостью (2у} и прямымъ цилиндром, построеннымъ на пло- 
щади А. 

Изъ указаннаго геометрическаго значешя двойного интеграяа ясно, 
что значене его зависить оть вида функши } (2, у), оть области интег- 
рировашя 4, но не зависить ни оть способа двлешя площади А на 
безконечно-малые элементы, ни `оть выбора точки (х, у) или (&, 1,) въ 
каждомъ элементь. 

Зампчане. Совершенно аналогично тому, что было показана»въ при- 
бавлеи къ ГУ-ой главф, для простого интеграла, можно аналитически 
доказать сущеетвован!е предфла суммы (1) и затЬмв уже принять этотъ 
предёль за аналитическое опредфлене объёма У, 


$ 2. Вычиелене двойного интеграяа. Переходя къ вычисленю интег- 
рала, риспространеннаго по даниой площади, прежде всего замвтимв, что 
если раздфлимъ область интегряровашя 4. 
на НЪеколько частей А, 4,.... А», 10 
интеграль, распространенный по 4, бу- ММ, 
деть равенъ сумиё нитеграловв, распро- 
страненныхь по каждой части 4. Это 
вытокаеть изъ сзмаго опредфленя инте- 
грала, и этимь замфчанемъь мы будемъ 
Часто пользоваться, У 
Т. Положимь сперва, что область интег- 
рироваи изображается прямоугольни- 


комь АВС (черт. 60), ограниченнымъ о Те Х 
двумя прямыми (АС) х=х,, (ВЛ) = Черх. 60. 
= Х> ль, нараллельными оси у-овъ, и 
двумя прямыми (АР) у= у», (69) у=У > у, параллельными оси 2-овЪ. 
Разобьемъ этоть прямоугольникъ на элементы слфдующимь образомъ. 
Проведемъ ряде прямыхь, параллельныхь Оу; уравневе каждой изъ нихъ 
будеть вида | 
= гда 1, 2, 3,....п. (а, = Х}; 

равности 2, — 4:-: Числа безконечно-малыя. 

Затьмь проведемъ другой рядь прямыхь, параллельныхь 0х; уравнене 
каждой изъ нихь будеть вида 


у=ь га Ё=ЬО,....м (9. =У); 
разности у, — у»ь-1 Числа безконечно-малыя. 


— 520 — 


Площадь АВСР разобьется на элементы, общее выражене площадей 
которыхь будетъ Фо (жа) и, а) 
Для краткости питуть 4 = 42 ау, гф Ш=Я фм, = 
= (9, — 9) — положительныя безконечно-малыя числа. Двойной интег- 
раяъ оть { (2, У), распространенный по площади 4ВСЛ означають 


тогда тавъ ГГ уе 


По опредёленно его, будемь имфть 
нь 
СД Гиеовьау = шек, УГУ ивы ты) да ведь 
(тссоо. пакоо) Т 
ГАЗ (25, 1„)— произвольная точка внутри или на гранипф элемента (1), 
и суммироване надо распространить на всф пзры значений $ и й, взятыя 
изь рядовь: $=1, 2,...п, #=1, 2,.... в, ‘8 затьыь увеличивать ж ий 
до безконечиоств. Для вычислешя суммы (2) беремь сперва сумыу эле- 
ментовь, соотвьтствующихь полосф, лежащей между прямыми # =; 1, 
2=1; числа Ё, можемь ваять ве% равными 21; а у» оставимъ пока 
неопредфленными, соблюдая лишь услошя у, 1 == 1. 25 у, Для вефхь 
этихь элементовь $ имфеть одио и то же значене, & Ё измфняется оть 
1 до и; сумма ихв будетв, слёдовательно, равна 


в) У Ре ть) ® 
ЕЕ 


Числа \„ всегда можно такъ подобрать, чтобы сумма, умноженнал 
здфеь на (1,—2. 1), каково бы ни было число м, была равна простому 


интеграяу у 
ОГрекь 9) в 
> 


(см. статью объ опредфленныхь интегралахь, стр. 369), гдф 2, ‚число 
постоянное. Полагая 


у. 
$ = [ге д 4, (4) 
/ 


мы напинемъ выражене (3) въ вндЪ 


Фив) 
и, по формул (2), будемъ имфть 


1=« 


ГГ пез аеау = пр Уно иво, 
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ОД теьзиы = у Фа = 7. 4 й ву 09 


Итакъ, для вычислетщя дкойного нитеграла, раепространеннаго по 
площади АВОЛ, нздо выполнить два послФдовательныхь простыхь интег- 
рировашя; сперва интегрировать /^(х, у) 4у по у, при х постояиномъ, 
въ предфлахь отъ у, до У; а затЬиъ, умноживъ результать перваго интег- 
рироватя, функцию Ф (2), на 4х, нитегрировать его по х, въ предф- 
лахь 2 и Х. 

Ясно, что вычислеше суммы (2) можно было бы вести въ другомъ 
порядкЪ, а именно, сперва собрать сумму элементовъ, соотвфтствующихв 
полосф между двумя прямыми у—у, 1 и У=у,; эта сумма будетв равна 


т. е. 


х В 
би — 4-0 Рив = и, 


| ‚Две 


затЪыъ взять предфль суммы выраженй Р’(у,-1) (9, — 9-1), для #1, 2,... а, 


что даеть 1-я 
Г й Геза = пед У.Е (ь) —%) 
и=® 


т. в. А х д 
Г [ге дави Гео а пе ум © 


Полученные двумя различными путями результаты между собою равны, 
потому что оба они даютз значеше одиого и того же двойного интеграла 
(одного и того же обзема), и получается равенство 


| а вы у) ау = Гы Ге ах, (7) 


показывающее, что результата д6ухз послидовательныхь интезриро- 
ван фунюши Ре, у), непрерывной для вспоз аначенй т и у, удовлет- 
воряющить неравенства 1, =5 2 =5Х, у, =5у == У, 1дъ т, Х, у, У— 
постоянныя, не зависить отз порядка интерирование. Теорема эта была 
уже прежде выведена инымъ путемъ. 

Замичаще. Когда вычисляется сумма элементовъ интеграла, соотвфт- 
ствующихь полосф между прямыми ММ и М,М№,, параялельными Оу, 
то говорятъ, для краткости, что беруть сумму элементовт, соотвфтствую- 
ихь 6стмё точкамз отризка ММ, на которомь х— число постоянное, 
з у изифняется оть у, до У. 


ГД 


Е(у) 
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Ириномниая геометрическое значеше двойного интеграла, можемъ 
сказать, что результать этого суммировавя (или интегрированя) вырз- 
жавть объбмъ слоя, лежащаго между двумя безконечно-близкими плоско- 
стями, параллельными илоекости 2ОУ, проведенными въ разстоящяхь 2 
в зн аз оть нел; результать второго интегрировашя будемъ сумма объ- 
емовъ асфхЪ такихь сяоевъ между плоскостями 2 =, и 2 = Х, т. е. 
весь объемъ Г, изображаеный двойнымъ интеграломъ. : 

ПП. Положамъ теперь, что область интегрироваяя изображается пло- 
щалью АВС (черт. 61), ограниченною прямыми (40) х =, (ВО) 
==Х>2., параллельными Оу, прамою (02) у—0 и кривою (СР)у==$ (2), 
тДЪ Ф (2) - однозначная, непрерывная функшя въ промежуткв (2, Х). 

Для простоты предположимь еще, 
что $(2) постоянно возрастаеть или 
постоянно убываеть въ этомь про- 
межуткЬ. Эту площаль АВСР мы 
разобъемь на элементы такимъ же 
образомь, какъ въ случа Г. Прове- 
демъ рядъ прямыхъ, параллельныхь 
Оу: равстояне между каждыми двуия 
такими прямыми, =, =, 
предположныъ  достаточно-малымъ, 

чтобы разность |Ф (2) — $ (а; 1} 

] была меньте произвольно заданнаго 
ВХ ча =, что всегда возможно по 
мм, непрерывности функщи $ (2); ва- 
Черт. 61. тёмъ проведенъ рядъ прямыхъ, па- 
раллельныхь 0х, такъ чтобы раз- 

стояше между каждыми даумя такими прямыми у-= у, , =, было 
меньше произвольно заданнаго числа 8; при этомь мы предположимъ 
еще, что черезь точку пересёчешя каждой изъ прямыхь перваго ридв 
съ кривою ОБ проходить прямая второго ряда. Всея площадь АРСр 
разобъется тогда на элементы двухь видовъ 1) правыльные, не приле- 
гающе къ криволинейной границь СР и 2) неправильные, прилегаю- 
ще къ этой границв. Надо вычислить сумму олементовь интеграла 
И И Ё@, 5) Чо, соотвтствующихь вофиъ элементамв данной площади. 

Заифтимь прежде всего, что сумма элементовт, соотвфтствующихъ не- 
правильнымь элементамь, имфеть предфломь нуль, Въ самомъ дёлф; пло- 
Щадь одного такого элемента, тир напримрт, меньше (2, — 2;-1) 8, по- 
тому что она меньше площади прямоугольника, вотораго ‘одиа сторона 
тр—= (2 -— 1-1), а другая пр-=ф(я) — (и, 1) меньше 8:` 

Сльдовательно, если М’ обозначаеть наибольшее значене [{(2, у)| въ 
данной области, то элементь интеграла; /’(2, у) 4®, соотвфиствующий эле- 
менту мир, будеть численно меньше. М (2, —2,-1),-а сумма асфхь эле- 
ментовъ, соотвфтствующихъ. неправильнымь элементамъ площади, меньше 
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М У (2, — 21) = М5 (Х — 5). ВелЬдстые произвольной малости 
числа 5, №8 (Х — <.) будеть меньше любого положительнаго числа а, 
т. в. имфеть предфломъ нуль. 

Остается, слЬдовательно, ваять только сумму элементовъ интеграла, 
соотвфтетвующихь правильнымъ элементамь площади АВСЬ. Беремъ 
сперва сумму элементовъ, соотолииствующихь всъмё точкимь прямой Мт, 
на которой д постоянное, & у измфняется оть 0 до У, гдь У есть орди- 
ната точки и на кривой СВ, т. в. У == (2; 1). Эта сумма, вакъ было 
показано въ Т случаЪ, равна, 

$) 


(и -— 2) ДУеь ау 


пли (и — жд Фца ›). 
тд $) 
Фе = га, у 4. 


Чтобы получить 1 т (х, у) ах 4у, надо затыъ вычислить 


пред. УФ (а: ) = /Ф (®) 42. 
щит 


СлЬдовательно, 


=) 


х 
ГГ гадчеду = ак Г (в зач. (8) 
9 

Итакь, въ случа Н, вычислеше двойного интегрэла приводится также 
къ выполнение двухъ послЬдовательныхь интегрированй, съ тёмь тольво 
отлищемъ оть 1-го, что первое интегрирован (2, и) по у, при х по- 
стоянномь, издо произвести въ предфлахъ оть 0 до $ (2), гд6 $ (2) ве 
постоянное, а зависить оть 2. 

Полученный резульгать вовсе не зависить оть сдланнаго нами, 
исключительно для ббльшей наглядности чертежа, предположешя, что 
$ (2) постоянно возрастаеть или постоянно убываеть въ промежутк$ 
(г, Х). Онъ остается въ силЬ, какъ бы не изыфнялась фунещя ф (2), 
ливь бы онв была однозначна и непрерывна въ данныхь предфлахъ. Въ 
самомъ дЪлЬ, если напр. ф (2) возрастаеть въ промежутк® (7, 20) и 
убываеть въ промежуткВ (20, Х), то, разбивь площадь АВСР нз дв 
части прямою х = 2%, мы можемь примфнить къ каждой части фор- 
мулу (8) и, сложивъ результаты, найдемъ 


а х х 
Утв = ое Дофаг = хде, 
-% =) а 


т, е. тоть же резульгать, какъ и вым. 
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НЕ Ноложимъ теперь (черт. 62), что площадь 4, на которую надо 
распространить двойной интеграл, ограничена слфдующимь образонъ: 
диумя прямыми, параллельными Оу, 

у = 1, (40), = Ха (ВБ) 
и двумя кривыми (АВ) у =, (2), 

(СР)у= $, (1)> 1 {#); каждая изъ 

к р нихъ пересфкается съ прямою, парал- 

лельною Оу, въ одной только точЕЪ. 
Площадь АВОЛ, по которой надо 
распространить интегрированше, бу- 
деть разность площадей СОР и 
841%, ограничениыхь такъ, какъ въ 
раземотрьниомь выше случаЪ. 

Хх Ивтеграль И У $ (2, 5) 45 49, 
распространенный по АВСР, равенъ 
разности интегралов, распростра- 

ненныхь по упомянутымъ площадямъ, къ которымъ примфнима формула 

(8), слЬдовательно, 


зу 


} 


Черл. 62. 


за) х э® 


х 9а(2) . 
СД Ггелуае ву = У (а те 94) — / (= / те уу) = 


х э;® х 09 
= Ум теьзуду — ге) в] = Га» | го, ву. (9) 
ль о = 34) 


И въ этомъ случаф двойной нитеграль получается какъ результать 
двухъ послфдовательвыхь интегрирован; резульгать перваго интегриро- 
вая по у, при 2 постоянномь, въ предфлахь ф, (2) и ф, (<), завися- 
щихъ оть х, выражаеть собою сумму элементовъ, соотвфтехвующихь всфиъ 
точкамъ отрфзка прамой ММ, параллельной Оу, между точками вя пере- 
сфчешя съ криволинейными границами А.Л) и СЛ, а результать второго— 
сумму элементовъ, соотвфтствующихь всфмь такииъ отрьзкамь, начиная 
отъ АС и кончая ОЛ. 

Вь частномь случа, точки А и С съ одной стороны, а также и 
точки Р я Л сь другой, могуть совпадать; такъ будеть, наир. въ томъ 
случаЪ, когда область интегрировашя изображается площадью, ограни- 
ченною одною сомкнутою кривою ° 


Ру =0, 


пересфкаемою въ двухъ только точкахь прямыми параллельными оси у-въ 
(черт. 63). Предфлы перваго интегрировашя будуть тогда два значен:я у, 
получаемыя изъ уравненя 


Р щи =0, (а) 
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при данномъ 2; предфлы второго, 2, п Х, будуть нанменьшее и нан- 
большее значеше 2 въ данной области, т. е. абениссы точек, въ кото- 
рыхь касательныя къ кривой (а) нараллельны оси у-овъ. 

ТУ. Ясно, что вее сказанное относнтельно интеграла, распространен- 
наго по площади, ограниченной, какъ было указано въ я° Ш, прим 
нимо и къ интегралаиъ, распро- 
страненнымь по площади, огра- 2 
ниченной двумя прямыми 9 = у,, 
у = У, параллельными оси х-въ 
и двумя кривыми д = ф, (у, 
2 =$, (у)>6, (9), переобкаю- 


М 


Черт, 68. Черт. 64. 


щиии прямыя, параллельныя оси 2-въ, въ одной точкф; интегрэль, рас- 
пространенный по такой площади, вычисляется но формулё 


х 
[те дека = Га [то да а9) 
^ х 
тд, при нервомъ интегрирован, у разсжатривается кавъ постоянное. 
Геометрическое значеше каждаго изъ интегрирован очевидно изъ пре- 
дыдущаго. 

Какими бы лиШями пи была ограничена площадь, по которой надо 
распространить интегрироваше, эту площадь можно разбить на части, 
ограниченныя какъ указано въ #° Ш и я” ГУ. Искомый интегравъ 6у- 
деть равенъ алгебрамческой сунмё ифеколькихь двойныхв ивтеграловъ, 
вычислеше которыхъ приводится въ двумъ послфдовательнымь интегри- 
ровашямъ, въ порядкЁ и предёлахь, опредёляемыхь контурами данныхь 
площадей, какъ было указано выше. 

Примтурз на вычислене двойною интерала. 

1) Вычислить объем, ограниченный хосою плоскостью (гниерболи- 


зескимъ параболоидоиъ), уравнене которой есть # = г ‚ плоскостью (2у) 


и четырьмя плоскостями $ = а, я =, у— с, у=Ф (черт. 64). 
Ироевщя поверхности Е@Н на плоскость (у) есть прямоугольникъ 
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АВОВ, сторовы котораго АР и ВС паралдельны ОУ, а АВи ВС 
ивраллельны ОХ. Объемъ 


1 
и || [+в = и] [44% 


расиространенному по площади АВСР; уравнешя лин, ограничиваю- 
щихь эту площадь, будуть 
(Ар) =а, (АВ) у=е, (ВС) &=Ь, (рб)у=Г; 


ь у ъ 
1 _@ Р-р ив. 
т и 22 9 =Р ее ) 


4т 


$ а - 


(—98—9 (1+0 0- а) 


4т 


(ф.о а. а.е) 
4т ` 


(—9(6—а) 
Обозначая высоты ВН, 46, СЕ, РЕ соотвьтственио черезъ 2,, 2.. 
2 Я изъ уравненя поверхности получимь 


$с ас ву аГ. 
1 т! 2, РТ 82 в? 8 в * 


2 


хром того АВ =6— а, АВ = р— с, сифдовательно, 
1 
т=1 АВ. АЛ (даа, +2), 


т. е. объемъ Г равень площади основашя АВСВ, умноженной на сред- 
нее ариеметическое высоть, ВЯ, 46, СР и БЕ. 

2) Вычислить объемъ, ограниченный плоскостью (2), вертикальнымъ 
‹цилиндромъ, у котораго основаве есть четверть круга ражуса а, лежа- 
щаго въ угл положительныхь’х # у, и поверхностью 2 = 


т= "Деев = `Гаь ао ви 


Интегриромаве надо распространить яо площади круга; уравнен!е окруж- 
ности круга дветь _ 5 
у=уе =. 


Интегрируя сперва по у, отъ у—= 0 до у -Уе — 2, а нотомь но х, 


оть- 0 до а, находимъ 
. У 


14 
Т— — [24 = р-не. 
„/: в мы 2 (в* — 2?) ах т 


$3. 0 перем порядиа китегрировай при вычислени двойныхь 


Мы нидьни, что при вычислеви двойного интеграна; распространен: 
наго но площади прямоугольника, стороны котораго израллельмы. ко- 
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ординатнымь осямъ, порядокъ двухъ послёдовательныхь интегрировашй 
можно изыфнять, не измфняя результата. Важно замфтить, что, какова бы 
ни была область интегрироватя, порядокъ интегрированёй можно измф- 
нять, не изифняя результата, если при этомз предълы интегрирована 
будуть танже измпиены соотвлапственным образом. Положимъ, что 


надо вычислить . 
т= Г Ггь 3) 92 ау, 

распросграненный по площади, ограниченной одиою сомкнутою кривою 

"Р (а, у) =0, (1) 


которая пересфкается прямыми, параллельными координатнымв осямъ, 
только въ двухв точкахъ. Мы видбли 


(черт. 68), что 
Хх =® 
т [м [тд 
& Ф9 


тгдф первое янтегрировзе, по у, про- 
изводятся вф предвлахь 

У=ф() в У=Ф (9), 
получаемыхь изъ уравнешя (1) рёше- Черт. 65. 
емъ его относительно у, аи хХ 
означають наименьшее и наибольшее значеще 2 въ даниой области. Мы 
можемъ теперь получить тоть же интеграль У ннваче (черт. 65). Ноло- 
жимь, что, рышая уравнеше (1) относительно 2, находим 


#=$ (4), #=%0) >40). 
Собирая сперва всЪф элементы, соотвфтствующуие вофмъ точкамь отрёзка 
прямой КГ || Ох, на которой у = постоянному, а 2 измЬняется оть ф, (у) 
хо ф, (5), получимь 49) 


Чу } Г(о у) ат, 
. 6) | 
® интегрируя это выражеше въ предфлахв оть у==у, до у= У, гдЬ 
у. наименьшее, а У наибольшее значене у въ данной области, по- 
пучимъ сумму всВхь элементов въ. данной области, т.е, искомый двой- 


ной интеграль у зы 
= ге, дв ®) 
„ 
такъ что х а (2) у. 59 


т= дев [№] сч 
2.6: (®) „ $9 
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Итакъ и здёсь можно измёнить порядокъ интегрированй, изиёнивъ 
соотвфтственио предфлы этихъ ивтегрировая. | 

Въ общемъ случаЪ, при измёнени порядка интегрированй, прихо- 
дится разбить данную область на части и распространить интегрирова- 
ня на каждую часть отдфльно, такъ что одинъ и тоть же двойной интег- 
ралъ, распространенный по данной площади, предстаится однимъ членомъ, 
при одиомф порядЕЪ пнтегрирован!й, и суммою нфеколькихъ, при другомъ. 

Положимв напр., что требуется вычислить (черт. 66) 


= [г 5) ах ау, | 


тдф площадь А ограничена прямою (48) + —=*., прямою (РС) з = А, 
осью 2-0въ, у=0, и вривою (ВС) у = (4). 
Если первое онтегрироваше произве- 
„демъ по у, то 
х 9 


у Дет у% 0 


какъ было показано. 

Если при вычислеши У желаемъ пер- 
вое интегрироваще вести по х, при у 
постоянномъ, то надо разбить площадь 
АВСВ на двф части, прямоугольник 
АЕСЛ и площадь ВЕС, и распростра- 
нить интегряровашя на каждую часть 
отдфльно. Обозначая СВ — ЕА =(Х) черезь У, получамв 


Черт. 68. 


у х 
‚Гб ву веду = [ао тб за. ©) 
сарбву а 

Вь области ЕСВ, при данномъ у=ОР, х измфняется оть 2=Р@=4, 
до = РНИ=Ф(у), гдь ф(у) получится, если изь уравнешя лин 
ВС, у= 3 (@), выразимь х черезъ у. Сумма олементовт, соотвфтствую- 
щихь точкамъ отрфзка @Н, равна 


%® 
4 тб), 
= 


а сумма всфхъ элементовъ въ области ЕСВ, т. е. 
% $09) 


Г Де 3) ат у = 9) 4, (6) 


(Ебв) 


тдВ У есть ордината точки В, нанбольшая вв КАННОй области. 
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Сумма интеграловъ (5) и (6) и будеть искомый интеграль Т, распро- 
страненный по всей площадн АВОВ. Итакъ, въ данномь случав, 


т= ее Ру и ре Ла ды п 


Легко отдать себЪ отчеть, почему, при второмъ порядЕЪ интегрированй, 


ДГ! (в, у) 42 ау, 


распространенный по площади АВС, долженъ былъ представиться 
въ вид суммы двухъ двойныхъ интеграловъ. Нужно только обратить вня- 
мане на то, что въ данной области для значешй у, лежащихь въ пре- 
дьлахъ О и У= АЕ, х изифняется оть 2, до Х, при постоянномъ у, 
а для значенй у между Уи у—АВ, х изирняется, при постоянномв у, 
от =, до 2=$(9) =РН. 

Изъ всего предыдущаго мы и выводимъ заключеше, что, кавова бы 
ни была область интегрироваюя, мы всегда можемъ распоряжаться по- 
рядкомъ послЪдовательныхь интегрирован, прилично измняя предфлы 
этихь интегрирован! и разбивая, еслк нужно, данный двойной интег- 
ралъ на ифеколько другихь. Этого заключеня можно было ожидать, при- 
нимая во внимаше опредфлеве интеграла какъ предфла суммы и неза- 
висимость значеня суммы оть порядка слагаемых, 


$ 4. Сжучаи, когда результать двухъ поваздовательныхь интегриро- 
ван Функци /(л, У), въ поотоянныхь предфдахь, ножеть завиевть отъ 
порядка дфйетнй, 

Если функыя /(%, у) дЪшается разрывною, напр. обращается в® без- 
конечность для нЪкоторыхь значенй д иу вБ области, опредёляемой 
неравенствами 2252-Х, у. =:У, тогда опредфлеше интеграла 
квкъ предёла суммы теряеть свою силу, -и заключеня, основавныя на 
этомъ опредфлеши, могуть не имфть иЪста. Можетв при этомъ случиться, 
не смотря на 10, что функшя /(х, у) разрывиз въ данной’ области, что 
результаты двухъ послфдовательныхь интегрирован!й, произведенныхь надъ 
этою функщею, въ предфлахь оть ф==х, 40 #=Х и оть у— у, до 
у==У, иибють смысль, но нфть основашя утверждать, что эти резуль- 
таты равны между собою. 

НижеслЬдующий примфрь, указанный Коши, показываеть, что теорема 
о перемфн® порядка интегрировашя, ныражаемая формулою (7) $3, 
можеть быть не справедлива. 


Раземотранъ 
—и=/ » ТЫ 


Е. Поев._Дифферещд. я нитатральш, ивзшелена, + 
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интегрироваще по 2 даеть 


отсюда 1 


Возьмемъ теперь 1 
ура р 
= ‚.; ри у 
ГК 


Интегрироваше по у даеть 


ту = в о 1 
у ее 1+7 
это 
и 1 
[22 т 
л=- 1+7 4. 


$ 
Слфдовательно /, не =... 

Этоть равультвть несомнфнно доказывавть, что подъинтегральная фунв- 
ща разрывна въ области интегрированя, иначе навфрно имфли бы 7 =; 
я ВЪ самомв дЬлЬ ая обрашается вв со, при х == 0, у=0. 

Аналогичное этому соображеше лежитв въ основ чрезвычайно изящ- 
наго доказательства, даннаго Гауссомъ, основной теоремы Алгебры о ©у- 
ществоваши корня всякой цёлой функщуи (вещественнаго или комилекс- 
иаго). Приведемь здфеь это доказательство. Пусть 


(5) = Ад” + А+... + АЕ 4, 
— цылзя фуввщя стенени т. 4. можно считать не = 0, иначе Р (2) 
имфла бы очеиндный корень х=.0, и теорема была бы справедлива для 


этой фунициь Подетавивь сюда 2 -==р (058 +43), по формуль 
Муавра будемъ выЁть . 


2“ (с05т8 + $30408), д-р (608 (н-—1)9+35%(т— 1) ит.д. 

и поэтому РЫ=Р+ 

ть Р= Ар“ с08 тб + 4,6" 1 608 (т— 1)6 +... + 4 „рео9б-= 4, 
@= дут атяв + Арт вйная — 1)6--:.. + 4. рай, 


Жвадрать модулл (2) равень Р? + 0*, чтобы доказать, что Р (5) 
обращается въ 0 при нёкоторомъ значеми 2, надо показать, что Р?-+-0* 
обращается въ © при нфкоторыхь значешять ри 6, Чтобы это показать 
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разсмотримь фувкшю У= а7сё9 $. Для этой функщи имфемъ 


29 8 
от °*- -Рр у 9\-Ра. 
то = рф"! 


составляя при помощи одной изъ этихъ формулъ, по правилу диффе- 
ренцирован!я дробей, функцию 2, сейчась увидимъ, чю 

27 М 

408 — (+ 0 а) 
тдф М — непрерывная функшя отъ ри 6; это слвдуеть изъ того, что, 
при составления производной по 6 оть въ зислитель получится пё- 
лая функшя оть Р, @ и ихь производныхь, а всв эти функщи, оче- 
видно, непрерывныя функщи оть ри 6, каковы бы ни были значеня 


посафднихь. 
Возьмемъ терь птоаян 


да ай р Геи 


тб В — произвольное положительное число, Мы увидимъ сейчась, что 
число В можно такъ подобрать, что „7, не будеть = 4.. 

Изъ этого надо будеть заключить, что 5% разрывна для нфкоторыхь 
значенй ро В и6< 2%, а такъ какъ по формулЬ (1) видио, что эта 
функщя можеть быть разрывна только оть того, что Р? + (” можеть 
обратиться въ 0, мы и получимъ, что для нзкотораго комплекснаго зна- 
чешя 2, Ё (2) =: Р-+ 0, непремфнно обратится въ 0, въ чемь и за- 
влючается доказываемая теорема. Чтобы показать, что 7, не =» при 
нфкоторомь В, замфчаемъ, что 


9" 
ФР в — 2х 
0% 60° 
Деле, 2 > Г есть перодическая функця оть @ съ перодомь 2%, какъ 
ВИДНО ИЗЪ выражешя ор Е 
_9 
р  Р+% 


и перюдичности функщй Ри ©. Олфдовательно, 


(5) = (”) в разность == 0. Поэтому и Л, = 0. 
8—0 6=2к =! 


за* 
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Разематривая „;, замфчаемь, что 
Е 
т, _ Е” 
д [Жо 
; 


Вычисляя я по формул 


др 590 
т 9 м-Р 
в _ Ре ’ 


причемв достаточно для ватой цфли выписывать только старие члены 
относительно р, находимь 


9Р - 

5 = —®4,р зт 8 —.... 

® = т.р” 608 тб + ...... 
9% 9 пл... 


ОР __ в, р 
м ть 
97 ° 

такъ какъ не выписанные члены степени ниже 2, то, по раздфлеши 
числителя и знаменателя на 4, р*", получим 


=... 
98 +... } 


тд невыписанвые члены содержать одиф отрицательныя степени р, т.е 


Пред. =] _„=-*. 


Поэтому можно взять В достаточно большимт, чтобы, при р = Ё, 


() в7-®-+ь 


гдф || какъ угодио мало, и, слБдовательно, — м +в< 0. 


Съ другой стороны, при р=0, Р-= 4., 9= 0, Е — 0, слфдова- 
тельно, 


(=). =°. 
в 


Дуже тео 


2+ = 4 т +...., 


Поэтожу 
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эх 
л= сваю < 
$ 


СлЬловательно, У, не —=./„, и теорема доказана. 


$ 5. Вычислеще поверхностей, Положимъ, что дана нЪкоторая по- 
верхность, уравнене которой есть 


= (2, У). 


и на этой поверхности взята нФкоторая часть, ограниченная сомкнутымъ 
контуромъ. Проектируя всф точки этой части на плоскость ху, получимв 
нЪкоторую площадь Р. Разобъемь площадь проекщи на безконечно-малые 
по вобыв направлешямъ элементы двумя системами безконечно-близкихь 
лини, напр. системами прямыхъ, соотвфтственио параллельныхъ коорди- 
натнымъ осямъ. На каждомъ элемент» площади Р построимъ прямую призму 
или прямой дилиндръ. Боковыми поверхностями этихъ призмъ данная часть 
поверхности также раздфлится из безконечно-малые элементы. Пусть 
есть ифкоторая точка на площади Р внутри плоскаго элемента 4®, а 
_М — соотвфтствующая ей точка на данной поверхности внутри соотвЪт- 
стаующаго элемента 43 кривой поверхности. Этоть элементв 40 раз- 
сматривають какъ плосый элементь, лежапий въ касательной плоскости 
къ данной поверхности въ точкз М, или, иначе говоря, замВняють этоть 
элементь соотвтствующимь ему элементомь на касательной плоскости, 
образуемымь пересфченемъ этой плоскости съ боковыми поверхиостями 
призмы или цилиндра, построелныхь на элементь 4%. 

Величиною данной части поверхности иди площадью этой части, на- 
зывають предфль суммы площадей вофхв такихь олементовь 40, соот- 
вЪтствующихв всЪиБ элементамъ 4® площади Р. Вычислеше этого пре- 
дфша приводится къ вычисление двойного интеграла, распространеннаго 
по площади Р. Обозначимв черезь (© уголь, образуемый каеательною 
плоскостью въ точкВ М съ плоскостью (2); мы будемь имЪть 


потому что @® есть проекщя 4 на плоскость (25). Слфдовательно, по из- 
вему опредфленно, обозначая черезъ 8 величину данной части поверх- 
вости, будемъ имЪть * 


Обозначая черезь (2, у) Декартовы координаты точки 2% (проекщи 4) 


и припоминая, то 


92 _ 08 
тд р, Чу 


6086 = 


1 
УЕ’ 
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взятыя изъ уравнетя данной поверхности 2 —= } (2, У), мы получииъ 


5 = Пред. Мит-Р в ит Ява. (1) 
( 


Для примфра, вычислимъ новертность шара радиуса В (черт. 67), 
Уравненше поверхности 2+ у’-+ 2* = А даеть 


Восьмая чаеть поверхности шара, ле- 
жашщая въ углё положительныхъ #, у, 2, 
выразится интетралонв 


ЛГре 


распространеннымь по плошади ОДА, 
Интегрируя сперва по у, получаем пре- 
дьлы для у, У=О в® точь К, у 
КЕ=УЕ: — &? вь точк8 Г, на окруж- 
ности круга 4; предфлы второго интег- 
рировашя по 2 будутв О и В. Слёдо- 
вательно, всл поверхность шара 


Черт. 61. 


у: 
8= в. [м - 4= Е. 


$ 6. Преобразовае перемфиныхь въ двойныхь ивтегралахь. Какъ 
при вычисленш простыхь интеграловъ, такъ и кри вычислени двойныхъ, 
одним изь самыхь важныхь средствъ является преобразовейя перемВн- 
ныхъ подь зизкомь интеграла. Для вывода формулы преобразовашя двой- 
ного интеграла нужно ввести въ разсмотрфше одно ныражене, играющее 
для фунющй оть нЪсколькихь переиённыхь роль, аналогичную роли про 
взводной оть функщи одного незаввсимаго перемфннаго. 
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Положимъ, что даны уравнешя 
#=9 (м 5), у=ф (& °), @) 


даюцйя выражешя я у какъ функщи оть двухъ другихь независимыхь 
перемВнныхь 4 я +. Выражеше 


-# 9 д ду 
дн 9 
или 
_# 9 _ 9% 
= мм 9 0% ® 


называется фунтиональнымь опредълителень пля Якобюномь системы 
урваненйй (1). Это выражеше играеть важную роль въ вопросф о пре- 
образован перемфнныхь въ двойныхь интегралахъ. Для ббльшей на- 
гладности мы будемъ разсматривать числа 2 я у какъ Декартовы коор- 
динаты нфкоторой точки М на плоскости (29), относительно двнной 
системы осей (ОХ, ОУ), а в и и какъ Декартовы координаты другой 
точки М,, относительно той же системы осей. Ничто не мышаеть раз- 
сматривать числа и я ® какъ координаты точки М, относительно дру- 
гой системы осей въ другой плоскости, но для ббльшей опредьленности 
мы остановимел на первой точкЪ зрфшя. Въ силу соотношений (1), гдЪ 
функши фи ф предполагаются однозначными и непрерывмыми, каждому 
данному положенно точки М, соотвЪтствуетв опредфленное положене 
точки М. Когда точка М, описываеть нЪкоторый сомкнутый контуръ 
{С,), точка М опишеть соотафтетвующуй ему сомкнутый контуръ (С). 
Мы предположимъ, что не только каждой точкВ (, ©) въ области 4., 
ограниченной контуромв (С,), соотвфтствуеть опредфленная точка (2, у) 
въ области А, ограниченной контуромв (С), но и обратно, каждой точеЪ 
области А соотвфтетвуеть одна и только одна точка (ш, ©) области Д,. 

Таюя двЪ области (или площади) Ая А, мы будемв называть соот- 
вътетвующими по формулемз (1), и соотвётстые двухь областей, удо- 
влетворяющее вышеуказанному условно, однозначнымь и обратимыме. 
Кром того мы предположимъ, что Якобань „7 не мфняеть знака въ 
области А., т. е. остается, напримфрь, положительнымь для вефхь зна- 
ченй` & и © въ этой области. (Можно было бы доказать, что послЬднее 
условй есть слёдегые перваго, но на этомъ доназательствЪ мы не оста- 
новимсл). Чтобы пояснить сказанное примфровъ, положимъ 


= 608%, у=изто; (1°) 
изъ этихь равенствь получимъ 
и =, оу 
и добавимь еще условя 
— т=е=у. (3) 
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Пусть РОГ (черг. 68) изображаеть систену УОХ, перенесенную (для 
„ясности чертежа) въ другое мфето. Положимъ, что точка (и, 7) описы- 
ваеть периметръ прямоугольника або) тд Оба т, 08 = В, ай; = = ; . 

Точка (т, у) опишеть тогда контурь АВСО, гл ОА =», ОВ = В, 
ВС дуга круга рамуса Е, АР дуга круга радёуса х. Въ самомъ дЪЬ, 
на лини 06, 2—0, а и измфняется оть 7 до В; по формупамъ (1“) на- 


у у 
с 
РК 
АХ 0 


Черт. 68. 


ходимъ тогда у=0, 1-4, слфдовательно, х измЪняется оть г до Ви 
точка (х, у) описываеть отрфзокь АВ ва оси х-овъ. 

На лини де, в = В, а ® измЪвяется оть 0 до 5, 

2—=В 008%, у= Взято + у = В, 

слфдовательно, точка (2, у) описываеть дугу круга ВО. На лини «4 
= =, & и изыфняется оть В до х, х=0, у=н, точка (7, у) опи- 
сываеть отрёзокь СЛ. Наконедь, на лини а, и==х, © изыфняется 
оть = до 0, 2-7 603%, ут 31 5; точка (2, у) описываеть дугу круга РА. 

Площади АВСВ и а%сд соотвфтствують одна другой по фориуламъ (1), 
потому что каждой точкЕ М (5, у), внутри контура АВСО, соотвёт- 
ствуеть одна и только одна точка М, (м, 9), енутри контура а5ей! есля 
выполнены услови (3}; въ самомъ ДЬЛЬ, когда М лежить внутри кон- 


тура АВОД, то 
ОМ=УР у иги < В, 
2 МОХ = 19 =0>0 ни, 


слЬдовательно, точка М, (м, $), соотвфтствующая точкЬ М, лежить 
внутри оёеб. 


дм м = м о т] — в 


остается положительвымь въ области а6сд, 
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Посль этихъ предварительных замфчанй, можемъ поставить вопросъ 
о преобразоваши двойного интеграла’ къ новымъ перемфнвымъ, состолный 
въ слёдующемъ: 
Данз интеграл 
Г Ро, у) ата, 
$ 
‚распространенный пб никоторой площади А; спрашивается, какому 
интералу, распространенному по площади А, соотвьтетвующей А 
э0 формулам 
Форму г=9 5 = фи, @) 
‘равень данный интеграл? 
Отвфтомь на этоть вопросв служить слфдующая формула 


Л/гефаны = } [те и, 5) Так, = в 
[#5] 


& 
тд |У| есть абсолютное значеше Якоб1ана системы (1). 
Приступая въ доказательству формулы (1), припомнимь сперва про- 
цессъ преобразовашя перемфнной въ простомв интеграл. Когда преоб- 


разовывается интеграль 
у 
Г Е (4% 
ы 


черезь введеше новой перемфнной, по формул у=Ф (5), причемъ 
предполагается, что $’ (5) не иЪняеть звака, когда © измфнается от 9, 
до У, при изыфнени у оть у, до У, то получается формула 


у ла 
Геои- оф <<) 


Если, при возрастани у отъ у, до У, 9 также постоянно возрастаеть 
оть 9, до У, то $' (2) > 0, и числа 4у и 40 `0ба> 0; если же, при 
возраетани у отв у, до У, постоянно убываеть от ®, до У (такъ 
ч10 %>7Т), то $’ (9) <0, 44>0 и 4&< 0. 

Во второмъ случа, формулу (С) можно переписать такъ: 


: м 
Гвкфи= Деев аь 


тогда и въ этой формул 4у и %>0, {— $ ' (#)} >0. Вь первомв слу- 
ча |4" (©)| = $' (®), во второмъ. |$' ()| = —$' (9) в, въ обоихь слу- 
чаяхь, лодразумпвая предълы интеграла, можемъ писать формулу пре- 
образованя такъ; ` 


Дешы= РФ) (с) 
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тд |6" (0) обозначаеть абсолютное значеше функши $' (®), и числа 
4у к 4%>0. Въ такомъ вид формула преобразоваша простого интег- 
раза и прилагается при выводё формулы (Т) преобразовашя двойного 
интеграяа. 

Переходь оть точви М (2, 9) въ области А къ соотвЪтотвующей 
точ М, (и, 9) въ облаети А, т. е. вычислене ми по даннымь 
х ку ивь уравненй 

д=ф (и, 5), Уфы, 9), (1) 
можно произвести разными способами. Для опредфленности положимь, 
что это вычислене производится сяЪдующимь образомъ. 

Изъ уравнешя 

= (и, 5) 
выражаемъ и черезь х ит и полученное выражеше подставляемъь во 
второе уравнеше системы (1); тогда у предотавится въ видё функши 
от я те, 

У=Е (2, 5), (2) 

Отсюда, по даннымь хи у, опредёляемъ 9, а опредфапиъ 9, нахо- 
димъ и изъ уравненя 


&=Ф (и, 9). (1) 
Сравнивая два выраженя у, находинъ 
Е (т, 9) = (а, 5), (3) 


уравневе, которое обращается въ тождество, если во второй части его 
будемъ подразумфвать подь и функшю оть дих, опредёляемую уравие- 
щемъ (1). 

Описанный выше процессь перехода оть точки М (7, у) къ точЕЁ 
М, (и, ®) можно разсматривать какь результать двухъ послёдователь- 
ныхь преобразовашй, & именно: преобразовашя Т, помощью котораго 
оть точки М (5, у) сперва переходимь къ точ №’ (2, 2), ииъющей 
сь М. общую абециесу х, а ординату $, вычисляеную, по данному у, 
изъ уравнешя 

. у=Е (2,5), 
и преобразовашя И, съ помощью котораго оть точки М” (2, и) перехо- 


Димъ КЪ тОчЕВ М, (и, 2), инфющей съ М' общую ординату о, & абециесу и, 
вычисляемую, по данному х, изъ уравненя 


#—ф (в, 5). 

Каждой точкё М области А соотьётствуетв опредфленная точка М! 
прекежуточной. области 4’, и. Каждой точий М! носяфиней —опредфлен- 
ная точка. М, области 468 мы предположимъ, чт всегда возможно, что 
соотвтстые между областами 4’ в каждою изъ обаастей Ам 4, одно- 
значно иобратимо, такъ же какъь и соотьтетьй между двумя посзйдними, 
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Описанныя два послёдовательныя преобразовашя Ти П мы и при- 
мфнимъ къ преобразованию двойнаго интеграла 


р =] ива 
{4} 


которое раепадется такимъ образоиъ на два послфдовательныхь преобра- 
зовашя простыхь иитеграяовъ. 

Полагая, что при вычислени Т первое интегрироваше производится 
по у, при 2 постоянномъ, напишемъ У сльдующимь образомъ: 


У= [= [1 3) а. 


(Предфлы интегрирован! не обозначаемь, потому что они различиы при 
разныхь формахь контура (С)). 
Преобразуемъ простой интеграль 


Г (а, у) 4, 


при = постоянномъ, помощью уравненя 
у=Е(, 9), 


ле = ре. быв) 
( 


и находимъ 


9Р 
5 42. 


‘р 6 мфняетв знака въ предёлахь интегрированя, если соотввтстве 
между областани А и А’ обратимо, какъ было предположено). 


Слфдовательно, 


= а гв, 
=] ево, 


м“) 
= Фе Га Ри) |9" |. Й 


9Р 
5 ® 


ДаяЪе занфчаемь, что при вычислени интеграла, распространеннаго 
по площади 4’ можемъ первое интегрироваше ‘вести по 2 и писать 


у [№ [о 


Преобразуемь простой интеграл 


з (2, ®) ах, 
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при © постоянномъ, помощью уравненя 4 — $ (#, $), и находимъ 


з уда в (м, %}, ) я ди, 
ин Ям 
Л [ее 5,5 ав аъ. 


Подставивъ выфсто функши Ф ея выражене (4) и замфчая, что 
Р (2, %), при замфнЪ 2 на © (и, 0), обрашаетея въ ф (и, %), находимъ 


= | [1..5 


6} 
. . 9 
гдБ вв выраженн функши ^о; или Е, (7, $} надо также замфнить г 
черезъ х (и, 9). Остается показать, это 


> [ао 


и формула (1) будетв доказана. 
Съ этой цфлью беремь тождество 


Е (2,9) =$ (и, 9), (3) 
гдф и функшя отв 2 и 9, опредфляемая уравнешенъ 
= (м, 9), (0 
и взявъ производную по т, при х постоянномъ, отф обфихь частей (3), 
находимъ 
т. им 
д — ди %’ 


а изъ (1), при 2 поетоянномъ, имфемь 


-% #,% 
= м т: 
4% 
откуда 98 _ _ 9 
о, 
9% 


слфдовательно, 


ЖЕ м, 
9# % 9 08 9% “> 


что и требоваяось доказать. 
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Предфлы иитегрировай по к и по г, въ преобразованномь инте- 
гралЪ (Г), опредфлаяются по контуру (С,}, ограничивающему площадь А,, 
соотвфтствующую данной 4. Мы увидииъ изъ дальнЫйтаго, что вычер- 
чиваше контура (С,), въ больнинствв случаевъ, оказывается не нужнымъ, 
такъ какъ предблы интегрирован по новымъ перемфннымь могуть быть 
найдены непосредственно, когда извфстна область А, на которую рас- 
простраяяетея интегрироваше по старымъ перемфинымь 2 ни У. 

Для примфра, найдеиъ преобразоваше интеграла 


ОД лев вь 
4 
распространеннаго по площади круга раджуса В, съ центромъ въ начал 
координать, есле перемфнныя ди у связаяы съ новыми. в и ® уравне- 
аки  — #6089, у=изто, {1а) 
= 2, 


По формулё (1) будемъ имфть, принявЪ во внимаше, что въ нашемъ 
прим рё У = в, 


Ле. У ани = || [гон мат ша. 


() 

Выфсто того, чтобы опредфлять контуръ (С,) области А, соотафт- 
ствующей данной области А, занфчаемъ, что числа в и т, которыя мы 
до сихь поръ разематривали какъ Декартовы координаты точки М,, с0- 
отвЫтствующей точкф М (2, у) по формуламъ (1), можно, въ даниомъ 
примфрф, разсматривать какъ холярныя координаты самой точки М, 
если полюсь находится въ началь координать, и уголь Ф отечнтывается 
отБ` оси 2-овъ, Тогда сдфлается очевиднымь, что если иитегрироваше 
по фи по у было распространено по плошади круга радуса В, съ цен- 
тромъ въ началЪ координать, то интегрироватя по’ и поз надо вести 
отв Оюх В поть 9 9 оз 2т, въ какомъ угодно по- 
рядк. Поэтому, въ нашемъ приифрф, формула преобразованя интеграла 


будеть р Е . 
Г 2 (а, оч [№ било ий о) иди. 


& 

Не ыфшаеть замфтить, что предфлы интегрированя по новымъ пере- 
ифннымь числа постоянныя, тогда какъ предфлы одяого изъ интегриро- 
ван по старымъ перемфннымъ числа перемфнныя, такъ какъ, очевидно, 


при условяхь #=0, 0= 


= 
Лень [в Грез вы 
° № —в ура 


при данной, въ натемъ примфрф, форыф контура (@) площади 4. 
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Изъ формулы (1) вытекаеть какъ слёдете, при / (2, 9) =1, формула 


Г [ео= [вл 


м 


Если обозначимь черезъ р и М изименьшее и намбольшее зизчеше 
15| въ области А„, то предыдущую формулу можно написать такъ: 


Лина. ов [0 
® 


[е) 
тд || >ии < М в, в случа непрерывности функийй ||, можеть 
быть разсматриваемо казъ численное значеше Якобана 7 въ нЪБоторой 
точв (и, %,) области 4,. Иитеграль въ первой части формулы изобра- 
жаеть сумму площадей вебхь элементов® области А, г. е. число ©, измф- 
ряющее всю площадь 4, & интеграль во второй части —число 9, изы$- 
рающее всю площадь соотвфтетвующей области 4,; поэтому формулу (И) 
можно писать слфдующииъ манеромъ 


98—70, (и) 
Итакъ, если площади А сотивътетвуеть по формулам 
=, 9), у=У, 5) @) 
некоторая площадь А, то отношене между величинами этить пло- 
щадей |] 
я =№1, [19 
, 


ад У, есть значеше Якобана систе (Г) в нъкоторой точкь (и, 9,) 
площади А,. 


$ 7. Геонетричевкйй выводъ Формулы преобразованя двойного инте- 
траха (черт. 69). 

Мы приведемъ геометричесый выводв формулы преобразовавя двой- 
ного интеграла, весьма наглядный и простой, который, однако, нельзя 
разсматривать какъ строгое доказательство этой формулы, потому что онз 
основанъ на’ нфкоторомь допущеши, законность котораго сама по себЪ 
требуеть доказательства. 

Положимъ что дань интеграль 

У ДР в) 4%, 
А) 


Е что Денартовы координаты точки М (2, у) выражены какъ функщи отъ 
новыхь перемфнныхь & и ф формулами 


2, уфы), 0) 
устанавливающими однозиачное и обратимое соотифтстые между точвапи 
облаетей 4 и Д,. Вифето того, чтобы разсматривать ш и`© какъ Декар- 
тоны координаты другой точки М,, относительно 1$хъ жб осей ОХ, ОУ 
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(пли какихъ-нибудь другихъ), будемъ разсматривать & и © какь нриво- 
линейныя координаты той же точки М на плоскости ТОХ, какъ мы 
это сдёлали въ разсмотрфнномь выше примфрё, гдё и и с обозначали 
полярныя координаты точки М. Во веякой криволинейной систем коор- 
динзть положеше каждой точки М на плоскости опредфляется нересфче- 
Шемъ двухь лин, получаеныхь слфдующиемъ образомъ. 

Если въ уравневаяхъ (1) дадимъ числу и нфкоторое постолниое зна- 
чеше, то уравненя (1) изобрезять параметрически нфкоторую плоскую 
кривую, различныя точки которой соотвфтствують различзымъ значешаыъ 
перемфннаго параметре 7; точно такь же, при постоянномъ значени 9, 
уравнен!я (1) изобразить нфкоторую плоскую кривую, различныя точки 
которой соотвфтетвують различнымъ значеняиъ паранетра +. Постоянныя 
значешя и, въ первомъ, и $, во 
второмъ случа$. можно назначить 


по произволу. Изыфняя эти по- ГИ 
стоянныя, мы получимъ два се- {и 
мейства кривыхь: 1) семейство ли- 

зй (*) или х.— постоянному и 


2) семейство лин (9) пли = 
— постоянному. При нашихь пред- +4) 
положешяхь относительно соотет- 
стын между областями перемфи- 
ныхъ 2, у и перем нныхъ и, т, че- Г 
резь каждую точку М пройдеть 
одна, и только одна, линёя каждаго 
изъ семействь (и) и ($), и положеше точки М опредфлится пересфче- 
‘щемъ этихь двухь линй. Формулы (1) будуть формулы яреобразовашя 
координатиз для перехода оть Декартовыхь координатв къ криволинейнымъ 
и обратно. Двумъ безконечно-близкимъ значешяыъ параметра +, напримЪрь 
№ и  -1- Чи, соотвфтствують двЪ безконечно-близвя кривыя семейства (). 
Эти двф лиши и двЬ лини семейства (5), соотвЪтствующия двумъ без- 
конечно-близкимъ значешямь ? и у-+ 4, приченъ 4 и 4 считаются 
золоджительными безконечно-малыми Числами, образують безконечно- 
малый четырехугольникь ММ, М,М; всю площадь А можно себъ пред- 
ставить разбитою на таве четырехугольники лишями (м) и (9). (Въ Де- 
картовой системф координать эта лиши будуть лини: х = постоянному 
и у-= постоянному, т. е. прамыя, параллельныя осямъ координать). 

При вычислени двойного интеграла 7, мы и будемъ подъ 4 пони- 
мать площадь четырехугольника ММ, М, М’. Бриволинейныя координаты 
его вершинъ будуть 


М (и, 5), М, (и-+ 4,5), М,(ио-+), М (ии, +8), 


Черт. 60, 


а соотвфтетвенныя имъ Декартовы 
М (2,9), М, в, у, М, (2, 9;), М (р 9) 
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вычиелятся по формуламъ (1). Если при этомъ вычислены ограничимся 
безконечно-малыми перваго порядка относительно ди и 4, то найденъ, 
обозначивъ для краткости буквами фи $ функщи ф (и, °), ф (м, %), 


Ф-ьу-О, (в -ыия а), 


я и щ), „ар (2) 
(4, о + в, у, феи &. 


Разсматривая эти выражещя, находимъ 


и — 2—1, — 1 9, У Ы— У У» 
откуда слфдуеть, что точки, которыхь Декартовы координаты выражаются 
формуламу /2), будуть вершинами параллелограмма; слфдонательно, слф- 
ланное нами отбрасываше безконечно-малыхь высшаго порздка относи- 
тельно @и и 4» равносильно замфнф криволинейнаго четырехугольниха 
ММ, М, М! параллелограммомь, координаты вершинъ котораго опредф- 
ляются формулами (2). Эту же замфну мы сдфлаемь и при вычисления 
площади элемента ММ, М,М', т. е. положимь 4® == площади паралле- 
лограмма (2). Тогда найдемь, по извъстной формул Анаяитической 
Геометра 
а® = 2 площ, Ака ИМ, М, = 


19, 2 9, -у—@-9 9-9 


= 199 № № 
% и 


Это выражеще называють элементом» площади в5 системь вриво- 
динейныхх воординатз (и, 5). 
Умножая каждый элементь 4® на значеню функщи 
Гр, у) = Рф, о), 9,9) 
въ любой точкЪ (и, ©) этого элемента и взяв предёлв суммы получен- 
зыхь произведенйй,  находимь 


т = Гуа — Г [Ге нь -@ 


Сльдовательно, интеграль У, распространенный по площади А, ко- 
торый мы писали въ видЪ 


г = Га, 4, 


сообразно прежней фориЪ элемента площади, въ Декартовыхь коорднна- 
тахь, изображается въ видф (4), сообразно новой форм элемента, въ 


Я диво — ри вь в) 
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вриволинейныхь координатахь, Такимъ образомь снова получается фор- 
мула ($6. 

Зь преобразованномъ интеграл интегрирован:я надо распространить 
на совокупность всвхъ значенй криволинейныхь координать и ит, соот- 
вфтствующихь точкамь данной площади 4. Чтобы показать, какъ опре- 
ДБляются порядокъ и предлы интегрироваый по данному контуру пло- 
щади 4, положимъ сперва, что этоть контурь (С) состоить изь двухъ 
линий одного изь семейств (#} или (9), наприм$ръ, лини АВ, на ко- 
торой # =, и. СР, на которой *=У>%, и изь двухь лишй, урав- 
нешя воторыхь 85 криводинейныеь координатахе будуть 


(АС) и— 69), (ВР) и=6, ®)>6, (®), 


ДВ 0, (0) и 6, (+) однозначныя функщи оть х (черт, 70). Интегрируенъ 
сперва но и, при $ = постоянному, лежащему между 9, и Г, въ пред- 
лахь оть #==0, (5) до и-=6, (5); ре- 
зультать этого интегрирования дасть 
сумму элементовъ интеграла, с00т- 
нствующихь вефыъ точкамт отрёзка 
ММ, на которомъ © = выбранному 
постоянному; результать этого пер- 
ваго интегрировашя антегрируенъ 
затёнь по 9, въ предфлахь оть % 
до Р, и получаемь сумму вебхъ 
элементовь интеграла, раепростра- 
неннаго’ по данной площади, т. е. 
искомую его величину. Черт. 10. 

При другой фориф контура (С), 
разбиваемь площадь 4 части, отраниченныя указамнымь манеромъ, 
и, распространивъ интегрироваше на каждую отдфльную часть, беремь 
сумму полученныхь интетраловъ; она и заст иитограль, распространен- 
ный на данную площадь 4. 3 

Замьчане. Если въ формул (П) $ в подъ 2 будемь понимать очное 
значеше площади четырехугольника ММ, М.М’, которому по форму- 
ламъ (1) въ области А, соотвфтствуеть, очевидно, прямоузольнииу со сто- 
ронами 44 и 49, то эта формула дасть 


== | в 4, 
тдЬ 7, есть значеше Якобана смстемы (1) въ нёкоторой точк® (и, 9), 


для которой и<и ии, от, 9-4. По непрерывности функщи «7 
моженъ написать 


э—-+44 4, 


гдф = безконечно-мало, при @и и 4 безконечно-калыхь. Слвдовательно, 
Яя | |9ч 4$ эжеиволентны, и зам на площади © — 4» числом 


К, Пнесе_ДИфферонц, и млеетражьх. нечшолеи. Е 
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| иао, которую мы сдфлаяи при вычислени интеграла У, не вщяеть 
на его величину. 

Надо, однако, заифтить, что формула (Н), которою мы здфсь восполь- 
зовались, не была нами выведена непосредственно, 8 получена какъ слёд- 
стве формулы (Т); поэтому, приведенный въ $ 7 выводв этой послёдней 
нельзя разематривать, самъ по себЪ, какв строгое доказательство фор- 
мулы (1); онь приаеденъ здЪсь лишь какъ нагладизя и простая геомет- 
рическая интерпретадя формулы (1) $ 6. 

$ 8. Приломеше общей зормулы преобразовыйя перемённыхь въ 
днойномьъ питегралё въ частиымъ случазиъ. Эдененть поверхности въ 
криволинейныхь координатахъ. 

1. Мы уже имфли вз $ 6 формулу преобразования двойного интеграла, 
при переходь оть Декартовыхь координазъ точки М (х, у) къ полярныиъ 
ея координатамт. Обозначая послЪдия, какь обыкновенно, буквами ри 6, 


инфеиь х=рс088, у = ря 6 


у= уе Дов, рат вара <) 


-потому что Якобань У =р и элементь площади въ лолярныхь коорди- 
натахь 4» —=рр98. Лиши р — постоянному будуть окружности кру- 
говъ съ центромь въ полюс, лищи 
— постоянному — прямыя, прохо- 
дяпця черезь полюсь (черт. 71). 
Вычислен:е двойного интеграла 
(2) и объема, имъ изображаемаго, 
можно вести слфдующимъ образомъ.. 
Мы предположимъ, что контур дан- 
ной площади пересбкается прямою, 
проведенною изъ точки 0, въ двухъ 
только точкахъ. (Если бы это усло- 
ве не было соблюдено, то мы бы 
Черт. 1 . разбили площадь на иёсколько ча- 
. стей, удовлетворяющихв этому усло- 
вю, и распространили сумиироване на каждую часть отдЪхьно). Положинъ 
сперва, что точка О находится виф контура. Обозначая длину ОК черезь 
роз & ОР черезь р,, и 2 /(рс08й, рат), беремъ сунму всЁхь элемен- 


и 


товъ, для воторыхь @ и 48 постоянны; результать будеть = 4 7 яр 4 
& выразить объемв слоя, завлюченнаго между двумя плоскослми, соот- 
эетотвующими значешямъ 

8= ДРОХ, 8+@= /РОХ. 


Беремь автёмъ. сумыу объемовъ всёь таких слоень, соотв®тствую- 
щихь веБшь зниченямь @ оть 0:=0, до 6==0,, гдь. 6, м В, - наимовышее 
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и наибольшее изъ воёхъ зналенй 6 для точекъ даннаго контура, Резуль- 
тать этого второго суимировашя и дасть объемъ 


терь 


Предфлы перваго интегрирована по р, т. ев, величины ро и р,, веегда 
могуть быть найдены по данному уравнешю контура и будуть, вообще 
говоря, функщи оть 6. Предфлы второго интегрирован:я по 8, т. е. 6, 
и 6,, будуть поетоянныя, воторыя опредфлятся кавъ углы, соотвфтетвую- 
не ращусамь 08 и 05,, касательнымь къ данной кривой. Если бы 
точка О лежала внутри контура (черт, 72), то первое интегрироваше 


Черг. 12. Черт, 18. 


пор, очевидно, надо вести оть, р=0 до р=ОР= В, гдф В ныражается 
вакъ функшя оть 6 изъ уравнешя контура, & второе интегрироваше по 8 
отъ 8 —=0 № 6 = 2, и 


8 Е 
рае 


Для приифра разсмотримв слфдуюний вопрось. 

Дань шарв радуса а; пусть АВА,В, (черт. 73) есть счете его по- 
верхности плоскостью (29) а круги ОРАЕ и ОБ, А, Е, раду =5, съ 
центрами Си С, нз праной АА, — сфчешя плоскости (2) св поверхно- 
стяии двухъ прямыхь цилиндровъь неопредфленной длины, перпендиеу- 
лярныхь къ плоскости (у). Требуется вычислить ту часть объема шара, 
которая вырёзывается этими двумя цилиндрами. Искомая часть, . оче- 
видио, равна учетверенному объему тла, ограниченнаго. поверхностью 


пара пу = в, 


поверхностью одного изъ цилиндровъ, напр. построеннаго на основаши 
ОРАЕ, и плоскостью (%у). => 
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Называл объемь искомой части черезь У, получимъ, сльдовательно, 
р=а ава, 
распростраменному по площади ОРАЕ, или 


р=8 / 44, 


гдБ интегрирован распространено по площади ОДА, равной : пл. 
круга ОДАЕ. 

Введя полярныя координаты точки и на плоскости (49) выЪето прямо- 
угольныхь, получимь 


=. [24 4, тд += Иа 
Интегрируя сперва по р, считая @ постояннымь, найдемь для пре- 
дЬЛонЪ этого питетрированя значешя р== 0 и р=ОР == в6036; второе 


интегрироваше по 6 надо произвести въ прехфлахь оть 0 до 5; сльдо- 
вательно, 


ЩИ р”. 


У ев 
Ув (уз 24) 88; 


«сов 26089 


Дуг [ 3 ] зв 0" 
; з 


За — 80, 


ола :. : 
8 з т : 
У за в" ва "|: ‚ата 
; 


В 2 А 2 
ева =[ м - 
7 и 
сяфдовательно, 
РЕ Ша, 


Отсюда ввдинъ, что побит объема всего шара надъ тою частью, 


Иан РУ 
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которая заключается внутри цилиндровъ, равна Ва объема вуба, 
ребро вотораго равно даметру шара 24. 
Для второго прииёра преобразуемъ 


7 = ] [еда | а) 


распространенный по площади прямоугольника ОАСВ, въ которомъ 
О4—=а, ОВЕЬ. . 
По общей формул имвемъ 


2 а 
у а ге р || [проб рфь = © 


тдЬ во второй части нужно распрострапить интегрироваше на всв значеня 
ри, соотвётствующия точкамъ, лежа- 
щимъ ннутри площади ОАСВ (черт. 74). У 

Проведя жагональ ОС, распростра- 
нимъ интегрироваше сперва по пло- 
щади ОАО, потомъ по площади ОСВ, В 
и ревультаты сложимъ. Для точки М, 
лежащей внутри ОАС, при 8 постоян- 
номъ, р измфняется оть 0 до ОЗ, гдБ 
о@ = =, а уголь 9 принимаеть всё 
значешя оть © (на 04) ю 0 = 0 
Д С0А = ея 2. Черь 14. 

Слфдовательно, интеграль, распространенный по площади ОАО, изо- 
бразится формулою 


а 
ата о базб 


7. ( / Гфоюб,ротбрар) @. 3) 


Для точки М,, лежащей въ трехугольниев ОСВ, при 6 постоянном, 
р измфняется оть 0 до ОЕ = зщ, 8 6 привимаетв всё значещя 
оть 6 = Д СОА = атбйу ® (на лиш ОС) до 8 = (на ОВ). 

Сльдовательно, интеграл, распространенный по площади ОСВ, будеть 


хх 
3 #5 


7, [| (оеовь ротора 


Я =7, + Т,- 
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Предлагаемь провфрить этоть результать, взявъ / (=, у) = №, когда 7 
очевидно должно быть равно а5, т. е. ллощади ОАСВ. 
П. Раземотримъь еще преобразоваше интеграла 


= | [гео 


распространеннаго по той же площади ОАСВ, зводя новыл перемфнныя 
шв из, по формуламь . 
у=, уна=ыи, 
дающимъ 
1 

з. 
1+- 

у 


в =у-+х, 9= 


Написавь эти формулы въ видь 


=н—\№, у, 


находимъ 
45 6 1—%, % 
ди’ 9 ВЫ 
9 = м р = =* 
9%’ 5 в 
Слёдовательно, 


у= Деев еду = рб — шо ааа 


Ливни ® = постоянному, т. е. у == постоянному, будуть прямыя, про- 
ходяпия черезъ 0. 
Раебиваемь пл. ОАСВ па дв, ОАС и ОбВ, 
Для гранинь пл. ОАС имфемь уравнешя въ ноныхь перемённыхь 
ци слёлующаго вида 
. $ ; [2 
для 04, $ =0, для ОС, "= уд и для 40, ==, 


потому что уравнешя 04, ОСи АС въ перенфнныхь х и у будуть 
у=0; Ве #—а). 


Проведя прямую 06, на которой ? = постоянному, интегрируем 
сперва по & оть в = 0, въ точЬ 0, дом = {> ВЪ точкё @, апо- 


томъ но, оть 9=0, на Од; о ‚ на РМ  довательно, 
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Такъ же найдемъ 


Дни [|| ни 


У+а 
и У +7, ЕТУ. 
ТП. Приложимъ теперь общую формулу къ преобразование интеграла 


= ДУГЕ ааа, (1) 


изображающему величину нфкоторой чаети поверхности 
Руд 0. 2) 
Зафеь р = м, = =, и интегрироване распространено но площади 
А, изображающей проекщю данной части поверхности на плоскость (27). 
Положимъ, что координаты т, у, 2 точки поверхности (2) выражены 
функщями отб двухь независиныхь перемфнныхь 
2 = (м, 5), у=ф (и 5), 2 = (и), {3) 
и преобразуемъь интеграль (1) къ новымъ норомфинымь 4 и 9. 
Для этого надо 1) выразить УТ + р’ въ перемфиныхь миф 
и 2) замбнить @т@у на |Л| дви, гдЬ 


де ии 
2 фм м" 


Чтобы найти выражеше УТ + р +4 въ переифнныхь их, за- 
ифчаемв сперва, что по уравнение (2) имфемъ 
ЕР’, + Р.р=0, Р.+Е',4=0, 
глё Р.Р, Е', частныя произнодныя отв Р (т, у, 2), авятыя по х. 
по у и по 2. Отсюда . 


Е: Е, 
=. 4= 
. Я ЕТОРЕХНАЯ © 


Далфе, если въ ураннеше {2) подставимъ выфото 2, у, # ихь выра- 
женя (3), то уравнеше это обратится въ тождество; дифференцируя его 
по и и по #, найдемъ 

‚ % 
Ру 


р. рр." 0, 


р =0, 


откуда вытекаеть >. _ Р, _ РЕ. 
Аа в С’ 
ыы дем 
Я № вм 9’ 
92 9х 02 
=“ —_ > 5. 
=, я в’ (5) 
9% ду ду 05 
бы и ыи7т 
По формуль (4) находинъ 
о: _ И 4+ 8+0 УФ 
и ве 
У1-+р $ ТОТ = В . 
и преобразованное выражеще $ будеть 
5= | утв бана, (6) 


ЕДВ интегрироваве надо распространить на совокупность значенй № и %, 
соотвфтетвующихь всфмъ точкамь данной части поверхности. Полученное 
выражене можно представить въ другомъ вид, который весьма важно 
замфтить. Обозначимь буквами Р, Е, @ слёдуюния функщи 


2-е). 


_ бр дубу 02 08 
Ту и и 0 @) 
__ [9 ду\2 да\8 
в- (5; (=) = (#). 
Тотда будемь нифть 
А+ В+ = 9 №. (8) 


Формула (8) дрямо вытекаеть изь извфстнаго тождества 


(в +ап + 0,1) РЗ +) — (+ аб, + а, = 


= (6.3, — вла, + (а, — 6) + (08, — 6,1, 
если въ немь подожимъ 
9% 9; 0 
=, в, Я а, ж. в ити 


Поэтому можемъ написать, 


в= [УР ыв. ® 
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Нодученный результать можно интерпретировать геометрически. Если 
вь уравнешяхъ (3) будемь по очереди разсматривать м и т какъ числа 
постоанныя, то получимь двз семейства кривыхъ (м) и (7) на данной 
поверхности, аналогично тому, какъ было объяснено въ $ 7 для данной 
плоскости. Ноложене каждой точки М на поверхности опредфлятся какъ 
пересфчеше двухь лиый первой и второй системы, соотвётствующихь 
даннымь значешямь # = %,, # — ®,. Поэтому и и ® называють #риво- 
линейными координатами точки на данной поверхности. Всю поверх- 
ность можно себ представить покрытою сфтью, состоящею изъ бевконечно- 
близкихь лин! системь (и) и (5), разбивающею данную часть поверх- 
ности на безконечно-малые элементы. Раземотримъ на данной поверхности 
безконечно-малый четыреугольникь ИМ, И, М’, аналогичный плоскому 
четыреугольнику на чертежз 69, образуемый двумя лишями системы (и), 
соответствующими значенямь # и % + 4» перваго параметра, и двумя 
лышями системы (2), соотвфтствующими значешямь у и + -+- 42 второго 
параметра, причемъ 4% и 40 считаемь положительными безконечно-ма- 
лыми. Декартовы Боординаты его вершинъ вычисляютея но вриволиней- 
вымъ ихь координатамь съ помощью формулъ (3); если въ этихъ вычи- 
слешяхь ограничимся безконечно-малыми перваго порядка относительно 
4и и 45, то найдемь, понимая подь и и о значешя, соотвётетвующея 
точ М, для вершинъ четырехугольника 


(М) з = 3% 5), 
(И)а.=е + Е 4, 


(М) з,=я-+ Е 8%, “ 


9 9 
(М) з==-+ д 


и подобныя же формулы для другихь двухь координать у и 2. 
Изъ этихь формуль видно, что 


Я, =, 9: У: У 228, — 4, 


откуда слфдуеть, что точки (л, у, 2), (2, Ул, 21), (2, У» 23), (У, 23) 
будуть верюинами ялюскаю параллелозрамма; сдёланное нами отбрасы- 
ваше безконечно-малыхф высшаго порядка равносильно замфн® криво- 
лянейнаго элемента ММ, М,М’ этимъ плоскимь параллелограммомъ. 
Площадь этого параллелограмна и называютъ элементом; поверхности 
зъ криволинейныхь координатахь; эта площадь‘ выразится формулою 


4 =УЕВ— В 4иаь, (10) 


тд Е, Р, 6 иыБють выменаписанныя значеня (7), какъ сейчась бу- 
деть показано. 
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Формула же (9) показываеть, что точное значеше величины извЪез- 
ной чаети поверхности равно предфлу суммы элементовъ (10), распро- 
страненной на значеня и и ®, соотвфтетвуюлия всфиь точкамъ данной 
части поверхности, Для доказательства формулы (10) замфтимъ сперва, 
что квадрать разстояя между двумя безконечно-близкими точками 
И (и, 3) а М! (и + 4%, о + 9%) на данной поверхности (если отбро- 
симъ безконечно-малыя выстаго порядка} выразится формулою 


95 > 417 ду’ -- 47, 
въ прямоугольныхь координатахь точки М, 3 въ силу выражений 


95 95 92 % 
ах 95 дочь ао, ду == М ди -- 9 в, а 2 в № 


это выражен приведется къ 
957 = Ей“ + Раф + да. (11) 
Это выражене называють иваратомь линейноло элемента поверх- 
ности. Площадь 4а параллелограиыа ММ, М, М’ равна, какъ извфстно, 
произведенио его сторонь ММ, Х ИМ,, умноженному на синусъ угла 
8 между вими. Обозначая длины сторонъ ММ, и ММ, соотвфтетвенно 
черезь 48, и 45, мы находимъ 4, изъ формулы (11), при 4 — 0, з 
43, при 4% = 0, и получаенъ 


4, =УЕ и, 4, = Уб 4, 4 =У ЕВ эт О дидь. 


Для вычисленшя $0, т. е. синуса угла между направленями ММ, 
и МИ,, замфчаемь, что 


608 9 — 608 а; 608 а, +- 608 В, с05 В, + 60$ 1, 603 Т,› 


тд’ (а,, В, 1:) углы направленя ММ, съ осями прлиоугольной системы 
координать, (а,, в,, 1) углы направленя ИМ, съ тЬми же осями, 8 по 
формуламъ (4) имфемъ 


95 
2—2 _ 
605 а, в, уз ит.д, 

стезя де д 
2 02 

ди 9 Е 

12) 
‚ УЕ& ‘ 
210 = Ут аа У р гы 8 — га 
Слёдовательно, у 


43 =УЕб — РБ’? ди4з, 
что и требоваяоеь доказать. 
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Система. координать (и, 7) называется ортогональною, если лини (и) 
съ лишями (5) пересфкаются подъ прямымъ угломъ, т. в. когда уголь 


#= =; тогда 008 @ = 0; по формул (12) находимъ, что услоше орто- 
гональности систены есть 
#@ = 0. 

Евадрать линейназо элемента поверхности въ ортогональвыхь воор- 
динатахъ изображается, слдователь- 
но, формулою 

4’ = Еди? + бат, 
з поверхностный элементь формулою 
4 =УЕб диф. 


Примтры. 1. Найденъ выражене 
элемента сферической поверхности въ 
сферическихь координатахъ (черт. 75). 
Сферическини координатами точки № 
на сферЪ называють уголь М02=, 
образуемый ражусомь ОМ съ не- 
подвижною прямою 02, и уголь 
ОЕ —= $, образуемый плоскостью 
2ОМ съ неподвижною плоскостью Черт. 15. 
20Х. . ` 

Если проведемь ОУ | къ плоскости 20Х, то Декартовы коорди- 
наты точки М выразятся черезь сферичесыя фориулани 


# = 00 = ОРсзф = ОМ 5% $ 08$ = Взту 6056, 
у= 9Р= Взтрзвф, # = МР = В 665$, 


тдЪ В ращусъь сферы. Лиши ф = постоянному будуть меришаны, а 
лиши”ф = постоянному —параллели поверхности; ф долгота точки М, & 
ф дополнене широты до 90^. 

Составляемь числа Е, ©, #; 


2-е 
о-в жа 
се Е 


откуда заключавмъ, что система координать (ф, $) ортогональна, что 
впрочемь видно 3 реюм, тавъ вакъ мериданы и параллели пересфкаются 
подь прямымъ угломъ, 
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Квадрать хинейнаго элемента 
4? = ВФ + ва = К 4 + вт а). 
Поверхностный элементь или элементь поверхности 
4 = УЕ@ 404 = В* т 9 404. (13) 


Чтобы получить веф точки сферы, надо измфнять ф оть 0 до м, ф 
оть 0 ло 2=. Поверхность всей сферы будеть равна 


ж т 2к 
= |4 [ва = 28° [ар = ати 
$ $ $ 


П. Задача Випани. На радусь сферы, ОА = В, построена, какз 
на Фаметрь, окружность круа; на этой окружности, какз на основа- 
ни, — прямой цилиндрь; требуется 
вычислить ту часть повертности 
сферы, которая заключается внутри 
этою цилинара. 

На чертеж (76) О центрв сферы, 
АВ, АС, ВС пересфчешя поверх 
ности сферы съ координатными ило- 
скоетями; ось 2-овъ параллельна об- 
разующимь цилиндра, кривая АЕС 
есть пересчеше поверхности цилин- 
дра съ поверхностью сферы. 

Искомая часть поверхности, оче- 

Черт. 16, < видно, состоить изъ 4-хь равныхь 

между собою частей, изъ БОиХЪ ОДНЗ- 

начерчена на чертеж и ограничена дугами АС и А ЕС. Проекщя этой 

части па плоскости ХОТ есть площадь полукруга ОВЛ, половина осно- 
вашя цилиндра. Слфдовательно, искомая часть поверхности 


ва УТ Е аааь, 
распространевному по илощади ОАВ. Изь уравнешя поверхности 
ул = В 


нахедимъ 


преобразовывая интеграль вЪ полярнымь хоординатамъ, по формулам 
& = рс0е 0, у = раб, 


— 557 — 


находинъ 
94 | Гуве [ре 24%. 


424) 


ы 


Предфлы интегрировашя пб р будуть © и В с0з0, по 6 —0и З: 
вавъ было уже объяснено въ задач на стр. (548); поэтому 


ра Е ‚Гав в, 
; 
такъ какъ 
та Роз б 
_ РР. | ия] а. 
р В (1 — т4); 
ув 


окончательно находимъ х 
8 ав = ав: 1. 


Отсюда получается интересное слёдстые. Часть жоверхноети полу- 
сферы, остающаяся за выдъленемь той, которая вырюзывается ии- 
линдромь, равна 2х Е* — 5 =4 Е? — (28)?, т. е. 68 точности фаена пло- 
цади квадрата, сторона которто ‘равна Чаметру сферы. 


$9. Опредфлеше и вычиелевйе тройного интеграла, распроетраяен- 
наго по нфкоторому объему, Положимв, что {(х, У, 4) есть нкоторая 
функшя оть трохъ независимыхь перомнныхв 2, у, 2, которыя можно 
разсматривать какъ Декартовы (прамоугольныя) координаты точки къ 
пространств. Предположииъ, что эта функшя остается непрерывиою, 
когда точка М (5, 9, 2} принимаетв веф возможных положешя внутри 
и на границахь нфкоторой части пространства, нфкоторой области (Е), 
вполнф ограниченной данными поверхностями. Представимв себЪ, что 
данная область разбита, какимъ угодио способомь, на безконечно-малые 
по всЪмъ напраанешямъ элементы, т. е. таше, что резстояшя между лю- 
быми двумя точками одиого и того же элемента- числа безконечио-ма- 
лыя. Обозначая зпакомъ 4, объемъ любого изь этихъ элементовъ, умно- 
жвомь 40, на значене функщи /(2, У, 2) въ любой точкф этого зле- 
мента и составимъ сумму произведен /(2, у, 2) 42, распространенную 
на всф элементы данной области. Предфлв М, кз которому стремится 
„эть сумма, когда вс объемы 4%; стромятся къ нулю, а сумма ихъ остается 
‘постоянно равною объему 7’ данной части проетранства (Е), называется 
тройным: интераломь отз функши Г (х, у, 2), распространеннымь по 
динной области (Е) или по данному объему, и обозначается знакомъ 


м- |] [тен 
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Обозначеше области интегрировсня часто опускають; три знака 
интегрироваяя пишуть потому, что вычиелене такого интеграла приво- 
дится къ тремъ послфдовательнымь простымъ интегрирован ямъ. 

Впроченъ, для краткости, интегралы, распространенные по объему, 
означають иногда и знавомь 


ев 


если указано, что 4 обозначаеть элементь объема, а не площади или линй1. 

Простфйпий способъ раздёлешя данной области ва безконечно-малье 
по всвыь направлешямь элементы состонть въ слЬдующемь: проводимъ 
рядъ плоскостей, параллеьныхь плоскости 2ОУТ, въ разетояшяхь 4 
одна оть другой, другой рядъ плоскостей, параллельныхь 2ОХ, въ раз- 
стояшяхь 4у между двумя смежными плоскостями, и трей рядъ плос- 
костей, параллельныхь ХОТ, въ разстоятахъ 42 между двумя смежными 
плоскостями. Числа @, 4у, 42 разематриваемь кавъ положительных 
безконечно-малыя. Этими плоскостями данная область (Е) разобъется 
ва безконечно-малые пзраллелепипеды, объемь которых 

4 = чадуаг, 

и на ненравильные элементы, прилегаютще къ границамъ (№) (если эти 
границы не будуть плоскости, параллельных координатнымь). Сумма эле- 
‚ ментовъ интеграла, еоотвфтствующихь неправильнымъ элементанъ, иифеть 
предёлоиъ нуль, потому что она численно меньше 4, ГДЪ {2 изиболь- 
н1ее значене модуля / (2, у, 2) въ данной области (число конечиое), & 
%% объемь тёла, ограниченнаго поверхностями, какъ угодио близкими 
одна къ другой, т. е. чисяо безконечно-малое. Поэтому, при вычисяени 
М, можно вс элементы считать правильными и, сообразно этому; писать 


м- ]`] [ге 9. 2 аа 6) 
у= Л [еь (2) 


обозначая черезь 7 объем данной части пространства (Е) (т. е. число, 
измфряющее этоть объемъ). Какими бы поверхностями ни была ограни- 
чена данная область (Е), мы можемъ её разбить на части, ограничен- 
зыя слЬдующимь образомъ (черт. 77): 1) двумя плоскостяки УК ЕР и 
ТЫМЫ@, параллельныии одной" изъ коордиватныхь плоскостей, напр. 
плоскости 207; уравнешя этихъ плоскостей будуть х = и2= Хх, 
2) хаумя цилиндрическими поверхностями КМРС и ЭЁЕН, сь обра- 
зующими параллельными 07 или ОТ, положимь 07; ураннешя этихъ 
поверхностей будуть 


УЕ @) в у=$ >91); 


и ВЪ то же время 
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и 3) двумя поверхностями РАВНИН и УКМЕ, произвольнаго вида, пе- 
ресфкающимися съ прямыми, параллельными ОХ, въ одной только точь 
хаждая. Уравненя этихъ поверхностей будуть вида 


2, 9), = ь >, 9. 


Площадь АВС изображаеть проекщю поверхностей ЕР@ЯН и 
УК МГ, на плоскости 
(2у). Собиреемъ теперь 
сперва вс$ элементы ин- 
теграна, соотвфтетвую- 
ще параллелепипедамъ, 
ложащимъ въ вертикаль- 
номъ столб между дву- 
мя ПЛОСКОСТЯМИ 2 =, И 
ДЕН, вх и дву- 
мя плоскостями у = у, 
и у= дн = 9 + 4, 
ЕДВ 2, и у, опредфлен- 
ныя числа въ данныхъ 
гранидахь, или, кавъ 
можно сказать для крат- 
кости, беремъ сумму эле- 
ментовъ, соотвётствую- 
щихъ всфмь точкамь от- и.) 
рёзка прамой бу, пара У 
.лельной праной 02, на 
хоторомь хи у оста- 
ются постоянными, & 2 
изифняется оть 2. = ф, (м, у) до Я =, (2, У), черезь безконечно- 
малые промежутки @2. 

Сумма этихъ элементовъ будеть равна 


Черт. 1. 


Я 
Фо Год Ро 


тдЬ, при интегрировави, х и у разематриваются какъ ностоянныя. Ре- 
зультать этого интегрироваыя будеть вообще нёкоторая фувкшя Р оть 
хи у, которыл входить и въ подъинтегральную функцию и въ предфлы. 

Чтобы получить сумму 8645 элементов» интеграла М, остзется, оче- 
видно, вычислить двойной интеграль 


ДГ ее 3) ас ау, {3} 


распространенный по площади АВСЬ, которая изображзеть область 
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вефхь значешй т и у, удовлетворяющихь неравенствамъ 
ЖЕРЗЕХ, $, (в) == уф, (7), 


такь какъ Ё (л, у) 4545 изображаеть сумму элементовъ интеграла, соот- 
вЪтетвующихь одной точек (2, У) этой области. 
Двойной интегракъ (3) изобразится, какъ извфстио, формулою 


х у 
Л ее Л Руа, 


ТАБ %=4,(2), У=ф, (2); сябдовательно, 
Хх 4% оу 
и= [в | нью, и 
х $ ое» 
ГБ интегрироваыя нздо производить въ указанномь порздк, считая 
справа налЪво. 

Въ приложенхь, обыкновенно, данная область (Е) ограничена 
именно указаннымь или аналогичнымь ему манеромь; тогда, конечно, 
незачфмъ разбивать ее на части, и интеграль, расиространенный по этой 
области, выразится однимь интегралом вида (4); въ общемь же случа 
тройной интеграяъ представится суммою нЪекольБихъь интеграловъ вида (4), 
соотвтствующихь различнымь частямъ области (Ё). Случай, когда 
область интегрировашя (И) ограничена одною сомкнутою поверхностью, 
Е (5, 9, 2) =0, которая перосфкзется каждою прямою, параллельною 
одной изъ осей коорлинать, въ двухъ только точкахъ, является частнымъ 
случаемь разсмотрённаго нами. Функци 

8 = $: ($9), а=9, (9). 
изображають два значешя, получаемыя изъ уравнешя 
Е (4,4, 2) =0, 

при ханномь х и У: цилиндричесыя поверхности 

УФ), у= $, @) 
превращаются въ кривую линйю, но которой касается данной поверх- 
ности оинсанный около нея цилиндръ, съ образующими, параллельными 
02; плоскости 2=»„ х-=Х ‘обращаютсякъ касательныя плоскости къ 
этой поверхноети, параллельныя плоскости 20У, и онредёляють наи- 
меньшее и нанбольшее значеше х въ данной области. 

Важно замфтить, что при вычислеви тройного интеграла, можно мЪ- 
вать порядокь интегрирован (суммирован! элементовъ), но, при изыЪ- 
нен порядка, и нредфлы интегрирован вообще измфняются. Только въ 
одиомъ частномъ-сяучаф, вогда нрехёлы каждаго интегрировашя числа 
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постоянныя, т. в. когда область (№) есть прямоугольный параллелепи- 
недъ, ограниченный шестью плоскостями 


#—=%, 9—9, —4, 


#=х, у=Х, 2=2, 


попарно параллельными координатиымъ, при перемфнф порядка интег- 
рированй, предфлы для каждой перзыённой остаются постоянными. Въ 
сяучаЪ же, упомянутомъь выше, когда (Е) ограничена Иоверхностью 


Е (ву) =0, 


есян бы желали напр. первое илтегрироваве вести не по 2,-а по у, то 
надо было бы изъ уравнешя Е (5, у, 2) = 0 найти 


У =, (2, 2) и у 6, (а, 2) 


и, если 8, >6,, произвести интегрироваше по у оть 0, до 0„, а затфыъ 
оть полученнаго результата, 


6,3) 
Яхт а2 | Ё(, у, 2) Чу = Ф (%, 2,41 а 
аа) 
взять двойной интеграль 


Ге (2, 2) @24е, 


распространенный по площади, ограниченной кривою, по которой ци- 
линдръ, описанный около данной поверхности, съ производящими парал- 
лельными ОУ, пересфкаеть плоскость ХОР. Предфлы интегрированй по 
вефмъ тремъ перемфннымь будуть совефиъ иные, чЁфыъ при указанномъ 
выше порядвф интегрирован!й. 

Перенфна порядка интегрирован! можеть часто упрощать вычисления, 
Чтобы пояснить сказанное 
примфромъ, положимъ, что 
требуется вычисяить 


м Ге 


распространенный по объему 
полу-эилипсоида, уравнеше 
поверхности котораго есть 


На. чертежь (78) положительная ось #-въ нанравлена внизъ. Если 
первое интегрироваше желаемъ вести по #, то должны интегрировать въ 


5. Посвь, _Дифферени, м вичегральн. ночивавинг. 35 


предвлах® оть 


па поверхности эллинсонда, и оть полученной функщи оть 2 и У взять 
двойной интеграль по площади 4В.А.В,, т. е. иитегрировать по у оть 


т 
у= БИ 5 ху 5И:-= в’ 


и полученный резухьтатъ по х оть — @ до + а, тавь что 
Е 
44 51-5 «Ув 
и | Гы == / 
= 


Выполняя указанныя интегрирован!я, получимь 


_1 2 
М—= 1 па. 


- Очевидно теперь, что. мы получимъ то же самос`число М, если возь- 
мемь сперва сумму элементовь интеграла, соотвфтетвующихь всфмь т0ч- 
камъ сфчешя ОВК, въ разстояни ОК == оть пл. (29), т. е. сперва 
возьмемъ ДВОЙНОЙ интеграль по площади ОКА, а затЬмь проинтегри- 
руемь по 5 оть 0 до ©; результать, двойного интегрировашя_ можно на- 
писать безъ всяБаго вычисленшя, потому что 


& | еае и = ва Гаев р 


очевидно равемъ Рё 42, гдь 


Р- || [= 


есть площадь ФК В, на которой 2=постоянному, т. е. площадь эллипса’ 
2 


т пы ао, 


вычислены. при новомь порядкф“интогрировашя, какъ видно, гораздо 
проще прежних. 
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$ 10. Преобразоваше переифиныхь въ тройныхь интеградахь. Эле- 
ненть объема въ криволинейныхь координатахь. 

Положимъ, что 2, у, # выражены какъ однозначныя и непрерывныя 
функда огь перемфнныхь и, 9, ® формулами 

2 — 9 ($, м) 
у = ф, (м, 5, м) | 
"2 $ (4, ®, м) 

Разематривая (2, у, 2) какъ Декартовы координаты точки М, а 
(и, 9„ш)-какъ Девартовы координаты другой точки М’,, относительно тЬхь 
же или другахь координатныхь осей, положимь, что каждой точев (л, у, 4) 
нЪкоторой области (Е) соотвфтствуеть одна и только.одна точка {4, и, 1} 
другой области (Е) и обратно. Обозначимь черезъь „7 Якобаиь или 


фунжюиональный опредьлиитель функщй х, у, # относительно перемён- 
НЫХЪ и, 9, №, а именно 


др. 05 
би’ би’ 
ду ду в д 92 ВИ: 
9 = дн’ р ды Ре (2) 
92 02 02 
ди’ 9’ ди 
№ м вм | мм 
к д о 00 ди’ ** = до бы ди ди’ 
89 _®м 
о д и’ 


Предположимъ, что „7 сохраняеть одивъ и тоть же знакъ для вефхъ 
точекъ (м, у, 0) области (Ё,). Тогда будеть имфть мфето слЪдующая фор- 
мула преобразовашя тройного интеграла 


м- | генов = | полтора, ) 
Ё 


в 
РДЬ Ф,, фь, Ф, обозначають, для краткости, выраженшя 2, у, 2 черезъ и, у, 
по формуламъ (1). 

Доказательство формуны (3) совершенно аналогично докавательству 
формулы иреобразовашя даойного интеграла. Положимь, что для опре- 
хлешя значений м, 9, ю, соотвфтствующихв даннымь значеншямъ 2, у, 2, 
мы поступаемь сябдующимв образомъ: изз первыхъ даухь ураниен!й си- 
стемы (1) выражаемь м и т через 2, у и м и подставллемъ въ третье 
уравнеше этой системы. Положимъ, что при этомъ получается 

2=Р (в, 9, м); ©) 
38° 
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если въ уравнени 

2 = $, (& 1, и) = Р (2, у, и) (5) 
подь вит будемъ подразумЪвать ихь выраженя, опродфляемыя первыми 
двумя уравневями системы (1), то уравнене (5) обратится въ тожде- 
ство. Переходъ оть точки (2, 9, 2) области (Е) къ соответствующей 
точЕЪ (м, 9, 0) области (Е) можно разбить на деа поспфдовательныхь 
процесса. 1) Сперва перойти отъ точки (х, у, 2) къ точкф (2, у, 0), инфю- 
щей съ первою дв обпуя координаты д и у, а тротью м, опредфляемою 
10 (4,9,2) изь формулы (4), и И) потомъ перейти оть точки (х, 9, 0) кЪ 
точка (4, 9, и), инфющей съ первою одву общую коордикату ю и даф друпа 
(в, 5), опредёляеныя по (2, у, 16) изъ первыхь двухъ уравненёй системы (1). 

Изображая даиный интеграль № такимъ образомъ 


и- || [еб уе, ль увы 


гдЬ, при первомь интеграроваши по #, хи у считаются постоянными, 
мы будемь имфть по формул (4 ы 


овзьоая = Дреьь т [| ч 


и | ленью =] [тер 
2 


ТАБ интегрироваще распростравено по области ( №") точки (х, у, 10), соот- 
вфтетвующей данной области (Ё) точки (2, у, 2). 
Этоть интеграль можемъ нависать въ вид 


м= вы | Горе 
м 


ЭР 
5% | арду а, 


и преобразовать деойной интегралъ, распространенный по площади 4 
сфчен1я области (Ё') плоскостью, на которой м == постоянному, введя 
новых перемённыя и и +, по фориуламъ 
=, щи) 
Уфо) 1 
По извфстной формул преобразовая даойного интеграла, находимъ, 


замфчая, что Р (4, у, 0) = ф, (№, ®, м), когда 2 и у выражены форму- 
лами (1*) 


ев ы а Г евовьнь В] [о ив, 
[2 .’ 


а 


{1*) 


тв 


ра В. _® 
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Интегрирован!е распространено по площади 4, въ области (м, т, и), 
соотвфтствующей площади А въ области (2, у, 2), на которой ю = по- 
стоянному, и въ выражеши 5, я У заифщены ихъ выраженями (1*). 
Подстазивъ это выражеше двойного интеграла въ выражеше М, нахо- 
димъ окончательно 


р ОЕ 
и=] Г [ис 9.9) ы 2. | бы ово. 
В) 


Остается показать, что «7... У, и формула (3) будеть доказана. 
Сь этой ифлью беромь ураниеше (5) и, разсматривая въ немь ии 
какъ функщи оть (2, у, #), опредфляемыя фориулами (1), дифференци- 
руемь его но в, считая д и у постоянными; тогда получимъ 


9$: о 9$; 9% + 95, 9 _ ЭР 


ды ди ды Ч де бы @ 
а изъ уравненй (1*), при 2 и у постоянныхъ, находинъ 
—_ № м я 
О др а ды 90 ди 


— №; 9, в 9% 
О — ды ды д + 00 9" 
Опредфллл отсюда р и *, подставляя въ уравнене (7) и умножая 
об части на /„.„ НахоДинЪ 


9Р д. ба 9: 
в о ен о = 9, 


что и требовалось доказать. 

Изь формулы (3) вытекаеть слёдующее слёдстве. 

Если положимъ { (2, у, 2) = 1, то формула (3) дасть, совершенно 
такь же, какъ было показано въ случаф двойного интеграла, 


ГУ [льва Г Гылашшьвю рн Гаваи, 
м ®) [) 


дБ 7, есть значене 7 въ нЪкоторой точеБ (и, ©, #,) области (Е); 
при этомъ предполагается конечно, что ‹7 непрерывная фувкщя въ 
области (Ё,), т. е. что 9, ?» $. и ихъ частныя производныя непре- 
рывны въ этой области. Тройные интегралы въ предыдущей формул 
выражають объемы У и У, тЁхъ частей пространства, которыя опредь- 
ляются границами областей (Е) и (Ё,), такь что будемъ инфть между 
соотвфтствующики объемами этихь областей соотношеше 


тЫ, (8) 


7... 
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$ 11. Геометричеекан низерпретавя преобразовамя тройного интеграла, 
Геометрическая интерпреташя выведенныхь розультатовь получится, если 
введемъ понят!е о яриволинейныхе координатать точки в пространств». 

Принимая во внимане, что поверхность можно изобразить аналити- 
чески тремя уравнешями, дающими выражешя координать каждой ея 
точки въ фуньшяхь оть дель независимыхь перемфнныхь, мы моженъ 
разсматривать уразнешя 

2 — $, (№, +, и), уУ= $ (м, 9, и), 2 = ф, (6 ®, и), (а) 
каБъ уравневя трехъ семействь поверхностей: 1) семейства (#), на каж- 
дой поверхности котораго # = постоянному, а ти ® перемфнныл, 2) се- 
мейства (#) или 9 — постоянному и 3) семейства (5) или ф = постоян- 
ному. Черозь каждую точку 
М пространства проходить 
одиа поверхность каждаго 
изъ этихь семействъ, п по- 
ложеше точки опродъляется 
перосфчешемв этих трех 
поверхностей. Числа (и, 9, №) 
и называются мрисолиней- 
ными координатами точки 
М; формулы (1) будуть фор- 
мулами првобразовашя для 
. перехода оть системы 5оор- 
динатв (т, у, 2) кЪ систем (и, 9, 0). Представимъ себЪ ражь безко- 
нечно-близкихь поверхностей важдаго изъ трехъ семействъ (черт. 73); 
этими тремя рядами поверхностей данвкая область (Е) разобьется на тф- 
лесные элементы т, ограниченные двумя поверхностями (4) и (и + 4и), 
двумя поверхностями (5) и (2+ 4) и двумя поверхностями (9) и 
(2 - #0), ГАБ и, ©, и криволинейных координаты точки М въ области 
(Е). а ди, 4. @ш бовконечно-малыя положительных числа. Эти поверх- 
ности будуть зранями алемента. & ‘ребрами его—слдующе криволиней- 
вые отрЬзки: отрёзокь ММ’, на лиши пересфчен:я поверхностей (7) и 
(№), между поверхностями (м) ин (#-+ 4), отрзокь ММ”, ва лин 
пересфчешя поверхностей (и) и (9), между поверхностяии (1) и (© -+ 4%), 
и отрыюкъ ММУ, на лиш пересфченя поверхностей (4) и (5), между 
поверхностями (4) и (2 -+ 4%). 

ЗВь. области (Ё;) точки М,, Декартовы координаты которой относи- 
тельно осей ОХ, ОУ. 02 равны зриволинейнымь коордиватаме (и, ©, 0) 
точки М, элементу т соотвфтетвуеть, какъ легко. видфть, прямоугольный 
параллеёлепипедь, ребра котораго равны 4, 2, `@ и. Въ. саконъ дЬлЪ, 
когда точка М описывзеть отрёзокъ М.М’, на коториъ. о и.м ностоян- 
вых, а и изыфняется оть значешя и. нъ ток М до м-+ да, точка М, 
опившеть прямолинейный отрёзокъ М, М, длиною равный @и и парал- 
еяьный оси ОХ, ит. д. 


Черт. 19, 
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Обозначая черезъ 47 объемъ элемента. т, по формуль (8) найхемъ 

З7—= || 4% 4 до, 
ТДЁ «7, есть значеше Якобана Л въ нЪкоторой точкф упомянутаго па- 
раллелепипеда, по непрерывности функщи „7, можемъ написать 

ЧУ (|| -+ =) да 40 4, 

тдВ 7 есть значеше Якобана въ т0чЕЪ М,, а е безконечно-малое. По- 
этому, отбрасывая безконечно-малое высшаго порядка = 4 @ 4, т. в. 
замфняя точное значеше объема ЧТ числомъ ему эквивалентнымь (что 
при вычисления предфловь сумиз позволительно), иожемъ писать 

ВР = || 4 ди аш. (9) 
Это выражеше и называють олемемиомь объема в5 криволинейныхь ко- 


ординатахв (и, ®, 10). 

Нь основан предыдущаго мы моженъ теперь дать простое геометри- 
ческое толковане формуль преобразованя тройного интеграла (3). 

Интегралы, стояние вв обфихь частяхь равенства (3), представляють 
собою два различныхь изображен!я одного и того же предфла суммы про- 
изведенйй { (2, у. 2) а, распространенной на всЪ элементы < данной 
области, и соотвфтетвуютв двумъ различнымь формуламъ элемента. Интег- 
ралв въ первой части формулы изображаеть этоть предёлъ, когда объемь 


элемента ЯР= ао да», 
з интеграль во второй части, когда 
47 = М] 4 4% а. 
Первая форма элемента, частная, получается при раздьлены данной 
области на части плоскостями семейств 
= = поет, у == пост, 2 = пост., 

соотвфтственно параллельными координатнымь плоскостямь 

207, 2ОХ и ХОУ, 
а эторая, общая, при раздлени данной области па части поверхностями 


семействъ и — п06т., Ф = поет, и = поет., 


тдЪ и, и, выражаются функщаямн оть ях, у, 2, при помощи формулъ (1). 
Вторая форма переходить въ. первую, всли х=\, у=9, 2=4, при- 
чемъ 7 двлается равнымъ 1. 

Занвчаше. Въ выражен ю элемента объема въ криволинейныхь ко- 
ординатахь а7= Л а до д, (9) 


а слбмовательно и въ формул преобразовашя (3), можно придти ври 
помощи весьма простыхь гёометрическихь соображешй, совершенно ‘ана- 
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погачныхь тнъ, которыми мы пользовались при геометрическомь выводь 
алемента илощади въ криволинейных» координатахь; но при такомъ вы- 
вод, также какь и тамъ, не обнаруживается, что выражене (9) отли- 
чается оть точиаго значешя @Т только на безконечно-малое выстаго 
ворядка, т. е. ежу эквивалентно. Намбтимь гланные пункты этого геоме- 
трическаго доказательства, предостааляя подробное ихъ развиме чита- 
телю. Вычисляя Декартовы координаты вершинъ М, М'. М", М" ть- 
леснаго элемента, объем котораго обозначень черезъ 4Г, по яхЪ криво- 
линейнымь (#, 9, и), (и +44, т, ®), ит. д. помощью формуть (Т), 
и ограничиваясь при этомъ членани 1-го порядка относительно 4, 4%, 
&г, мы можемъ разоматривать этоть элементв какъ обыкновенный па- 
раппелепипедь съ плоскими гранями и прямолинейными ребрами. Объемъ 
такого параплелепипеда равенъ уюестеронному объему тетравдра, имфю- 
щаго вершинами точки М, М’, М", М". Объемв этого тетраэдра вы- 
ражаетея, по извфетной формулЬ Аналитической Гвометр!и, опредфля- 
телемв . . 

ба —х4,—& 


1 

$ | — 1—9 % —УЬ 85 Декартовыхь координатах 
ва фа фа его вернинъ. 
Подетавивь сюда значешя 2, у,, 2, ит. д, вычисленныя указаннымь 
путенъ, а именно 


9 
2. =, 4, ину а, в: итд, 
мы в найдемъ выражеше (9). 


$ 12. Элененть объена въ полярныхь координатахь и ортогональ- 
ныхъ вообще. 

Для приложен я обищхъ формулъ, выведемъ выражене элемента объема 
въ наиболфе употребительныхь изъ криволинейныхь координать, & именно, 
полярныхь. Эта система ориниональна. Это значить, что каждая изъ З-хъ 
поверхностей (*), (2), (0) пересфкаеть даБ друя подъ прянымъ угломъ 
(т, е. васательныя плоскости къ этимъ поверхностямь въ общей ‘точк® 
вздимио перпендикулярны). Поллрными координатами точки М называють 
разстояе ОМр (черт. 80). точки М отъ лаиной точки 0, уголь МОЙ=6 
направлейя ОМ съ даннымь направленемъ О2` к уголь ФОР-=ф нежду 
плоскостью ХОМ и данною плоскостью 2ОХ. 

Для перехода оть прямоугольныхь Декартовыхь координать (4, 9, 2) 
относительно осей ОХ, ОУ, ОР къ полярнымь (р, @, $) служать 

0 '"ЛЫ : 
Формы рот соя, уратб ат, 2 редеб, 1) 
получаемыя изъ разсмотря треугольниковь МОР и РОО, г МР 
перпендикулярна. къ пл, (24) и РФ ‘перпендикуллрна къ ОХ. 
> Ве точки, для которыть р= постояниому, лежать на. поверхности 
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тара съ центромь въ точкф 0; точки, для которыхъ 6 = постоянному, 
на поверхности’ конуса, ось котораго есть ось 2-овъ; точки, дяя кото- 
рыхь ф = постоянному — на плоскости, проходящей черезь ось -овъ. 
Эти три поверхности и опредфляють своимъ пересфчешемь положене 
данной точки. Пересфчеше шара съ конусомь будеть лишя, низ которой 
© = постоянному и 6 = постолиному; это будеть окружность круга, ра- 
дфуса, равнаго р зв = ОМ. Первсфчеше шара съ пл. ОМ — лишя 
г = пост. и ф = йост., есть окружнбсть круга, радтуса р = ОМ; перес5- 
чеше конуса съ пл. 20М— 
линя © — пост, и ф = пост. 
есть прямая ОМ. 

Эти три лиши очевидно 
пересфкаются подв прямымь 
угломь, откудв и вытекзеть 
ортогональность системы во- 
ординатв (р, 6, $). Чтобы вы- 
числить Якобанъ „/, соста- 
вляемь, по формуламъ (1), 
производныя оть =, у, & по 
2, 8, ф, а затёмь и самый 
опродфлитель «7, по формуль 
(2), замБнивъ въ ней буквы 
&, %, в буквами р, 0, {. Ре- 
зультать этого легкаго вычи- 
сленшя дасть К; 


= р’ 8 0, Черт. 80. 


в элементь объема въ нолярныхь координатахь будеть 
ЗУ = р* 31 8 ар № 4$. {10 


Вычислене можеть быть значительно упрощено, если воспользуемся орто- 
гональностью системы. Въ этомь случаЪ тфлесный элементь т можно раз- 
сматривать какъ прямоугольный парапелепипедь, объемъ котораго 

ЧУ = 48, 48, 83,, 


тд 48, 48, 4, обозначають длины его реберь ММ’, ММ" в ММ" 
вычнеляемыя по формуль 


дг\? ду\з дё\* 
.._|{(22 2 98. 2 
ам (в) (= (4, 
потому что ММ’ есть элементь дуги кривой, изображземой уравислья- 


ми (1), при уи 0 постоянныхь, и анзлогичнымь для 98, и @ Гавань 
обравомь получииъ 


47 == Уве, дн 4% а, (11) 


м-р 


2 ду\з .д. ы 
#2) + (#) = (%)- 
Таково выравеше элемента объема въ ортоюнальнй систем® воордя- 


нать вообще. Въ разсматриваемомь частномъ случав Полярныхь коорди- 
нать прямо находимъ 


Ч 4 Ф.Я, =’ 9, 


потому что лишая ММ!--прямая ММ”--дуга круга радиуса р, ММ"— 
дуга круга рашуса р 320, откуда и получается 
ЧУ = р’ 548 ар 4 4. 
Для вычисленя объема тВла, ограниченнаго сомкнутою поверхностью. 
заданною уравнешемъ р — /(6, $), будемь имфть формулу 


у= Гав 


гдё интегрироваше распространено по объему всего тВла. Предполагая, 
что полюсъ О лежить внутри т6ла (черт. 80), интегрируемъ сперва по 
р оть 0 до Г(8, $) Это дасть сумму аяементовъ, соотвЪтствующихь по- 
стояннымь 8 инф и асфнь зпачешямнь р на лиши ОМ, гд М лежить 
на данной поверхности; полученный результать интегрируемь по @ оть 
0 до я; это дасть сумму элементовт, соотвётетвующихв постоянному $, 
т. е. всвив точкамъ площади съчешя поверхности плоскостью КОК, М, 
тд ф == постоянному; послёдиее иитегрироваве надо произвести по ф 
оть 0 до 21, заставизъ это сфчеше описать полный обороть около оси 
2-овъ. СлЬдовательно 


т= Д Л [ева &. 


Иримтры. 
1) Обем шара 'радфуса В. 
ж = В 2 ® з 
7 АД Иечноая- Даня) #- 
2х 


2) Обюмь тпаа, опраниченияю тоерхностью (7-52) ОТеЗрув. 
Поверхность эта лежать въ 1, И, Ш и ЛУ углах между коорди- 


— 591 — 


натными осями, въ которыхь знаки х, у, 2 соотвфтственно будуть 

(+), --—), С -+)а(-+—), щи воюрыхь уг > 0, 

вакь того требуеть уравнеше. Достаточно вычислить объемь части тфла, 

лежащей въ Гмъ угль, и умможить результать на 4, такв вакъ тЬхо, 

очевидно, сииметрично расположено въ упомянутыхь 4-хъ углахъ. 
Пероходя къ полярнымъ координатамъ, будемь имбть 


- р’ — 274° зи” 6 с08 0 зв ф с08 ф 


для уравнешя поверхности, и 


у-4/ [гта 


Въ углё положительных (2, у, 2) р изыБняется 


оть 0 до р, = 3а зв с086 зп ф с08ф, 


Фото, ф оъо т. 
яя 
т 
= [| (Г) тва] 4, 
+ 
е. 
па ха 
за 1 
У=1 (ея) %Ф= 36а" | [зв 6080 эф софта". 
$ 5: 
ГЛАВА ХИ. 


Криволинейные интегралы. Интегралы, распростра- 

ненные по поверхности. Поняте о хункщахъ оть 

комплекенаго перемннаго и объ ннтегралахъ отъ 
этихъ Фунищй. 


$1. Опредёлеще. Возьмемь функщю Р (2, у) оть двухь перекфн- 
ныхъ и у, нёкоторую плоскую кривую (0) и на ней дугу АВ, соеди- 
няющую точки 
4 (я, %) и В(Х, У) (черт. 81). 


Возьменъ на этой дугф_рядъ точекъ 


в обозначимь координаты любой точки а; черовъ (х; у;). 
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Составимъ сумму 
те 
8. = УР, у) (вы—=), @,=Х), Ф.= У). 
= 
Когда всЪ промежутки (2... 2;) будуть стремиться къ 0, а число ихъ 
будеть возрастать безиредфльно, то 5, будегь стремиться къ опредёлен- 
ному предълу, который называется яриволинейнымь интешаломь, взя- 
тымъ по крнаой (С) оть А до В, и обозначается зпакомь 


Град шли пркто /`Р (о, 4, 
и . 


подразумфвая лин!о, кв которой относится 
интеграл. 

Для вычислея этого интеграла, пред- 
положимъ сперва, что на кривой АВ каж- 
дому значение 2 соотафтствуеть одно опро- 
дЬленное зназеше у, у=Ф (2). 

Обозначивь Р (2, Ф (2)) = Р (4), на- 
ходимь 


= 


8, = У, Ре) бы — 8) 


ипвха,— ГрРер= Рода» 


Вычислене криволинейнаго интеграла сводится, слфдовательно, къ 
вычислению обыкновеннаго опредфленнаго интеграла, когда извфетно урав- 
неше кризой, по которой производится интегрироваше, и зазравлене 
интегрирования. ` 

Еслибы на дугё АВ каждому значеню х соотвфтетвовало ие одно, 
а нёсколько аначенй у, то мы бы раздфлили эту дугу на части, на про- 
тяжени которыхь у однозначная функщя, и разбивъ интеграль на сла- 
гаемыя, соотвфтствуюция различнымь частямБ дуги, вычислили. бы каж- 
дую чаетб отдфльно и сложили результаты, 

Для развыхь частой форма функши у==Ф (2) будеть разная. Напр. 
если кривая (С) между Ч и Е представляеть форму, указанную на чер- 
теж 82, то обозначая черезь т абсцисеу точки М, въ которой каса- 
тельная МФ |} Оу, получимъ 


Черт. 81. 


в . 
Греде= Рау + || Раза, 
8 ы 7 


тд у=о, (2) саотвфтствуеть вётви АМ, а у-=ф, (5) вЫтви МВ. 
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Если начало пути интегрирован!я 4 совпадаеть съ концомь его В, 
то кривал (С) обращается въ сомкнутый хонтурз и 


в (2, у} аз 


обращается въ интеграль, взятый зо контуру, 
Аналогично этому опредфляется и вычисляется интеграль 


Дева 


и интеграль вида 


Город, 


съкоторымъ чаще всего встрь- 
чаемся въ приложешяхъ. 

Для вычисленя такого 
интеграла можно выразить д. 
и у функщями оть одной пе- Хх х 
режьнной #, 2—9 (д, у-ф@, © < я 
пользуясь уравнешемъ кри- Черт. 82 
вой, по которой интегриру- т” 
ють, и, если {, и}, будуть значенн # въ началь и концф пути, а функ- 
щи $ () и?) однозначны на всемь пути, то 


Горов = 


В 


= Гееф тов, ола. 
& 


Вь дальнЪйнюмъ мы всегда будеиъ предполагать, что положительныя 
напрааленя Ох и Оу назначены такъ, что для наблюдателя, стоящаго 
въ т0ч5Ъ О на плоскости (29) и смотрящаго по направленно Ож, на- 
праллеше Оу идеть 64150. 

Условимся называть положительным или прямымь направлешемь 
на контурв то, слФдуя которому, имфемъ офраниченную Фюнтуромь чаеть 
плоскости по лёвую ‘руку; противуположное этому напразлеше назовемь 
отрицательнымь или обратныме. 


Для примфра вычисяимь 
р й у, 


х=аб у=озтЕ 


взатый по эллипсу 


въ положительномъ налравлени. 
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Перемфиное # изыъняетея оть 0 до 2х, когда обходимъ эллинсь въ ука- 
занномь направлеши. Сяфдовательно, 
25 25 


Дак = = Дозвон = — 0 Гани = — т 
$ 


Интеграль И зал, ваятый въ отрипательномъ направлении, равенъ тоь. 

Сяьдуа Эрмиту, мы часто будемъ обозначать криволинейный инте- 
граль, взятый во дуть АМВ дааной кривой, символомь (АМБ), ука- 
зывал порадкомь букнь напраплеше интегрировавя. Легко убЪдиться, 
что (ВМА) = —(АМВ), потому что, если 


слив) = Роу г в г=90, 9=40, 


то (АМВ) = / Руа, 
ы ь 

а (ВМА) = | Рф, @, 
/ 


откуда и сльдуеть сказанное. 
$2. Формула Грина, Услове, при котором 


Г (Раз -- 94%), 

взятый яо бомкнутому хонтуру, равенз нулю. 

Теорема. Если = 9, т. е. если Рах-+- Оду есть полный 
дифференаль, то . 
Ге -- ов 
взятый 0 контуру, енутри котораю функии Р в © и частныя иле 
промаводныя мерино порядка ненрерывны, равенз нулю. 

Доказательство основано на формуль Грина для преобразована двой- 
ного интеграла въинтеграль, взятый по контуру, которую сперва и выведемъ. 

Фавсмотримъ двойной интеграль (черт. 83) 


7= ГГ, Ре Ре, 
распростраченный по площади, ограниченной вривою 
Р (ру) =0, 
дающею для у дав еначеня 
= @ и у =, (2), 


при одномь и томъ же я, (9, = МА, у, == М'А), а также зна- 
чеша х, пра одномъ и томъ ‘же #. 7” ы ь т 
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Ивтегрируя по у. при х постояниомъ, оть’у=у, до у=у,, находимъ 
9Р 
ТЕ ду —=Р (® у,) —Р (®, у), 
;. 
слЬдовательно, ь 
7= Ре Реза, 
1$ «=ОК и 6 =ОГ абециссы точекъ, въ которыхь касательныя па- 
раллельны Оу. 
Съ другой стороны, / Р(х, 9) ах, взатый по контуру @М'НМС (въ 


у У 


© 
К А о 
Черг. 88. 


положительномь напраплейи) равенъ 


Грез ДРеы- [Ред Роуд ва 


Отсюда получаемъ 
= — [р (2, у) & = — (@М'НМ6). 1) 


Совершенно тавъ же найдемъ, что 


л.= Г Гаев 


распросграненный по той же площади, равенъ У `© (2, у) ау, взятому 
по тому же контуру въ пояожительномъ направленфи, 


22, Деда (2) 
Въ самомъ дЁлЪ, если, ‘при у = 06}, получаются два значенн для 2 
(черг. 84) 1, =6Н, -=68,, 
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то, интегрируя по 2, при у поСтолиномъ, находимъ 
1 45 = Фа, у) — 94, 3), 
з затив В 
2. = ее, ) — вау. 


тдф с = 04, д = ОВ. 
Съ другой стороны 


И 9 (х, 3) ау = (ММВ) = (МН'Х) + (МНМ) = 


= овом обиты Дея -Ф а, Лт. 


Изъ (1) и (2) получаемъ 


ГИе- ду) = [Раз +949. [Е 


Въ формуль (3) двойной интеграль распространень по площади, & криво- 

линейный интегралть по контуру, ограничиванищему площадь, въ положи- 
тельномъ нанравлеши. 

У Занпчае 1. Формула 

{3) остается справедливой 

и въ томь случаф, когда 


р контурь пересфкаетея пря- 

(Ох НЕЕ 

А с болфе чфмь въ двухь точ- 
кахъ. 

Возьмемь, напримЪрь, 

контурь АВСВЕНА (чер- 

. тежь 85), на которомъ од- 

. ному и тому же умогуть с0- 

Х, отвфтетвовать четыре раз- 

Зерт, 85. личныхь значеня х, 

Проведемв прямую 

АЕС, раздьляющую данную площадь на 3 части: АЕСВ, АЕЕи ЕДС: 

в$ каждой такой части данному у соотвфтетвують только два значешя х. 

Двойной интеграль 


2-1) ав, 


гдё У, У» 7, обозначають нитегралы соотвбтствующя упомянутымъ 
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тремъ частямъ. Кь каждому изь нихъ можно примфнить формулу (3), и 
мы найдемъ, съ помощью обозначен Эрмита, 


9, = (АВСЕАд) == (АВС) + (СЕ) + (Е4), 
4, = (АЕРА) = (АЕ) + (ЕРА), 
9, = (ЕСРЕ) = (ЕС) + (СРЕ). 
Складывая я замфчал, что 
(Ед) = — (АЕ), (ЕС) = — (СЕ), 
получим 1 (ДВО) + (ОРЕ) + (ЕРА) = (АВСРЕРА), 
что и требовалось доказать. 

Такъ же убфждаемся въ полной общности формулы (3), замфчал, что 
площадь всегда можно разбить на части, удовлетворяюня условно, при 
которомь формула (3) была доказана, и что интегралы, взятые по про- 
ьмежуточнымь лиШямъ, сокра- 


щаются. 
Зампчаще 9. Часто прихо- У Я 


дится разсматривать площади, 
страниченныя нтсколеними кон- 
турами. 
Подв площадью, ограниченною 
напр. двумя контурами (черт. 
86), (А@рнА) и (ВЕСЕВ), 
понимаютв полосу, лежащую 
между внутреннамъ и выюнимь А 


контуромь. Разсмотримъ интег- [2 
0 Х, 


ралв 
ых 


распространенный по этой площади. Докажевъ, что этоть интеграль равекъ 
Де 42 + 9 8%) = (АбБНА) + (СЕВЕС), 


т. е. сумме инпераловь, взятыхь по каждому изь контуровз 65 поло- 
экителаномь направлени относительно полосы ими офаниченной, т. е. 
лежащей между двумя контурами. Проведя линбо АВ между двумя 
точками, лежащими на разныхь контурахъ, и другую СР тавимъ же обра- 
зомъ, разобьемь данную площадь н® двз 


АВЕСВНА (1) и АВЕСЬВА (3), 
ограниченныя яростыми контурами; 
=, +4,, 
тдВ 9, и 7, двойные интегралы, распросграненные по соотвфтственнымъ 
Е. Посев. Дифферени, ж нытегрельш. вачисленя, Е 
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двумъ площадамъ (1) и (2). Прамфная къ инмь формулу (3), получимъ 
9, = (АВРОБНА) = (АВ) + (ВЕС) -+ (61) + (НА), 
9, = (А@РОЕВА) = (АВР) + (С) + (ОВВ) + (ВА. 


Складывал и замфчал, что интегралы, взятые по соедивительнымъ 
линымъ АВ и СО, сокращаются, пояучимь 


= (ВРО) + (СЕВ) + (НА) -+ (46), 
те. 7=(аевнА) + (ВЕСЕВ). 


Сльдовательно здфсь интеграль 7 равенъ сумм$ криволинейныхь интег- 
раловъ, взатыхь вдоль обоихъ контуровъ, причемв каждый контурз описы- 
вается ВБ положителаноме нвправлеши (оставляя влЪво яолосу, ограни- 
ченную ‘этими контурами). Сказаиное, очевидно, распростравяется на 
случай какого-угодно числа ковтуровъ, 

Итавъ, в0 всп случаять, 


1= фу = [42-9 ву, (3) 


тд даойной интегралв распространекъ по площади, а криволинейный 
по всей границ площади въ положительном направлени. Формулу (3) 
называють формулою Грина. | 

Изъ выведенной формулы и вытекаеть теорема, которую желали до- 
казать. 

Если дР _ 90 

= 

то двойной иитеграль обращается въ нуль, а потому и ивтеграль 


Де = 94, 


взатый м0 сей границЪ площади. на которой Р, ©, г Е однозначны 
| и непрерывны, равень нулю. 
В Докозанную теорему можно формулировать еще иначе, & именно: 
при условия ду = в» интеграль 


Де - 94, 


изатый по дуг кривой, соединяющей точки (х., уз) я (2, у), не зави- 
сити та пути унипезрированя, а зависить только оть положен й на- 
ой я точки дуги. Въ самомъ дЬлф, пусть 4 (2, у.) в 
1, 9,) будуть данвыя точки, АСВ и АС'Б. р Е 
ть двЪ различных кривыя 


По доказинному (дв) + (во'4 о. 
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отезда (40В) = (468); 
что и требовалось доказать. 
(При этомъ предполагается, что_Р, © и ихъ производныя непрерывны 
для всёхь точекъ между пугяни АСВ и АС’Б). 
Вселвдетве этого, при услов г = 28, интеграль, взятый по любой 
Бривой между точками (2, у.) и (%,, у,), обозначають знакомъ 
=; 
{Раг- ау), 
то 
указывая лишь конечных точки пути; форма же пути на значеше интег- 
рала не вшяетъ. 
Примфняя доказанпую теорему къ случаю полосы, ограниченной двумя 
контурами (черт. 86), получ 
(АВОЯ) + (РОЕР) =0 


ак (че) = (РЕСР). 


Въ интеграль (РЕСЕ) направлеше будеть положительное относи- 
тельно площади, лежащей онутры контура РЕС. Поэтому, можемъ ска- 
заль. что при вычисления Л (Раз—- 945), пра условт Г = 2, взя- 
таго, по сомкнутому контуру, можно этоть контурь замбнить другимъ, 
если вЪ частая плоскости, ограниченной этами контурами, нЪть точекъ, 
въ которыхь функши Ри © иихъ производныя перестають быть одно- 
значными и непрерывными. 

Въ ‘формулб (3) подь знакомь двойного интеграла 4 и Чу 0бо- 
значають, какъ всегда, положительныя числа, а подъ знакомъ криво- 
линейнаго интеграла 4х и 4у обозначають, #0 величинь и по знаку, 
проэкцыг элемента 4 дуги кривой, взятаго въ положительномъ направле- 
ни, на положительныя направлешя осей ОХ и ОТ (черт. 84). Если про- 
зедемъ нормаль къ кривой въ точк% (2, у) и обозначимь черезъ (м, 2) 
и (п, у) углы, образуемые направлешемъ нормали, идущимъ внутрь пло- 
мади, ограниченной данною кризою (найравленемз внутренней нормали), 
съ направлещями ОХ и ОУ, а черезь (43, 2) и (43, у) углы касательной, 
направленной въ положительную сторону по кривой, съ ОХ и ОУ, то бу- 
демь инфть 45 — 48 сз (4, 2) = @$ 08 (я, 5), 
@у = @ с0з (48, у) = — 43 08 (п, т). 
Положивъ еще 9=х, РЕ-У, 


можемь написать рвы Грина такъ: 


ГГ (%-%) аа = — Дкб, 9 Тань УЛ аз, (3*) 


гдБ 4 ое число, з направлеще внутренней нормали. 
87 
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Если въ фориул® (3) положимъ сперва @ = 0, Р=у, а потомъ 
Р=0, 9 =, и звыфтимь, что интеграль 


ПЕ 


распространенаый по площади, ограниченной простымъ контуромъ с, 
изображаеть величину этой площади 5, найдемъ 


5 = — [ух 5 = [2 а, 


и, черезъ сложеше, (а) 
9-3 Дева 


Такъ выражается интеграломъ, взатымъ по сомЕнутому простому контуру, 
величина площади, ограниченной этимъ контуромъ, 

Вь формулах (а) веф интегралы берутся въ подожительномь на- 
правленыг. Налримфре, площадь эллипса, 2 = @608{, у = 6 этё, равна 


2 
зави —уаг) = 3 бов воые + зв т 0 & = 


: 
8 [ина 


Зампчаще. Въ послЬдующемь мы будемь разематривать ннтегралы, 
взятые по кривой че ялоской, 


1 Руда @ 
: . 


и тому подобные. Опредфдеше, дааное выше для интеграла, взятаго по 
плоской кривой, прамфнимо и БЪ такимь интеграламь. Вычислеше ихъ 
приводится въ ‘вычисленво обыкновеннаго простого интеграла. Нанри- 
мфрь, если кривая Р задана урааненями 


#=$(, у=$0), #е=Х@, 
то интеграль (Г) приведется къ интегралу 


Е] 
лев, овом 


5 
$ 3. Интегралы, равпроетраневные но поверхвоети. Формула Стокеа. 
Во многихь вопросахъ математической Физики. разематриваются, такъ 
называемые, мналезралы, расяространенные по новерлности. Представинъ 
себЪ, что дана нфкогорая часть поверхности, ограниченная какинъ-ни- 
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будь сомкнутымъ контуромъ. Представимь себЪ, что эта часть поверх- 
кости 5 разбита на безконечно-малые алементы 40; обозначимь черезь 
{(®, у, 2) ифкоторую, непрерывную во вефхь точкахь даиной части по- 
верхности, функщю. Интеграломь, распространеннымь по поверхности 5, 
называють предфхь суммы произведений 


(о, уд 48, 


гдЪ (2, у, 2) произвольнал точка элемента 4, и суннироваше распро- 
странено на всф элементы 40 данной конечной части поверхности 9. 
Этоть интеграль обозначають зизкомъ 


.Д [гв 9, 2) & паев 


[2 
Вычиелеше его приводится Еъ вычислению обыкновеннаго двойного 
интеграла слфдующимъ образомъ. Выразивъ 2, у, 2 функщями оть двухъ 
независимыхь перенфиныхь и ®, 


2 — 91 (в 9), у=фь (м, 1), 2 = $, (и 5), (0 
и элементь 45 извфстною формулою 
4 = ИБС — Е: аи 4, (2) 


гл Е, @, Е обозначають извфстныя функши оть № и 7, указанныя 
въ $ 8 главы ХГ, находимъ 


[геьаы= | Ггбьтьво УВ в. 9 
& Ро 

Область интегрировавшя (А) опредфляется совокунностью значешй 

ви ©, соотвётствующихь всфмъ точкамъ данной части поверхности (5). 
Вь частности, если для вСБхЪ точекъ данной части поверхности 


#=$ (9, (4) 


гдБ ф (х, у) однозначная функшя оть ну, т. е. когда за независимыя 
перемфнныя выбраны Декартовы координаты (2, У) проекщи точки по- 
верхности на плоскость (2, у), мы будемъ имЪть 


48 = Уткина? ажау, 
Е 
г6 р= =, Яд, 
ь ты Леня УЕ = 6) 
распространенному по площади проевнан данной части поверхности на 
паюскость (2, у). 


Формула Стюкса, имьющая мнома приложешя въ теоретической Фи- 
зиЕЪ, даеть преобразовае нЪкотораго- интеграла, расиространеннаго по 
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поверхности, въ интеграль, распространенный но контуру (Г), ограми- 
чивающему данную часть поверхности, подобно тому, какъ формула 
Грина (изъ которой мы и выведемъ формулу Стокса). даеть преобразова- 
ве нфкотораго интеграла, распространеннаго по данной части ялоскосии, 
въ интегралъ, взятый по контуру этой части. 

Отнесемъ данную поверхность къ систенф прямоугольныхь осей ОХ, 
ОУ, 07; положимъ, что плоскость ОХУ горизонтальна, и положитель- 
нал ось ОХ направлена вертикально вверхъ (черт. 87). 

Положительныя направлешя ОХ и ОУ назначныь такъ. какъ было 
усяовлено выше; тогда для наблюдателя, для котораго направлеше 02 
идеть оть ногь къ головф, направлеше 
ОХ надо будеть, повернуть на 90° сё 
‘права на льво, чтобы ОХ совпало съ 
ОТ. Для простоты предположимъ, что 
даннал часть поверхности пересбкается 
съ каждою прамою, параллельною оси 
Я-ОВЪ ТОЛЬКО ВЪ ОДНОЙ тОЧКЪ, п что эта 
часть ограничена однимь (простымъ) 
сомкнутымъ контуромъ (Г). На этомъ 
контур$ назвачимъ опредфленное напра- 
влене, указанное стрёлкою, такъ, чтобы, 
слёдуя этому направлешю по всему кон- 
туру, мы всегда имфли ограниченную 
контуромъ часть поверхности по лёвую 
руку; это направлеше мы назовемь 
положительнымь на данномь контур® 

Черт. 87. (Г). Ясно, что когда точка М на дан- 

ной поверхности описываеть ковтуръ (Г) 

въ пояожительномь направлеши. то проекшя ея т на плоскости (29) 
опишеть проекцио (С) коятура (Г) также въ положнтельномь нанравлеши. 

Условившись въ этомъ, разсмотрииь интегралъ 


Гы Тау + 242), (5) 
Ы 


взятый по контуру (Р) въ положительномь направлени; Х, У, 2 060- 
значають функюши оть х, у, #, непрерывныя во всфхь точкахъ данной 
части поверхности (5). Замбчал, что для каждой точки поверхности 


2 =, 3), (4) 


гдЪ $ (2, 9) однозначная функЩя оть ри у, мы моженъ привести данный 
интеграль къ интегралу, взятому по плоскому контуру (С), проевви {Г”). 
Для этого замфняемъ 2 его выраженемъ $ (2, у} вь Х, %, Я, в аз-его 
выражешенъ 


4: — рах + 94 


. _ 4 _ 08 _ № _ 9%. 
ыы = =’ у, 
тогда Х 4х  Уау-- 2488 


выразится въ двухь перембнныхь независимыхь 2 и у, координатахъ 
проэкщи точки М на пл. (29), и 


‚Гокаь-ьрау-- аи) = их 4 +(У-+42) 4%] = 
; 


= Г Фа -- 94, @) 


тд Р=х+рй, 9 =У+ ай. (8) 


Примфнимь теперь къ антегралу, взятому по (0') (въ положительномъ 
изпраллент), формулу Грина. Мы найдемъ 


- Де +в = Г(® — %) 4х ау, 
& 


распространенному по площади 4, ограниченной контуромъ’ (С). Со- 
ставляя я п Е на основаши формулъ (8), надо помнить, что въ этихь 
формулахь Х, У, 2 функщи оть я, уиз, а д функщя ф (2, У) оть 
2 и у; принявь это во внимаше, получимь 

99 _дУ 97 94 97 97 

9 Е Ра 95 ), 


9Р _ 9х 9х 2% 97 97 
д Те ту Ру "90. ] 
Отсюда, замфчал, что 
99 _ р _ 9 
9 д 94” 


находимъ 
99 ОР _дУ ох 92 0дУ) 
00 № 4 Р (> Г ) 


Гокаг-к та йа) = 
(> 97 


ДЛЕ -З-ИВ- ФЕН = 


Остается ввести въ разскотрфв1е нормаль къ поверхности 8, чтобы по- 
лучить формулу Стокса. Нредставимъ себф, что въ каждой точкё М на 


9х 22) 
я (» 95} * 
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контур (Р) построена вормаль № къ поверхности 5, и на этой вор- 
мали назначено изправлеше, идущее въ сторону возрастающихь 2-овъ, 
т. е. образующее острый уголь съ 02; тогда, ваБЪ извЪСтНо, 

—4 


== ура" 


—? 
= 608 (№, 
УЕ, (М, у) = 
В 
== 10 

608 (№. 2) УЕЯьФ (10) 
и ИЗР-+Ф>0, потому что 608 (№, 2) > 0. 

Подставляя въ (9) вызсто —ри — 9 ихь выраженя изъ формулъ (10), 
з имено: 

РЕ УР -Ф 08 (№, 2), —9= УР +Р 008 (М, у), 
и припоминая, что элементь поверхности 


6 = ИР ау, 


получаемъ Ух — Уду + 4г) = 


=ЛЛь (=: я) анк, 2) ня (7 — 2 ен, (11) 


Это и есть формула Отоков. 

Важно замЪтить, что формула (11) останется справедливою, если изм$- 
нимь направнене обхода контура (Г) на противоположное, незмфнивъ 
ВВ то же время и направяеше нормали № на противоположное, потому 
что при этомъ 06% частн равенства (11) изыбнять знакъ и ревенетво 
сохранится. 

Поэтому, равенство (11) справедливо не только при выбранныхь 
выше направлешяхв на (Г) и №, а яры извтетномь соотвптеви 
между этими направленями. Это соотефтстые можно формулировать въ 
боле общемь вид, независимо оть положена данной части поверх- 
ности относительно координатныхъ осей. 

Условимея называть систему трехъ направленй 4, В, С, разема- 
триваемыхь въ написанной послфдовательности (первое 4, второе В, 
третье 0), мрямою няни яравою системою, если для набяюдателя, для 
вотораго направяеше А идегь оть ногь къ голов, направлен В надо 
повернуть сз эрова на 1990 на уголь == 90°, чтобы В совпало съ С; 
систему 4, В, С будемь называть обретною или зтвою, если, при 
томъ же условт, В надо поаернуть сз дива на яраво на уголь == 90° 
до совпадешя съ С. Въ разсмотрённомъ нами, при выводф формулы 
Стокса, случа, систвма осей 02, ОХ, ОУ, была яравою мяв ярямою 
системою. Жени изыфнимь направлеше А эрямой системы на противо- 
положное, не изыфняя двухь другнхъ В и С, то новая система будеть 
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обратиою или ливою. Если же изыфнимь направешя А и В на про- 
тивоположныя, не измфняя С, то система будетв также прямою, какъ и 
первоначальная. (Чтобы убфдиться въ этомъ наглядно, лучше всего на- 
чертить направлешя В и С и имь противоположныя В, б, на про- 
зрачномь лист бумаги и посмотрфть на чертежь сперви съ лицевой, а 
потомъ съ задней стороны листа). 

Установив это, подожимъ, что, проведя нормаль ММ къ поверхности 
въ указанномь выше направлеши (черт. 87), мы проводимь еще каса- 
тельную МТ въ направлеши даажешя по (1`), указанному стрълкою, 
и перпендикулярь Ми къ ММ и МТ, направленный внутрь отрани- 
ченной комтуромь (Г) части поверхности (8). 

При сдбланномв нами выборф направлен, система М №, МТ, Мя— 
прямая; по замфченному выше она останется прямою, если измфнимъ на- 
правлешя ММ№и МТ на противоположныя, не изи®няя направлен Мя; 
при этомз, каз мы видфли, формуда (11) остается справедливою. Итакъ, 
вообще можемъ сказать, что формула (11) справедлива, когда направле- 
ия ММ (на нормали кз поверхности), МТ’(направлеше обхода по кон- 
туру (Г)) и Мп (на пертендикулярь кз ММ и МТ, идущень внутрь 
ограниченной контуром (Г) части повертности) составляют прямую 
систему, в предположени, что ОР, `ОХ, ОТ составляють также 
прямую систему. 

(Очевидно, если предноложииъ вторую систему обретною, то и пер- 
вал должна быть обратиою, для справедливости формулы (11)). 

Не трудно уб®диться, что сдланныя нами ограниченя относительно 
данной части поверхности не имёють существеннаго значеня, и что фор- 
мула (11) справедлива и тогда, когда даинал часть поверхности ограни- 
чена не однимъ, а вфеколькими контурами, не пересфкающимися друг 
св другомъ. . 

$4. Обобщене зориулы Грина; преобразовате интеграла, равпроетра- 
нениаго по объему вЪ интеграль по поверхности. (лёдотые этой Фор- 
хулы. (Теорема Грина). 

1. Положимь, что Р есть ифкоторая функщя оть х, у, 2, непрерыв- 
ная во всёхь точкахъ (2, у, 8) нфкоторой части пространства, ограни- 
ченной данными поверхностями. Разсмотринв ннтёграль 


0Р 
м= Г Геееоаь 


распространенный по данному объему. 

Интегрируя сперва по 2, находимь сумму элементовъ интеграла, со- 
охвфтетвующихь элементамъ объема, лежащимъ внутри призмы, построен- 
ной на прямоугольник 4 42 въ пл. (42), съ ребрами, параллельными ОХ. 
Эта призма столько же разв входит» въ данный объемъ, сколько разъ 
изъ него выходить (черт. 88). Проведя черезь какую-нибудь точку М 
элемента 4у 4г прямую, параллельную ОХ, обозначал черезь 2,2, ... Фа 
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координаты точекъ 62000 М,, М, .... а черебъ #„, 2, ... 2 координаты 
точекь выхода М, М, ... этой прямой, и черевъ Р; значеше функии Р 
въ точк6 М, вайдемъ, что результать перваго интегрировашя по 2 бу- 
деть равеяъ 


дуб р дудг (Р-Р, + Р.Р, +. Рь—Рь-. (1) 


Если обозначимъ че- 
ревъ Ча, @а,. .... ав эле- 
менты поверхности, огра- 
инчивающей данный объ- 
емъ, общая проекщя ко- 
торыхь на пл. УОЙ равна 
4у @2, и проведемь въ 
точкахь М, М,, .... Ма 
этихъ элементовь нормали 
п, п, .... па КЪ поверхно- 
сти, направленныя внутрь 
даннаю объема, то. най- 
демъ для точекь входа 


Зерх. 88. 


Фу42 == 40, 608 (п, 2) = 49, 608 (п, 2) =... = @0%ь 1 608 (95 12), 
а для точекъ выхода 
4у42 43, 08 (п. 2) == — 49, 608 (п, 2) =... = — Чо 608 (в), 


потому что для первыхь углы (и;2) острые и 608 (я,2) > 0, а для вто-` 
рыхь углы (и.2) тупые и с08 (п;2) < 0, числа же ду 42 и 4с; существенно 
положительны. ВелФдсгве этого формула (1) напишется тавъ 


ау « ея = — {Р,008 (п,2) 4, +Р, 608 (пх) Ча, +... Рь 605 (пы) аа, 


Чтобы получить сумму вефхь элементовь интеграла М. ‚ надо взять 
сумму воёхь выражевй, подобныхъ полученному‘ выше, распространенную 
на всф элементы 4/42 той площади, по которой проектируется на пл. (52) 
поверхность, ограничивающал данный объемъ, а тогда получииъ 


м- || [хеш =- | [ров вь 


. [© 
тдф во второй части интеграль раепространенъ по всей поверхности, огра- 
ничивающей данный объемъ, и я обозначветь направлеше снутренней 
нормали къ поверхности въ любой точкВ элемента 4. 

Обозначая черезъ {и В еще дв непрерывныя функши оть 2, у, # 
въ данной области, можемь написать, переставляя буквы 2, у, 2, ДВВ 
формулы, аналогичныя предыдущей: ” 


ГЛ = — || еек 
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ЛЛЛьеиия — [вонь 


3 сложивъ полученныя три формулы, пи обобщенную ` формулу 


Грина 
Г ЛХ (* + = ) 40 ду 42 


_— Г Греивос овиья х вади {12) 
[5 


дающую преобразоване нфкотораго интеграла, распространеннаго по 
объему, въ интегралъ, распространенный по поверхности, ограничиваю- 
щей этоть объемъ. Формулу (12) называють также формулою Гаусса и 
формулою Оетроградскаго. 

Новерхность, ограничивающал объемъ, можеть состоять изъ вЪеволь- 
кихъ отдфльныхь поверхностей; прим5ромь можеть служить слой, огра- 
ниченный двумя концентрическими сферами. 

Интеграль во второй части формулы (12) будеть въ этомъ случа8 
равенъ суммф двухь интеграловъ, распространенныхь, одинъ по поверх- 
ности одной, другой но поверхности другой сферы. Направиеше (п) 
обозначаеть направлеше внутренней мормамь относительно объема, озра- 
ниченнаю данными повертностяни, т. в. идущей, в; нашем принтрт, 
енутрь слоя, поэтому, въ интеграл, взятомь по поверхности енутренней 
сферы, подъ (и) надо понимать напразлене нормали, идущее отз центра 
#5 позертности сферы, а въ интеграл но внъшней сфер» направлене, 
идущее отз поверхности сферы кз центру. 

2. Изъ формулы (12) вытекаеть весьма важнал для многихъ вопро- 
совъ математической Физики формула, выражающая, такъ называемую, 
теорему Грина. (Эту формулу въ сочинешяхь по математической Фи- 
зики и называють собственно формулою Грина). 

Раземотримъ интеграль 


([® ый ‚ 9 9 90 
М = ГГГ(» - * бу ва р} 4, (1) 


гд$ О и ТУ непрерывных въ области интегрироватя функши отъ 2, у, 2. 


Замфчал, что 97 
80 вт 5 Е ) 8 
9% 5 9% Г ая’ 
9 
0 т _ 9 [4 %) 18 
9 в ду ду" 


дет} приз 
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ыы находимъ, что 


и- ен ый 
а 


У, фт ФУ 


гдЪ АТ = 9 + в" = =: 
Нрилагал къ первому интегралу второй части формулу (12), положимъ 
р 9 
Р= 0%, 9= 7%, ба, 


получимъ 


] | И и | с08 (п) о с0з (пу)-+ 9 608 (2)! ав 


_ Г Г И ПАР деду аа. ©) 
07 


9 08 (пз)-= пут 89) я 608 (12) 


ЗВыражеше 


навывають зромаводною отг функши УТ, вв точкь (2, у, 2), вззтою по 
нормали, и обозначають символомъ Я. 
Съ помощью этого символа, формулу (2) можно ваписать такь 


м=- [= |] [ саудевуаь 


Замфчал, что по самому опредфленно (1) числа М оно не ивм8- 
мится при перестановкё буквь (7 и У, пифенъ 


и-- | [7 в | ГТАй аду» 


откуда, черезь вычитаще, находимь 


Ме = / / [став — бАТ) ув, (13) 


2 90 ви 
Аб + яя, 
аи 


„в = 2 а) + Я оз 9) + ОЕ м (на), 


АТ и 97 пибють амалогичных‘ звачещя, (м) означзеть нанравлене 
внутренний нормали относительно объема, Цо которому раснространенъ 
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тройной интеграль, и двойной интегралъ распространевъь по всей гра- 
ницЬ этого объема. Формула (13) и выражзеть такъ называемую теорему 
Прин. 

Главнфйпня ея приложешя относятся къ вопросамъ, въ которыхъ 
играють роль функщи, удовлетворяющя уравненю Ланласа 


АП = 0. 


(См. напринфрь, сочинеше Ё#етаия- И’ебег «Певфег @е рагыеПеп Ощег. 
СЛесв. ег шаШеш. РвуяК»). 

$ 5. Понные о зункщяхь оть компяекенаго перемфниаго. Интегралы 
оть функ комихекенаго перемфалаго, . 

1. Комплексное число 2=—х-н-&у, гд хиу (или, по крайней иЪрь, 
одно изъ нихъ) числа перемфнных, называють хомилекснымь лереми- 
нымз. Равематривал х и у какъ прямоугольныя координаты точки на 
плоскости, можемъ сказать, что каждой точкё на плоскости соотвфт- 
ствуеть опредфленное вначеше комплекснаго числа 2, и обратно. Если 
точка М изображаеть значеше 2, ир и ф ея полярных координаты, то 
&—р008$, У=ряшу, 2==р (с09ф-$3т$) пли 2 ==рей. (Полюеь 
предполагаетез совпадающимь съ началомъ системы воординать (, у)). 

Въ этой форм можно представить всякое комплексное число; число 
р=уУ2 + у, с5 услошемь р> 0, называется модулемь числа $ + #4, 
ф<— аргументомъ; ф достаточно измфилть оть О до Эт, ар отъ О до +, 
чтобы получить вс$ точка плоскости. 

Раземотримъ вифетЬ св 2-=2--$у, другое комилексное число и==м-+-5%, 
тд и их фувющи отв жи у. Когда хи у получають безконечно- 
малыя приращеня 97 и 4у, 2 получить приращеше 42 — фр -н &49, 
а м приращеше Ао — Аи + 240 или, ограничиваясь безконечно-малыми 
перваго порядка, @р — 44 +34, гдь 


5 5 $ 9% 
аи 2+ ду @ де + ду 4. 


Отвонеше Ра вообще говоря, зависить оть отношеня м, опредф- 
ллющаго направление, по которому перемфнная 2 переходить оть 5 у 
2+ 47-:(у-+ 4). Но можио найти условя, при которыхь отно- 
пене Е оть Е не зависить. Когда эти условя выполнены, тогда гово- 
рать, что № есть аналитическая функщая или просто функция вон- 
плексназо пвремпаииию 2, и иншуть 1 == } (2); отношеше д, называють 
производною этой функщи, взатою по 2, и обозначають черезь {” (2). 
Искомыя услошя получаются слёдующимъ образомъ: 

аи 1 (и &] 
42 ат = ау 


Е бу д] 8 
— Е 
а 
Это выраженю не зависить отъ Га тогда и только тогда, когда 


95 08 9% 0 


[И АИК 
Е , 
9ы 9%] |, 8 о 
т. е. [45 — бу в! = 9 
ди _ 0 % _ 0 

озкуда ди в=-м. 


Эти услошя выражають, что 
фах +. иду и зау— ча 
полные дифференщалы. Итакъ, выражеше в = и + и есть функия 
комплекснаю перемьннаю г = + $у, кода одре -н иду и ду —идх 
полные дифференциалы, т. е. кода выполнены условёя (1). 
Пояагая % = { (2}, для выраженшя производной /* (2) иифемъ 
ди ‚ 6 
ви : _ 9 =? бу 
Е . 


Нанримрь, в = 29 = (6089 + $9) 
есть функщя оть д, потому что 
# = #7 6059, $ — е* ту, 
ди д ди , д 
д=#7 605 м м — ее зту я. 


Когда ших непрерывных функщи оть 2иу, тогда и (2) =и- 
называють непрерывною функщею оть 2, и легко убфдиться, что для 
непрерывной функщи {(2) модуль разности {(2-н'#) — (=) 6у- 
детв < любого ноложительнаго’ числа е, при достаточно маломъ модуль 8. 
Въ еамонъ дёл®, если 


=, йа, +, 


5 Моь — У, — 2+, у = Уд Ун 


полагал и=7(2))  Гажоню №, 
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имфемв Аш = (2+1) — Ё(2) = Ав + Зв, 


Мод Ам = Иди + А, 
а по непрерывности функщй и и ®, это число будеть стремиться къ 0, 
когда Ат и Ду, а слЬдовательно и №9 стремятся къ 0, что и тре- 
бовалось доказать. 

Изь равенства (Т) вытекають нижеслЬдуюция: 


Фи _ д —_ 9%. 9% 9% 9% 
9 — 054 07’ бб 9 дя 
94 + фи _ о д д _ б 
т. е. ай дай = в дя+ жи = 0 
Сльдовательно, когда предложено уравнеше въ частныхъ производныхь 
97 97 
ж+ж =% 4) 


то мы можевъ найти безчислеиное мяожество его решен, взявъ какую 
узодно функцию отв комплексваю перемъннало г и представивъ ее въ вид 


Е =и-и; 


фунющи м и ® будуть рыпешями уравнешя (.4). 

3. Переходимь къ опредфленно интеграла функщи /(2) оть ком- 
плекеной перемфиной. Положимъ, что для вефхь точекъ Ъкоторой части 
плоскости } (2} и Г' (2) однозначны и непрерывны. Положимъ, что С’ 
есть дуга нкоторой кривой, проведенной по этой части плоскости. 
Интеграломъ функщи /{ (2), взятымь по этой дуг, 


Гео, 


называють кризолинейный интеграль 


Де-овечка = Гоа —оар-ьт Говно, 


взятый по этой кривой. Такъ какъ 
и@х — оду, тах + иду 


полные дифференщалы, то этоть интегралъ не зависит оть пумиё инте 
рированшя,, т. е. оть кривой (С), & только оть положея начальной 
точки 2, и конечной 2,. Поэтому, этоть интеграль и обозначается знакомъ 


з, 


та 
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Когда верхвй предфлв 2, число перемфнное (обозначимъ его просто &), 
тогда 


во= [тоы 


будеть фумюия оть 2, въ указанномь выше смысиВ (аналитическая функ- 
ия). Чтобы въ этомъ убфдиться, напишемъ Р (2) БЪ ВвиДЪ 


ви ея 
ве = [м — э4у) #4 а) =И 
за ев) 
и докажемъ, что 
90 _ 9 [22 
ди ж-- м. ® 
Мы имфенв 
ею вп 
и = ма — 4), = Иа = иду). 
д без) 
‘СлЬжоватежьно, 
90 д 90 ду 


9 *, ду , ду ®. щ=ъ 
что и доказываетв равенства (2). 
Производная отв Р (2) равна 
90 


"2% + иж. 


Слёжовательно, какъ для вещественныхь чисель, такв и для комплекс- 
ныхь, имфемв слдующуй результать: если 
. 


Р(#)= ] Г@) 4, 
/ 


то Е! (8) = Г(2). 
Примфндя. извфетвыя теорамы © криволниейныхь интегралахь къ интег- 
ралу 
Гоа, 


получаемь слфдующую основную теорему Жопа: 
Бели [(#) однозиачна м нетрерывна для встаь точека. плоскости 
внутри никотораю сомкнутою контура, вю 


— 598 — 


Олтдстве. Если Г (=) остается однозначною и непрерывною въ по- 
лос между двумя контурами (0) и (С,}, то 


ов = Дгоь 


причемъ направленя на обоихь контурахь одинаковы по отношению къ 
пломадямъ, лежащимту внутри каждаго изъ. контуровъ. 
3. Основная формула Коши. 
Если Р(=) однозначна и непрерывно в5 нькоторой части плоскоетих 
% импетз конечную опредтленную производфиую вх каждой точкь этой 
части плоскости, то для всяко значенйя # в этой части плоскости 
имтеть мюсто формула 
1 { (2) 42 
в | 
3дъ зитераль взять по произвольному сомхнутому контуру, онружам- 
щему точку & 85 положительном: направлети. 
Доказательство. Разсмотримъ функщю 
гг. 
а—ё * 
она однозначна и непрерывна 60 66755 точкахь разсматриваемой` части 
плоскости (при 2 =& ея значеше = /’{7), по усповйо, конечное и опре- 
дёленное). Слфдовательно, 


Е 


в 42 = 0, 
ы 
гдЪ (С) произвольный сомкнутый вонтурв; иначе 


{(ёаг #2 
Е [9 


На основани предыдущаго, въ интеграль 
@г 
2—1 
# . 
можно замфнить контурз {С} окружностью круга произвольнаго рад!уса р, 
св центромв въ точкЪ & потому что въ полое6 между(С)} и окружностью 


этого круга фувкщя непрерывна; на окружности круга (р) имфемъ 


= р (608 9 т) = ре, 
а. В 
де, =, 


Е. Пос. _Дьффереяц, я иятегральи. пелнедеща, 


— 594 — 


р постоянное, ф измфняется оть 0 до 2т, поэтому 


= 
43 ; . 
ера: Давать 
5 


р 
Отсюда и изъ (1) находинъ 


/ 24 иг го, 


4 
оу, 
р 


что и требовалось доказать, 

Формула эта имфеть важныя приложеня, между прочимъ, въ Теорш 
залиптическихь функий. 

Основная теорема Кони 
низетв самыя разнообразныя 
приложеня. Нокажемь, на 
нримёрф, ея приложеше къ 
вычислению  опрёдфленныхь 
интеграловз. . 

Раземотримь функцио = В 
обращающуюся въоовъ одной 
ТОЛЬКО ТОЧКВ 2 =0, и иитег- 
раль 


Черт. 89. И а (Черт. 89), 
взятый по контуру В,А.САВВВ, состоящему изъ двухь отрьзковь 
В,А,, АВ наоси х-овв, и полуовружностей круговь 4,СА, радуса р, и 


ВВБ,, рамуса В. На площади, ограниченной этимъ контуромъ, = ие 
прерывиз, и по теорем Конш имфемъ 


=" 
1: 4: = (В,А,САВВВ,) = 0. 
Оъ другой стороны, 
(В,4,САВВВ,) = (В,4,) + (4,04) + (АВ) + (ВВВ,). 
Вь первомь интеграл, (В,4,), у == 0, 2 =, и х ивмфняется оть — В 


до — р;. вътретьемъ, (АВ), у=0, 2=41, их изыфилется оть + рдо-+- А. 
Слховательно, 


(ВА) + (ав) = 
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= 7-3 3 = в. 
/: м [7 ее ) дз т 
# ел а а 
р р в 
Въ интеграл (А,СА) р постоянное, 
2=р (608 ф + #5 ф) = ре, 
4, 


+ о. 


х 4: 
и ф изибняется оть д до 0, -, 


(4,04) = 


"Точно такъ же найдемъ 


х 


(вов)-—+ | оо а. 
3 


Итакь, 
о т 


ара =] НЯ фр ‚Г споет ар. 
5 


* оличившемь теперь Ё до ©; трей интеграль имфеть предёломъ 0, 
потому что 


= = 
‚Г епомачан в=/ НА Ве о 
$ з 


геи Своо кн Вана 


въ предёлахь 0 и т, 5% ф> 0, (Ва $), = 0. 


Сифдовательно, 
оо х 


2 = бе 0409 4—0. 


г 
Теперь приближаемъ р къ 0, тогда 


пред. [е-25ф 2] 0 =Ь 
и мы получииь 


ата й м х я 
2 | р ша =ъ |] г а 3 
$ $ $ 


Предлагаежь разсмотрёть 


й = 42, 


распространяя интегрироваше по коитуру прямоугольника (черт. 90) 
А,АВВ, А, гл ОА = ОА, =а, АВ-— 6, если будемь упеличивать < 
ДО сз, оставляя $ безъ измфне- 
в1я, и примем во внимане 
извфетный результать 

4 


Й 2-2 41 — Ут 
Хх то теорена Коши, примфнен- 
ная къ 


[ г-" 4 =(4. АВР, А)=0, 


Черг. 90. 


дас] > _ и 
[= соз2флал=е- Рут, [== эт 2х0. 


Разсматривая тоть же интеграть 


Г 42, 


ваятый по контуру (0400), гл «= / рОд< у, Од =а, АР дуга 
круга, и увеличивая @ до оо, найдемь` 

‚арен от ри звыы) «= Зуя с0за 

$ 


и / реа? вёл (р’ за а) @р == 5 Ут эта. 


Вь предл, при @ = =, находимъ интегралы Френеля 


Дыее-зУт, Деву. 


ГЛАВА. ХИ. 
Ряды и интегралы Фурье. 


$ 1. Въ вопроезхь математической Физики важную роль играють раз- 
зожешя юроизвольныхь функ въ тригонометричеся!е ряды, называемые 
тавже рядами Фурье. Поль словомъ хрозеольноя функщя понимають 


фуньщю, которая, дря различныхь промежутковь значен ея аргумента, 
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можеть изображаться различными фориулами; тажова напр. функшя / (2), 
заданная формулою { (2) =, для значешй 2 въ промежутк оть 0 до 1, 
и формулою /(2) = 2", въ промежуткЪ оть 1 до 2; или функшя, рав- 
ная 1, для вефхв положительныхь значенй 2, и равная нулю, для 2<.0, 
итд 

Положимъ, что нфкоторая функщя { (2) можеть быть разложена въ 
безконечный рядъ слёдующеаго вида 


[(@®) = А, + 4, ев ф -- В. зта-н А, сов 2х + Вт 9 +. 
+ 4, 603 Ас + Вт КЕ... (1) 


тд # дБное положительное число, 4, 4,, 4,,....В„ В, ... постоянные 
коэффищенты. 

Ряды подобнаго вида и называются рядами Фурье. Допуская возмож- 
ность такого разложеня, мы должны предположить, что /(2) функщя 
перюдическая, съ перюдомь 21, т. е. что { (2 -н 2=) = { (2), потому 
что члены ряда (1) не мняють своихъ значенй при зам 7 на2-+-2т, 

Слдовательно, значеня функщи / (5) можно задавать по произволу 
только въ промежуткВ между я и а-+- 2, ГДЬ а число произвольное. 
Мы предположимв, что функщя / (2) задана вв промежутеВ (—*, +1). 
Допустимъ еще, что рядь (1) можно интегрировать почленно, т. ©. что 
предёлв суммы интеграловь членовв даннаго ряда, вв предфнахв —пи-нл, 
равенъ интегралу оть { (2), въ тЬхь же предфхахь. Тогда, какъ ноказаль 
Эйлерь, опредфлене козффишентовь разложешя (1) можно произвести 
весьма просто. Интегрируя ‘рядъ (1) въ предвлахъ оть — п до +т, 


найдемъ += я 
Ггауаь = 4, Газ = эта, 
— —= 
потому что ча Ч 
оньв = $ тах — 0, 
—= —= 


при всякомъ цёломь й. 
Слфдовательно, 


+= 
1 
& = 5; И Ё(®) 4. 
— 
Если унножимъ 008 чаети равенства (1) на 605 982, гдЪ яв какое нибудь 


цфное положительное число, и затёмъ проинтегрируемъ, принявъ во вни- 
ине, что 


= += 
Гооит совка = 0, от эт тах = 0, прив ве =, 
— 
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+= я 


а Дов 75 608 тх ах = Дам ттах-=т, (см. Га. УШ, стр. 341), 
— 


— 


+= 
то найденъ й { (®) в08 тх 5 = А 
в № 
откуда ” „= 1 . #(@) сов тх ат. 
= 


Точно такъ же найдемъ 


+= 
в.=1 ие эт те ве. 
— 

Итакъ, если бы мы имфли возможность а рог: провфрить справед- 
ливость нашихь допущенй о разложимости {(2) въ раль вида (1) ио 
возможности интегрировать этоть радъ, то вс кооффищенты ряда легко на- 
шли бы при помощи интегрирован. Не инфа возможности сдфлать такую 
провфрку, при ироизвольно заданной функци /’(1), мы должны идти 
другимв путемъ, а именно, предполагая, что коэффищенты ряда (1) опре- 
дьлены фориулами 


0 ++ += 
1 1 
А.= в. Гав, А, = = [г® 608 та Ча, в. { | Гозвтав, (2. 
— —= —= 
и составивь сумму 
= 
Вен = А, У (А, воз в + Виз), 8) 
= 
ны должны искать предфль этой суммы, ири возрастани т до со, и 
испытать, будеть ли этоть предёль равенз данной функщи /(@). 
Строгое разыскаше предёла суныы 8„,: въ первый разв было сдё- 
лано Дирмтле. Слфдуя ему, мы ограничииъ данную функцио / (2) н®ко- 
торыми условями, которыя, хотя и не всв необходимы для того, чтобы 
можно было утверждать, что 


прод. [8..1] = / (4), 


но значительно упрощають изслфдоваше и вполнф достаточны въ прило- 
кешяхь радовь Фурье. Усломя эти состоять въ слдующемъ: 

Г} ВеЁ зназеня /(2) въ данномь промежутЕф числа конечныя. 

2} Данный проиежутокв можно разбить на конечное число такихь 
проиежутвовъ, что въ каждомъ изь нихь / (2) функщя момоюнная, т.е. 
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или’ постоянно возрастаеть или постоянно убываеть при возрастави 2; 
иными словами, функщя (2) амфоть въ данномь промежуткВ конечное 
число максимумовъ и минимумовъ или вовсе их не имфетъ. 

3) Фуньшя Г (2) въ данномъ промежутвЪ вообще непрерывна, по мо- 
жеть претерифвать для конечнаго числа отдфльныхь значенй х разрывы 
слфдующего рода: предфль, къ которому стремится { (2 -+ 1) съ при- 
ближешемь положительнаго числа # къ 0, можеть быть не равнымъ 
предЪну, въ которому стремится /(х — А) сь приближешемь # къ 0. 
Слфдуя Дирихле, мы будемъ обозначать первый изъ этихь предфлокъ 
химволомь /(х-+ 0), а второй символомъ /(2 — 0}. Если Г (2) не- 
прерывна при данномъ значени т, то 


Ее 0 =Еар— 0). 
Для краткости мы будемъ говорить, что фунешя / (2) удовлетворяеть 
услошамь Дирихле, въ данномъ промежутЕЪ (а, 5), если для нея выпол- 


нены три перечисленных» выню условя. Для такой функци, какъ будеть 
показано, всегда имфеть мфсто разенство 


пред. (9.5) = 3 ие ++ ие 0, @ 


тдЬ 9». означаеть сумму (3); вторая часть равенства (4) обращается 
въ / (2), если разсматризаемая функщя непрерывна пра данномъ значе- 
и 2. Этоть результать и покажеть, что всякую функцию, удовлетво- 
рлюшую усломямъ Дирихле въ промежутеЪ (—т, + =), можно разло- 
жить въ рядь Фурье, условившись подъ значешемь функши /(5) въ 
ифстахь разрыва непрерывности подразумЪвать среднее ариеметическое 


1 Иа+9-+-г@—9) 


тЬхь двух предфлокъ, въ которымъ стремится / (д == #) съ приближещемь 
Ь въ 0. 

Занпчане. Примфромъ фупкши, не удовлетворяющей услошямт Ди- 
рихле, можеть служить фуньшя 


РИ 
Г ==, 
инфющая безконечное число максимумовъ и минимумовъ въ промежуткь 


({—а, а), каково бы ни было число а Эта функшя непрерывна 
во всемь промежуткВ (— а, + а). Производная ея 

1 1 1 

ый = 4 _ 

р ие 298 


будеть опредфхена во всемъ этомъ промежуткЪ, за исключешемь значе- 
ях = 0: легко показать. что, #' (2) мФняегв знакъ безвонечное число 
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разъ въ раземвтриваемомъ промежутеЪ. Въ самомъ Дл, 
Ноа Ци 1 
Ро = ур 


обозначивь через и произвольное цфлое положительное число, будем 
неирерывно измфнять # отъ & | т ; при этомъ -, бу- 


ва 
1 
деть возрастать отв ик до (+3) т, 19 доть 0 до со, так что сперва 
1 . 1_1 
и Ё < 1, з подь конецдь и1>. Сльдовательно, разность #7 я? ВЪ 
промежутЕЪ между 
1 1 
#=диз= Г , 
вая 

непремфнио обратится въ нуль один и только одинъ разъ и перемфнить 
энахз, переходя изъ — вь +; другой иножитель въ выражен /” (2), 
603 т, сохраняетв знакъ въ этомъ промежуткЪ. Слфдонательно, /” (2) мф- 
няеть знак въ промежутЕ® 


и { (#} имфеть въ этомь промежуткВ махзиит или пиинпаш, Зам®чзя, 
что {(-—2) = /(@), можемъ сказать то же самое о промежуткЪ 


[Е 


При достаточно большомъ значени п, эти промежутки будуть лежать 
внутри промежутка (— а, + @}, каково бы ни было а; стоить только 
ваять # такимъ, чтобы „_< а или в> Е. Ноэтому, вели будемъ хда- 
вать числу я безконечиое множестао ифлыхь положнтельныхь значений, 

1 . 
большихь „_, то ВВ промежутЕ$ (—а, +а) получимъ безчиеленное мно- 
эжество промежутковь ` 


О 


и въ кАжхомь изъ нихь /`(2) будеть имфть шахноаю или пнннваяа, чЪмъ 
и доказывается упомянутая особенность разсматриваемой функции. 
Нриетупая къ доказательству равенства (4), представинъ сперва 8. 
въ форм% опредфлениаго интеграла, болфе удобной для наслЪдованя. Нод- 
ставляя выфото А» 4,, В, А, В,,.... ихь выражешя по форнуламь 
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+= 


Деу + (608 2 603 а + ат я эта) + 


-+ (603 25 08 2а + т 25 вт а) +... (60315 608 та невбито рта] Ча, 


т. е 


Бы: == ы + 005 (а —2) + 085 2(а— 2) +... новт(и—2) 4. 


Легко показать, что 


1 авар. + овт ав = 


2 
5 [ г (&— =) 
а“ (5) 
2 5% 
(5) 
Въ самонъ дёлЬ, складывая извфетныя равенства 
5% (2т - Пра— зт (2т — 1 а = 2 08 Эта т а, 
29 


зт (2т — 1) а — п (2т за. 2 003 (2т — 2) а зта, 


5 За — т а — 2 603 За эта, 


получимь 
1 
5% (от + По Зато [+ 00620 + ава говно, 


а положивъ зд№еь а = и, находимъ формулу (5). Нодтому, 


и те 
Яны Е = (ЕЯ 5] 


Введемъ еще новую перемфнную 2 = =, измфнающуюся отБ — == 
до ==, при изыфнены а оть — я до + т, и получныь 


о О, (8) 


== 


Вь этомъ видф мы и  будмь `паслбдовать суиму 5... ДальнфАине вы- 
воды основаны на ифкоторыхь вспомогательныхь теоремахъ, которыя 
сперва и докажемъ. . 
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$2. 1. Теорема 1. Если $(2) нпяоторая непрерывная функщёя` въ 
промежуткь + (а, 8), а Г(т) произвольная функиея, удовлетворяющая 
условяма Дирииле и монотонная вз даннойь промежутиь, ‘то 
ъ 


ъ В 
Дозо = гео чото ом (Е) 


10% Е нюкоторое число, среднее между а в 6. 
Доказательство. Обозначал черезь Ф (2) первообразную функщю оть 
$ (2), возьмемъ радъ возрастающихь (считая $ > @) чисель 


2, 2, 8, .... был, 2, причемь 2, ==а4, 1, = 6, 
и, замфчал, что ила 
Фе.) — Ф (а) = [9 = и) 96 
В . 
г я. << аа, умножаемь оту разность на /(&) и суммируемъ по $ 
оть $=0 до ё-=в— 1; тогда получимъ 


авт 


У 22 ГЕО (ви — 2) == ГЕ Ф) — Ф] + 


+ Г, [Ф @,) — Фа)... + Ре) Ф @)— Фа, 
или, перепиеавъ члены 2-ой части въ другомъ порядкЪ, 


Угра.) и) Ге) + 
+ Ф(т,) У ,) ГЕ} +... + Фо) И) — МЕ, + 
+ФОГЕ)-Ф@ ГЕ. 8) 


Вслфдстве монотонности функ (2), всё разности /(&,) — Г (+1) 
числа одного знава, нотому-что 


3 <Е<... < <В 


поэтому, сумма членовь вв первой и второй строк второй части равна 
сумив вевхъ этихъ разностей, т.е. / (Е) —/(&„-:), умноженной ив число, 
среднее между наибольшимь и наименьшимь изъ чисель Ф (21), Ф (=) ‚... 
Ф(а„-1); а такъ какъ, при непрерывности $ (2), и Ф(=2) непрерывна, то 
всякое среднее между упомянутыми числами можно представить въ видз 
$ (©), гдВ Е ифкоторое среднее между а и 5. 
Вслёдетые этого, формула (8) напишется тавъ 
= 


Утюг иы-щеФ® и) — ГЛ + 
+00 76-0 —28 1. 
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Уазличивая чисяо и до 00, причемь (4,1 — 2) стремятся къ 0, и пере- 
ходя кь предфлу, находимъ 
ь 


[9 [ (в) ве =Ф (8) {Ган 0) — 16 —0)} +6) 70-0) 
" — 90 7+0, 
потому что 

пред. /(&,) =/(а- 0), такь какъ &, > а и стремится къ а, 


пред. (1) =/(5 — 0), такъ какъ „<. и стремится къ $. 


Замфчая наконелъ, что 
5 


99—20 = 904, 20-о®- у &, 


находимъ 


ь { [4 
го вето убито о зы, 


что и требовалось’ доказать. 

Вь дальнЫйтемъ мы будемь предполагать, что /(2) удовлетворяеть 
услоыямь Дирихле, не оговаривая этого. 

П. Теорема 2. Еели а и Ь числа одинаковыть знаков, и ни одно 
#35 нить не = 0, то 


ь 
пред. + (&®) ке 4х = 0. (п) 
.‚—. 


Доказатёльство. Замфтинъ прежде всего, что интегралы 


та инь 
Л = @ и | —— @ — чнела конечныя и опредфленныя, а именно 


> 

Е т ЕДЕ т 
а = 5} 
$ ; 


первая формула известна (см. стр. 383), вторая получается изъ первой. 
если замфнимъ х на (--2) подь знакомв интеграла. Изь этихъ формуль 
сейзасв сафдуетв, что = 


5. 

58 
пред. Г м 8% = 0, 
=, 


при 6>а>0 ши ва<6<0. 
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Вв свмомъ дЬлЬ, положивъ иг -= у, получимъ 


Когда аи > 0. то 
ь ий . 
# ий Е: 
пред. ее ах = пред. т" 4у — пред. ии = 
=—. $ 


з когда аи < 0, то 


‚ 
э из т т 

пред. Г -—— ах ( ) 0. 

=, т 2 2 


Кри а или $ = 0 наши заключешя терають силу, потому что тогда 
нельзя сказать, что ар или $ стремится къ со вифстВ съ 

Замфтивв это, прадположимь сперва, что /(2) монотонна въ проие- 
жуткВ (а, ©), и примфнимъ формулу (Г), положивъ въ ней $ (2) = "РЕ е 
того получниь 


оттоком о-в Га 


ДВ О<а<:<Ь ии <<< 0. 


Въ обоихь случаяхь числа а, &, $ одинаковыхь знаковъ. Примфняя 
сказанное выше, находимъ, что предфлв каждаго интеграла второй части, 
при р-= со, равенъ 0. Олёдонательно, 


» 
т д 
пн Ни 


Результать этоть оствется справедливымъ и тогда, когда /(7) не 
монотониа въ промежуткЪ (а, 5), потому что тогда можно этоть проме- 
жутокъ разбить на конечное Число промежутков, въ которыхь { (2) мо- 
вотоннз; интеграль будеть равенъ сумм нфсколькихь другихь, имбющихь 
предёломъ нуль, при р — со, а сяфдовательно, и сам онъ имфеть пре- 
дломъ нуль. Теорема 2-я доказана. 

11. Разсмотримъ теперь интеграль 


, 
/ Ее де, 
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въ которомъ нижний предфль нуль. Отиосительно этого интеграла дока- 
женъ слфдующую теорему. 
Теорема 3, Если Ь > 0, то 
ь 


$ рх т 
орех. / ПЕ ар он 0. ап) 


ЗамЪчаемъ прежде всего, что если формула (ПП) будеть вфрна при 
$ == т, то она будеть вфрна и пря > п, потому что, вв послёднемъ 
случаВ, полагая 6 = 6, +6,, гд $, > 0, 6, = п, инфемнь 


» ы ь 
те, 5 рт эт рр 
До" = ие го ах. 


По теоремф 2-ой, предфль второго интеграла второй части равенъ 
нулю, и дфло сводится къ разсмотрёнио перваго, у котораго верхшй пре- 
дЁль == к. Поэтому можно предположить съ самаго начала, что 6 = п. 

Дале замфтимъ, что функцию /(2} можно предположить монотонною 
въ промежуткь (0, 5), потому что въ противномъ случаф, можно разбить 
этоть промежутокъ на части (0, а), (а, ©} и т. д. въ которыхъ услове 
монотонности сохраняется, з такъ вакъ предёлы интеграловь, относя- 
щихея ко вебыъ промежуткамъ, кромф перваго, равны нулю, по теорем 
2-ой, то остается только интеграль, взятый оть 0 до @, гдв по условно 
Г (@) монотонна. Можно еще предположить, что / (2) постояино убываю- 
щая фупкщя вз предфлахъ интеграла, потому что если формула (НЕ) до- 
казана для убывающей функщи, то она будетв вфрна и дла возрастан- 
щей; въ самомъ дЪяЬ, если /(2) возрастающая, то (— /(2)) убывающая, 
и если справедлива формула 

‚ 


пр Г = ИСО 


то сприаедлива и формула 
» 
5т 
пред. ‚ее: г == ЕСО. 
у 


Наконець, мы можемъ еще предположить, что / (2) яоложительная 
въ предфлахь интеграла, потону что къ противномъ случав, можно сперва 
выфсто_/` (2) ваять функцио 

Р (а) = Г(®) + 6, 
тдЪ О постоянная, подобранная такъ, чтобы Р (2) была > 0, для 
О=2-=, и, довазавь формулу (Ш) 


# 
пред. Де мы 2+0) 
=; 
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для положительной функщи Р (2), получим 


пред. Гео 6) ева 4х2= пред. Е: ве ах 
#2; 5 


ь 
+ пред. с =УР(+о) 
#0 у у 
& ТАКЪ БАКЪ 
ь 
х 
пред. С т 62 прод, а с =" с>, 
уе у 2 Р-Р Е у 
то 


8 . 
прех. Г ош Р-Я =1 (+0, 
тех 


т. е. формула (ПР) будеть доказана и для данной функщи { (7). 

Изь всего сказаянаго выше выходить, что, при доказательств фор- 
мулы (1), можно считать 0 < 6 = т, и {(2) положиипельною убываю- 
щею функщею вь промежутке (0, 5). Доказанная при этихъ ограниче- 
яхв формула (ПЕ) будеть доказана и вообще Е 

Легко теперь показать, что, при сдфланныхь ограничешяхт, интеграль 


т ие 
= [Гот ве, 
Де": 


при всяком , число положительное и меньнюе нфкогораго онредфлен- 
наго положительнаго числа. Чхобы въ этомъ убфдиться, замфтимв, что 
подъинтегральная функщя мЪняегь знакъ, когда х переходить черезъ 
значешя 
т =, 3= 
®= 9 
вов 
для которыхь 8 рх обращается въ 0. Поюжимъ, что 2 ость наиболь- 
зпее изъ чисеть прадыхущаго ряда, не превосходящее $, т. е. 
йт #1 
ъ = 5< @- т 


Разсматриваеный иктеграль „7 можно представить въ вид суммы интег- 
раловъ, взятыхь въ предфлахь 
я х 2% (&—1л № [3 
оть 0 до —, оть — до „-.. ОТЬ . 
ют ры ь? Е хо и оть до 5. 
Въ предфлахъ перваго интеграла 3 ит, & съ нимь и вся подъиитег- 
ральная фунещя, > 0, въ предфлахь второго < б итд. Поэтому, 0боз- 
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начая черезъ и, абсолютнов значеше интеграла 


@+0* 
я : 
эт 
роте вы, 
Е 
Г 
можемъ написать 
И Се @х, {9} 
м 
Фыря и 
т 6 <—-—. Не „труино ВИДФТЬ, что 4, > и, >и, > и, ...: ВЪ САМОМЪ 


ДЪЯБ, положивь 2— 17-9 = ‚ найдем 
а 


ый 
— (у зту1 
“, Ре: и 


откуда и видно, что, съ возрасташемъ значка #, м, убываеть, такъ какъ 
Г) убывающая функшя. 
Послфднш интеграль въ формуль (9), очевидно, численно меньше 
во 


и, = | лома, 


Г 
Изь всего сказаннаго и форм ‚(8 сяфдуеть, что />0и <, гдЬ 
я 


«мы шелком поро 4. 


Обозначая черезв 4 значеше иятеграла (очевидно конечное) 


т. 
зт у 
а 
[= у, 
# 


0<71<4{ (+ 0). {10). 
Убфдившись вв этомь, нетрудно убфдиться и ВЪ справедлнаости 


формулы (Ш). 
Выбравь въ промежуткЪ (0, $} число с>0 такое, чтобы /(2) была 
непрерывна для значей д между О и с, представиыъ 7 въ видь 


‹ ъ . 
= До 
ы . 


потому что < 


мы и находимъ, 910 
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а положивь еще /(2) = /(с) + 9(2), гдф $(%), при возрастайи # оть 
0 до с, убываеть оть /(+- 0) — / (6) до 0, получииъ 


= м [ +@) о р Г г1® 9 42. 


Замфчая, что съ возрасташемъ № до со, при 6>0, 
ве 


с 
8 5 
ие 

$ $ 


у 


стремится къ предзлу равному 5, 8 / (©), съ приближешемъ с къ 0, стре- 
мится къ предзлу /(+ 0), иы перепишемь предыдущее равевство слё- 
дующимв манеромъ: 


2— оно = по] ть] то -гсе 0+ 


+ ро [го 


Теперь легко показать, что | — р Есно) | < з, г = произвольно 
малое положительное число, при достаточно божыпомъ |. Для этого за- 
. мёчаемъ, что, въ силу неравенствь (10), 


ебут вы < азс ЕАи СО Г 


въ силу непрерывности / (2) въ промежутев (0, с), можем взять с до- 
статочио близкимв къ 0, чтобы имЁть 

Аи —Г® <; 
такь какь Д число конечное, и въ то же время, чтобы и 
ЗИ®—К-+ 0) 
было численво <=. о | 


Выбразъ такимъ образомъ с, можемъ затбиъ выбрать + достаточно 
болышимъ, чтобы 
ЗИые = = 
го [ 3] было чиеленно <, 
$ 


ь 
| Гле Е & бы <1, 
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потому что > ИР 
с 


, 
прыт. И ее №3] 0, пред. ге Е 0, 
” — В 


х 


а тогда будемъ имфть р: ЕС 0 Зв, те. 


щих. 7—57(+ 0, ап) 


зто и требовалось доказать. - 
Сльдетае 1. Если въ форнулё (Ш) замфнимъ подъ знакомь интег- 
рала г на (— #2), то найдемъ 


. 
пред. ][ а — ГНО), 6> 0), 
и 2х} . 
& обозиачая /(— 2) = Х, (2), находамъ 
зн = . 
щих р. и ло) аш) 


Если возьмемъ функщю 
$ (2) =Ё (2), дя 9 <=<ь 
к $ф@® = 1), ля —$<5<0, 


то, примфняя къ этой фуньщи $ (2) формулы (Ш) и (ПЕР) и складывая 
результаты, получимъ 


г ты 
цв [Коты 9+0. — 6%) 


Слтдетие 2. Возьмемъ теперь интеграяъ 


гдё 0<$ < т. Цредетавимь его въ вид 
ъ ъ 
ре эт 
2.= [Го ыь Е = в ТА ар, 
$ 


тдё Р (2) =Г(2) =. удовлетворяетв условямъ Дирихле въ промежуткЪ 
{0, 8), если $<к и если /(2) инъ удовлетворяетв. 
К. Поресь, -Дифференц. и интегралы. всчиалеши. Е 
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Примвняя къ этому интегралу формулу (Ш) и замфчая. что 


РОО ео 


находамъ 
а 


пе Дом ино, 6<®. С) 


Олбдуетв ть зто полученный результать нельзя распространить › 
— _ — Леа 
на случай 6 -= т, потому что, при =, Е) =°„„„ обращается въ ос. 
$ 3. Пользуясь формулою (У), мы и найдемъ предёль суммы 5+, 
рядз Фурье, которая изображена была формулою 


= 
Е: 1 
8.5 =: а ие о О д. [О 
ты 


Этоть интеграль можно написать такъ 


эт (2т-+1)2 аа — 


= 
ие 92 ут 1 | р 


2 388 2 


= 


2 
Е (2т 1 1 


Предполагая, что д заключается между — пи т, «<< 
мы находимъ, что предфлы интегрированёя пох, т.е, числа = 
будуть заключаться между 0 ик. Положизь 


ВЕ т +Ти Р(2) = (2 +28), 
по формул (У) нредыдущаго $, найдемъ 


= 
эт (Эт +) а 
ть г О, 
= 


5 
= тех [РО (ноге +0, 
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& положивъ Р (2) = (2 — 22), также находимъ 


ях 


2 
прах. Губе--з9 "т, = — 


Е 


вы 
прод =) (2) м == Ро г 1@— 9), 
откуда й 

пред. биы 5-0) + Аа — 0}. (4; 


Это и есть формула (4) $ 1, которую желали доказаль. Она выве- 
дена въ томъ предположеши, что —т<2< т. Случаи === тре- 


бують особаго разсиотрышя. 1 ХПоложимь напр. х = — =, тогда 
1 эт (2т + Юз 
8. 7% И 


Ен но: в 12 д т/^ ха) т 42. 


5 2 


При т = сз, предфлъ перваго ваограли, на оеноваши предыдущаго, 
1 : 
равень з /(—т + 0). Во второмъ сдышвемъ подстановку 2 = т — у, 
тогда получимъ 


пример ь 


5 у 
предфль котораго равенъ 5 ой (= — 0). ОлБдовательно, пра 2 = — т, 
прел. быт 0+ — 0}. (4=) 


‚8 Очевидио, тоть же предфль имфеть 8„».: при 2 = + т. 
7 Если {(2) непрерывна при #=—х и я= +-т, то, велфдстве верю- 
ры #(®), (>) = Ё(- *), и формула (4°) даеть 


щех 5.н = (2) 
я 


Окончательный результать изложеннаго пзслёдовашя даеть слБдующую 
теорему. 


30 
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“Теорема А. Если [() есть функия, удовлетворяющая условямь 
Дирихле вз пронежутяь (—п и + т), то сумна безконечнатю ряда 


д„.У [А., воз тр -- В, т тл], (4) 
дь += > += 
де] Годвы, 4.= Г о та, 
— . — (а) 
В» = [Газ тя в, 
равна — 


1) /@), для значеща х в промежуткъ (—т, + т), при которых 
Г (®) непрерыена, 
Этан о-+ге 0), ® жостиль разрыва фунены 740), 


# 3) ИС =+0 + (=—0}}, яа зраницахе промежутка (—т, т). 


„Равенство "=> 
Рф =А, + Ум. 608 та -- В. зт та], (4) 


яри — п = == + т, будеть справедливо, если под р (2) будемь по- 
нимать числа 1), 2) или 3), сообразно вышеуказанным условзямь, 

Относительно формуль для вычиелешя коэффищентовь А, и В, за- 
мфтныъ сльдующее. Если функшя /(2) задана произвольно въ проме- 
жуткф (а, «+ 21), гАф @ какое угодно число, то мёть надобности при- 
водить этоть промежутокъ въ промежутку (— т, + т); не изыфняя зна- 
ченёй коэффишентовь, можно замфнить предфяы (— т, -- т} предфлами 
{аиа-+ 2ж), гдЬ а произвольное число, т. е. вычислять коэффищенты 
но формуламь 

авт 24-й: 


дк |4, 4. = 1 [роза ть ар, 
“ ак “ (8) 
В. у Гб) вто, 


Справедливость этого замфчащя вытекаетв изъ того, что если Р {) 
есть перюдичесвая фупкшя съ перодомь 9%, то 


4+ к 
Дреое- ров 


&аховы бы ни были числа а и 8. 
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‚ Вь самомь дл, изь поте Ра = Р (2) вытекаеть, что 
Век 
Дол 
а-+-2к 


а это равенство можно написать такъ 


ак В--2= 
ТРоы- [то [том Ро 


а а+2к 2+9" в 
откуда и вытекаеть приведенное выне. Полагая въ немъ В == —т, мы 
и находимъ 
ат -® 


Грош - ое, 


а полагая послфдовательно 
Р(*) =Г(т), Р(®) = Ё(@®) е0зтх, Р() = Р(а) ат тх, 


мы и придемъ оть формуль (@) къ формуламъ (5) для вычисленя козф- 
фищентовь А, 4, и В,.. 
Оть разложешя (4) функщи /(2} съ перюдомъ 2х, по синусамъ и 
. косинусаиъ дугь кратныхь оть х, легко перейти къ разложенио функщи 
ф (9) съ перодомь 2, т 1 какое угодно число, по синусамь и косину- 
самъ дут кратныхъ оть а . Въ самомъ дЪлЪ, положивъ въ разложении (4) 
# = Е и обозначая (и ) = (и), найдемь, дя — п <#<т, 
21 <9<-+14=14 


ф-ка возит в 
5 
ГДЪ = т } 
1 1 и. 
т д.2 [уе "Я д, 
, Е ей 


ы 
В.=т о "ТР ау. 
к. 
Въ мыстахъ разрыва сумма ряда (В) равна 
1 
59 (9+0) + э(у— 0), 
на границах, у== —Ёи у = + эта сумма равна 


вс тно+а- 0 
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$4. Примеры. 1. Предложимъ себЪ разложить въ рядъ Фурье фупк- 
цио (2) == 2 для вобхь д въ промежутк (— т, + =). Формулы (@) для 
опредфлешя коэффищентовъ дадуть 


я +7 


г В 
ак 420, 4. = [зонта в — 0, 
р: 


потому что подъинтегральная функшя нечетная. 


т 


пении 
Е 


Формула (4) $ 3 дасть 
зтх эта зтЗ | 
2 2" тр (1) 


для _п<а<+к 
На гравицахь, при х = == я, разложене (1) неспраяедливо; сумма 
ряда (1), при х=-=т, очевидно равна нулю, что и соглаено съ форму- 
лою (4"), по которой, при + = -=т, сумма ряда должна быть равна 
1 


ВИС тои о = ява 0. 


Если положимъ въ (1) т=5, то получимъ 
И 
ЕЕ Жо 
извфствую формулу Лейбница. 
Если положимъ 
отт т  зтЗа 
у=2 т “+5 р (8) 
то графически (черт. 91) значения у изобразятся, въ предфлахв (— т, +) 
для 2, отрёзкомь прямой КД (у==х) и двумя изолированными точками 
@ (—т, 0), Н (+ъ, 0). 
Велфдетвйе перодичноети суммы ряда (1), лия, изображаемая урав- 
ненемв (а), при измёнени х оть — со до + со, будетв состоять изъ 
безчисленнаго множества прямолинейныхь отрфзковъ и отдфльныхь 10- 
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2 

чехь, такихъ, какъ отрфзокъ КТ, и точки @ и Н; функшя, изображае- 
изя радомъ (1), будеть разрывна при х = -= (2 -+ 1) т, гдь # цёлое число. 

П. Для второго примфра разложимъь въ тригонометричесый рядъ 
функшю /(2), опредфляемую формулами 

[(а) = 1, при О<а<т, и [ (4) = -х, пи — << 0. 

Эта функшя удовлетворяеть, слЪховательно, условшю /(2) = /(— 2), во 
всемЪ промежутк$ (—т, + т), т. е, будеть функщя четная. 


р. 
и И. Зерт, 91. 
ПШ формуламь (@) найдемъ 
+= т = 
1 . : 
В, =0, 4% =. Ре) т тах =, 4. 2 [зсозтааь = 
— * "з 


з 


2 |с08тт — || 2 [1—1 
ж} шт 17| т Ч. 


Отсюда 4.==, при 2 нечетномъ, А„ = 0, при т четномъ, 
Формула (4) дасть разложеше 


ы 4 |608 + 608 35 + 60852 ] @ 
ЖП 3 5 ер ) 
справедливое для всфхь 2 въ предфлахь 0 ит. При х<0и=р— т, 


сумма ряда (2) равна (— 2). Разложене остается справедливымь и при 
д = т, шоюму что (— =) = (=). 
Полагая во (2} 2 = т, найдем 


дла о О 
8 
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Изь ряда (2) можно, распоряжаясь значешемь 2 въ предфлахв (0, п), 
получить безчисленное множество частныхь рядовъ, суммируемыхь съ по- 
мощью формулы (2). 

Обозначая черезъ у сумму рада (2), при любомъ значен 2, и рас- 
пространяя этоть рядь на зваченя х виВ предёловь (— т, +1) по за- 
кону перюдичности, мы видинъ, что лин!я, уравнене которой есть 

5; 

м, |, 0 
изобразится ломаною ивпрерывною линею, нарисованною на чертеж (92), 
такъ какъ въ предфлахь (0, п) у=х и измфичется оть О до т, а въ 
предфлахв (0, — т), и= ши 

изыфняется также оть 0 до т. 
Функщя, изображаемая рядомъ 
(5), будеть перюдическая, непре- 
рывная для вевхь значенйх, функ- 


п м0 23 Ш. Разложинь еще въ рядъ 
Фурье функцию /(2) = 2, для 
вефхъ значенш х между 0 и 2м. 
Ирняагая формулы (5) $ 3 для 
опредфлешя коэффищентовъ, положивь въ нихъ и = 0, найдемъ 

3" 2 


1 1 ы 
4 „лв тив = 0, 


Зори. 98. 


4 24 —5- =, 


= = 5% 2 
у 


Такимъ образомъ получимъ разложеше, при 9 <2<2т, 


=т—2 вы +53 (3) 
На границахь (д =Оих= 27) это разложеше несправедливо; для 
этихь эначенй 2 сумма ряда (3) равна очевидно т, среднему ариоме- 
тическому значенй х на грапидахъ. 
Линя, изображаемая уравненемъ 


122 › зт3х } 


. 5 2х 8135 
у=т— 2 912+ —: = +. }, 
состоитв изъ безчисленнаго множества прямолинейныхь отрЁзковъ и без- 
числениаго. множества отхёльныхь точек, ординаты которыхь = =, & 
абециссы — 2, тд нуль или цьлое число. 
У. Полюжимь еще, что /(2) =0, при —п<2<0, в т@=ь 
при 0<5<л. 
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ПримЪняя къ этой функщи разложене (4), находимъ 
+= = 
1 1 1 
4 =] ® = «= 5’ 
+= 


+= 
4. = Г год овтавь — 1 


В. 
слфдовательно, 
. 2 
Вы: = Яо, Ви = 0. 
Поэтому, при 0<х< г, получимь 
1 2|. зи Зе 315 
аа и + ЗБ +. ] (С) 


При 5 =Оих=т, сумма ряда (С), очевидно, равна 5, 410 и 
согласно съ пунктами 2) и 3) теорены 4.69 

У. Интересный результать получается при { (2) = 6082, гДЪ а ве 
цфлое число. Нримфняя къ этой функши разложене (4), легко найдем 


эта тат созтт 22а 


“= вк ' 4= т в—т’ В. = 
т. 1 "24 сов пис созтий 
603 ар == г зтат р У ен у Ст<=<-+»®. 
==: 


Ревультать справедливъ и при $ =, потому что въ нашемь при- 
мЪрЪ { (— п) = Ё(т). Положивь х = к, вайдемъ 


а 
2а 
пом = п Уи: (В) 
== 
Изь этого ряда, при помощи интегрированя по @, въ предфлахь а 


и В, найдемъ то 
зв 8" 8 т — 8 
и зтат =# а" Ут 


=—1 
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зтВи ат _\ т — 
к УЕ 


Приближая а КЪ О и замфчая, что пред. ==] = ъ найдемъ 
а—0 


"У (: -®), 


а переходя отъ 14 въ числамъ, получимъ 


= -(-(-00-9-—- 


разложеше 3 Ве въ бозвоночрою произведене, которымь мы уже поль- 
зозались въ ТХ-й главз. 677 ра 

*$ Б. Выеный предёжь Чйеженныхь значек козофишонтовь въ рядё 
Фурье. 

Во ммогихь вопросахъ важно знать выспнй предёлв численныхь зна- 
ченй коэффивентовь 4„ и В, въ разложеши функщи /(2) въ рядъ 
Фурье 


мо 


год = У М. та + В, вт т), @) 


Прининзя во ввимаше, что, пря ж > 0, 


2" 2" 
1 1 . 
4х | ост, В. ==, ДГ та ва 
положимъ, что наибольшее численное значеше { (2) въ предфлахь 0 и 2т 
равно М, а число максимумовъ и минимумовъ функлуи { (2) (по условно, 
конечное) въ промежуткВ (0, 2=) равно Х. Каждый изъ написанныхь 


выше интеграловь можио будеть разбить най +1 такихъ, въ предфлахъ 
которыхъ { (2) монотонна. Пусть 


И #(®) сз та фе 
будеть одинъ изъ такихъ интеграловъ, примёняя къ нему формулу (1) 3 2 
ь В ъ 
г 608 тх ат = Гео Дате Дания в 
8 В 


гдф Е среднее моих аи в и замфчая, что 


те Ета звони < 2 
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ти — зв тЕ 2 
в 608 траф = --—- т численно <», 


находимъ, что 


аким 


<4М ид |< 
т т 


| гео та 


ет 
Совертенно такъ же найдемъ, что |В,| < еж м, такъ что |4, и 


[В] будуть меньше, звыь 2, гдЪ Г. оть т не зависить и опредфляется 
числами Мир, имфющими указанныя выше значеня. Если функщя { (2) 
ничфмь, кромф условй Дирихле, не ограничена, то, на основан най- 
деннаго высшаго предфла числовыхь значенй А„ и В„, нельзя сдЪлать 
ВиЕакого заключеня о предфлф погрышности, которую дёлаемъ, отбра- 
сывая въ разложении (1) вс члены, слЪдующие за 


А, 608 вх + В, зп пт, 


тд я данное число. 
Но во многихь случаяхь можно указать друге предфлы для |4..| 
|В.|, на основаши которыхь можно указать и предЬль этой погрышности. 
Положимъ, напримфръ, что {# (2) непрерывная, имфеть перодь 2 и 
производную {' (2), удовлетворяющую условамъ Дирихле. Примфвяя интег- 
рировае по частямь къ выраженю 4„, найдемъ 


2 
тт Ги (5) т тхах, 
$ 


потому что $ тх обращается въ нуль, при 5 = О их = 2я. 
Тьмь же путемъ найдемь 


1 
[1 


2: 
Ё й 
вк / {2) с03 тх а 
з 


= = Ге (2) воз трат, 


потому что, по условю, { (0) 
исчезаетъ. 
Примфная сказанное выше о численныхь значетяхь интеграловъ раз- 


Ул 
сматриваемаго вида, найдемь, что |4,| и|В.| меныше =з, гдё Ё/” число, 


— #(2*), велфдегые чего первый членЪ 
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не зависящее отъ ж и опредфляющееся по нвибольшему значению. и 
въ промежуткй (0, 2=) и чиелу макоимумовъ и мивимумовъ функции И! (®) 
въ этомь промежутк®. Замфтимв теперь что численное значение остатка 
ряда (1), остановленнаго ив член 


А, со по + В, эт вх, 


зоо == И 
ыл= | У М.совта += В, эй та] | <у {144 + ви <рУ а 
эн "=яы ши 
Припомнииь еще, что если Р (2) положительная убывающая функща, 
то | эы 


Рыкр+ Реж +. +Ро+и< [Ро (а) 


(ем. стр. 398). Полагая Ё (2) =ъ и увеличивая # до со, найдемъ 


ие а 1 
1 1х 
Х =] 
= $ 
/ В 
Поэтому, |7. < а ‚ откуда вытекаеть, что, при сдланныхь ограниченяхь 
относительно / (2), рядь (1) равномпрно слодящийся въ промежутк® 
(0, 2х), з. е, независимо оть значеня 2, можно взять в достаточно- 
большимъ, чтобы |и„| или, что все равио, погршность въ приближенной 
формул = 


г =У М. ов тр + В, т т 


была численно меныве произвольно заданнаго числа =. 
Легко убъдиться, что если { (2) и {’ (2) непрерывны и имЪють пе- 
одъ 2к, а {" (2) удовлетворяеть услощамъ Дирихле, то 


Ти 
14. и [В меньше „зу, 
: ‚. ЗВ 
тдв ГИ оть т не зависить, и || < — - 
Для этого стоить только примфнить къ А„и В, два раза интегрирова- 
ве по частямь и примфнить формулу (а), положивъ въ ней Р (2) = ъ. 
$ 6. Интегралы Фурье. Изь разложешя произвольной функщи зъ 
триговнеетричесь радь Фурье вывель свою знаменитую формулу для 
изображеня произвольной функщи двойнымь интеграломь, имфющую 
важныя иркложешя въ интегрированы уравненёй въ частныхь производ- 
ныхь съ постоянными коэффищентами (уравнен математической Фи- 
зики). Мы приведемъ сперва выводь, указанный самимь Фурье, хотя и 
недостаточно строг, но весьма простой и естественный. 
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3 
Если замфнимъ въ разложени (В). % букву у буквою =, обозиз- 
чимъ буквою Х перемфиную подъ знакомь интеграла въ выражешяхь 
коэффищентовь и подетавимъ эти выражен я въ разложеше, то найдемъ 


= 


Ф®-=т | лоовлУ [ео ат], 


жет 


т.е. 9{2) = 1 [ооо -У/, (0) в | о) 


а заыфчая, что, при # = 0, 


Дорон Гоа, 
.®= ГУ [ео [Е то 2] м за ы 


==0 + 


—{<=«54+ 


Увеличивая # до <>, мы и получимь изъ формулы (*) формулу Фурье. 
Положивъ Е =а, т = Аа, обозначая для краткости 


Р (@) = [* (№) с0за (\— =) @А, 
находимъ сперва изъ {(*) 
и 
$ (2) = уро тож 
= 
в 


С» возрасташемъ 2 до со, Аа = т стремится къ 0, а измёняется че- 


резв безконечио-малые промежутки, 4... ед 
=’ 


УРода 
—0 
обращается, въ предфлф, вз интеграль 


Де Гебын бэ 
— + 


а постфднИй членъ имфеть предёломъ нуль, если д $Ф(%) @% число конечное. 
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Поэтому, послёдняя формужа, въ предёль, дасть 


-в 


= [аа [зона 0—9 @, ддя—ю<2<+%, (Р) 
и 


это и есть формуля Фурье. 


Нестрогость вывода завлючается въ недостаточно обоснованномь пе- 
реходВ оть суммы 


Е (а) Да къ | [пред. Р(а)] @4—= й да | 20) 88 0—3). 
Хром ауте] 


Строг выводъ получается изъ формулы (Г) $ 2, если въ ней будемъ 
увеличивать $ до оо. а упомянутая формула дасть 


прок цех [о Л Рае] = Зо +$С-0). ©) 


С: 
Замфчая, что = = } с08 ах аа, и обозиачая 


7] и Де отель 


мы можемъ написать формулу (ГУ) такъ: 
пред. У = р #020). (у) 
ых 


Интеграль У можно преобразовать слфдующимь образомъ: 


Гы [зочьльва о и Гена 
> О 3 > 
= Гриль [а Гролтюаь— 
— У да / $ (@) созавае. (Е) 


Не трудно показать, что предфлы второго и третьяго интеграла, при 
оо 


$ = ++©, будуть равны нулю, если интеграль ИД? (=) ах, гдВ [$ (2) 
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обозначаеть, кажь веегда, абсолютное значеше (модуль) ф (2), имфетвь 
опредфленное конечное значеше Г. 
Въ самомъ дЬЛЪ, тогда, въ силу того, что (с0 а) < 1, мы будемв имЪть 


у ыы _ь „ 
нони 55) ш = вел = 
= [вона вела] = «р Г вел]: 


при нашемв предположени, предфль разности, стоящей въ скобкахь, при 
$ = +- <, равенъ нулю; слёдовательно, при достаточно болыьпомв зна- 


чени [6|, жожно сдълать эту разность меньше 2 тд» $ произвольно за- 
данное положительное число, а поэтому, модуль второго члена фор- 
мулы (Ё) меньше 2. Совершенно такъ же убфдимся, что, ‚при достаточно 
большомв значеши |6}, модуль третьяго члена будетв <$ ‚ 8 слёдова- 
тельно и модуль суммы этихь двухъ члевовъ будегь < е, > Поэтому, 


+5 ь Га + 
7 = прол. [ [+6) 60$ ах да = [аа Г 608 ах @т, 
$=с> 
> ° $ 5 


при услощи конечности и опредфленноети интеграла 


воле. 
Формула (ГУ) тогда дасть ^ 


Е ФСО +0) = шек. т = Г») Г. доваваь 


Замфнивь здЪсь подБ знакомв интеграла букву д буквою Х, получим 


ТО о 


Нонимая теперь подь 2 совершенно произвольное число, замфняя 
перемфнную Х черезъ Х— 2, что не изифняегь предфловъ интегрированя, 
и обозначая Ф(Х — 2) черезь {(%), ваходимъ 


Ро-+0 =$(+0, (2—0 =9С 0), 


и вышеприведенная формула даеть 


зе коле--од= 4 гбуеизо 5. 
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Это и есть формуле Фурье. Въ случа непрерывноети / {2}, она при- 
НИИАеТЬ ВИДЪ 


12 т 
уф | ча | ГО) ва — 2) 4%. (Ур 


Въ этомь видЬ ее обыкновенно и пишуть, подразумфвая, въ случа 
разрыва / (2) для даннаго значешя х, подъ значешемъ / (2) число, равное 


зие-+0+7е 0). 


Зам чая еще, что с0за(\—2) четная относительно а фунещя, можно 
писать форнулу Фурье также въ вид 


позе [№ | Гбдовай— 2) в. (УР) 


Полезно. замфтить еще одиу употребительную форму форнулы Фурье. 
Замфчая, что эта ($ — =) нечетвая фуньщя оть а, мы будемъ имфть 


вк. 22 | Гбузта и - дал; 


умножая послёднее равенство на # == /— 1, складывая съ (ГУ) и при- 
поминая, что 
08 а {\— 2) ++эта (\ — 2) = 20-9), 


получимъ форнулу Фурье въ видв 
Е нЕ А 


Формула Фурье легко обобщается на функщи оть нёеколькихь пере- 
ифниыхь, Положимь, что /(2) зависит® още оть одной перемфнной у; по- 
лагая (2) — { (2, У), по форнуяЬ (УР) будемь имфть 


бык [Год ее 0-9 ак 


но по той же формушБ, разематривая /’(), у) какъ фунецно оть у, мо- 
жемъ. написать 


= | гомевь-ю два 
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ПодСтавивЪ в вы формулу, получииъ 
Р&,) = Е Г. горе] Фар да аВ, (УИ) 


ГВ Г: для краткости обозначаеть чемверной интеграль функщи оть 


4-хъ ; поремфнныхь А, в, а, В. 
Ясно теперь, что функцию отв  перекфнныхь 2, у, ....й можно пред- 
Ставить въ вид 
Ред = 


= 
ах» Г ЕО...) ебу] дар... ау аа а. т, 


тДЬ интеграь Зи-кратный. Это и есть самая общая формула Фурье. 
$ 7. Примфры приложеня Формулы Фурье къ интегрированию ди- 
нейныхь уравнейй въ чавтныхь производныхь еъ постоянными 5о0®- 
Фищентаин. 1) Положимъ, что дано уравнеше 
ди 28 й 
я“ дя’ @) 
и требуется найти функдпо и оть двухъ независиныхь перемфнныхь 
Ёи =, удовлетворяющую данному уравнентю и условю 


и = [(), ши #0, (2) 


тд / (2) двяная функшя для вобхь вецюственныхь значений х. Это одна 
изъ задачь, встрёчающихел въ теори тепла. 

Способъ рёшезня, который мы изложииъ, принадлежить Кодш. (См. 
его мемузръ, помфщенный вв ХГХ тетради Журнала Политехнической 
колы). Обозначая черезв Т неизвфстную функцию оть одного $, зам- 
чаемъ, что, положивъ 


< + 


«= = тгоуече-я даа (8) 


в подчияивь функцю Т условно Г=1, при #—0, найдемъ на основания 
формулы Фурь, при #=0, 


=] Гоунчо-в даь = 


2-5 


и удовлетворимь, слфдовательно, условно (2). Опредфлииь теперь 7’ такъ, 
чтобы функща м, изображаемая формулою (3), удовлетворяла уравненйо (} 


мно. КИ 


Х. Поеке;-Деффиренц, и пиегральв, потнохоны. 40 
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Зимфчая, зто 


2 (аа ®- ®) _ 
дя 


= Е = ват} & ах. 


Уравнене (1} уловлетворител, если опредфлимь Т изь уравнешя 


Я квот = 0, 


которое даетв Т = 0—9; по условию Т =, при { = 0, находимь 
(= 1; искомая функща м будегь, сльховательно, 


„= а. Г. Г. га (даа 6—9 а) да 


— лег, 


ми > + 


р 
"-=/./ м бд Эа 


Это выражеше можно упростить, выполнив интегрироваве по а, по 
формуль (3) стр. 387, дающей 
= _ 


й а пут 9, 
# 

г ем 
— ве 
зуд [ета 


2) Викоизыфнимь теперь услоыя, которымь должна удовлетворять 
искомая функшя #, удовлетвориющая тому же дифферевщальному урав- 


озкуда 


нено. 9% . ро 
а-я (1) 
з иненно положимъ, что ” 

и =), шк #=0, (2) 
тдБ Г(2) задана только для положительныхь значенй х, и кромф того 
положимъ, что ° 

#=0, при 5=0. (3) 


Этз задача таже встрчается въ теори тепла. Разсмотрнная раньше 
задача относилась къ распространению тепла вь неограничениой средф, 
а настоящая относится къ тому случаю, когда дФло идетв о распростра- 
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нени тепла въ тлф, ограниченномь съ одной стороны поверхностью 
#=0, и услове (3) есть услове, опредбляющее жемлературу и на 
зраниць. Рыпеше, приведенное въ предыдущенв #° здфсь уже не го- 
дитея, такв вакъ 1) { (2) для х<0 не задана, и 2) добавлено новое 
условше и—0, при 2=0. 

Для рышешя второй задачи ищемь сперва частное рытеше уравне- 
я (1); для этого, анаяогично тому, что мы дфлвемв при розыеканш ча- 
стныхь рыпешй обыкновенныхь линейныхь дифференщальныхь уравненй 
съ постоянными коэффищентами, полагаемъ въ уравнеши {1) 

# — еа2 +В 
тдБ а и В неизвфетныя постоянныя, и находниь 

Ва, 

откуда получаемъ частное ршеше 

в = 6+0, 
причемъ а оствется произвольным. Замёнивь а на + а У—1, находннъ 
два частныхь ршешя 

га Уи Ри Ут. 
Яспо, что если умножимъ каждое изъ нихъ на произвольное постоян- 


ное и сложимъ, то получимъ снова частное шее уравнеяйя (1); по- 
этому, будемь имёть рёшешя 


ВЫ ды += ==] Ще ва 
у —агУ— — а 
и Г |= ы р =е 2% дал. 
2и—1 


Изв этихь рышенюй условно #—0, при 2—0, удовлетворяетв второе, 
Ясно теперь, что, унноживь его на ф (а) а.и интегрируя въ произволь- 
выхь предфлахь а, и а, получинь функою 


а, 
„— Г 2 °* тор (а) ва, ® 
& 
которая также удовлетворяеть уравненвю (1), потому что, положивъ для 
Ераткости е—#*5* 55 аз — 9, найдемь 


а Лой м 0, 
такъ какъ функши ©  ровлеторет уравнению (1), сл6довательно, 
р 4 „90 
бе 
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Теперь можно распорядиться функщею ф (а} такъ, чтобы удовлетво- 
рилось услове (2), * = / (2), при ё = 0, 
При ё = 0, 
а, 
% = [+ (а) зт ас да = {(2), по условно. 
ы . 


Чтобы опредфлить отсюда функдно $ (а) и предфяы а, и а,, обра- 
щаемсл къ формулЪ Фурье 


=> че 
1 
Га = х [аа [гоусва и ва. {УП 
ое 
Такъ какъ въ нашей задачЪ /(2) задана только для 2>0, то ножемъ 
значешя ея для 7<0 опредълить по произволу; положивъ /(—#) = — /{2), 
перепинемьъ формулу (У1) такъ: 
[(®) = & [4 [го { ©03 а% 608 в = 398 аА эт ат} ЧА. 
бе 


Тогда, вспёдстве нечетности функц /(=), интеграль въ предфяахь 
— ми + оть перваго слагаемаго обратится въ 0, а интеграль оть 
ГО) т «Ат ат ФА будеть равенъ 


2 [го я а\ 5 ах ФА, 
5 
и формула (УТ) приметь видъ 


ат 
Г) == | аа } ГО) зв а в ат — 
-/“/ 


Я 


Сравнивая это выражеше / (2) съ предыдущимь 
а, 
Г@ = | + эт шаа, 
2% 
мы видимъ, что. уелове (2) удовлетворится, если положимъ а,—0, а, 6, 


$8 == то игла. 
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Поэтому, формула (Г) дасть 


и? Г ./. е-чам (А) эр ое зв ад а А, п 


выражен, удовлетворяющее вефмъ условямъ задачи. 
Одно интегрироваше немедвевио выполняется, есяи замфтимъ, что 


энер ей — 1 (шв а (р — №) — сна т + Г 


и примемъ во вниман!е формулу {3) стр. 387. Окончательно находимъ 
е ем 


ны "“— “а. 


легко провфрить непосредственно, что полученное ныражеше удов- 
летворяеть всфмъ услошямъ задачи. 


Дополнен!е къ $ 14, главы Х. 


Примпры на интерироваще уравнений въ частныха пуоизводныт». 
1. Дано уравнене 
у о (0) 
из = 0. 


Беремъ систему уравиешй 


Отсюда имъемъ . 
зах 4- уду = 0, аз = 0. 


Интегралы этой системы будуть 
ну =С,, 8=0.. 
Обоеначая черезь Ф (2+ у?, 2) произвольную фунвцио` отъ этихъ иитег- 


раловь и приравнивая ее постоянному или нулю (что, велфдстые произ- 
вольнаго вида функщи Ф, равносильно одно другому), находимъ 


Фин ыо ви фа, (2) 


гдё Фи произвольная фунюшя. Уравиеше (2) и даеть самое общее выра- 
жене. я, удовлетворяющее ураинению (1).. 


5. 
=’ +) ууу), 
откуда 

98 д= 
Туи = 0. 


Уравнеше (1) есть общее дифференшальное уравиеше поверхностей 
вращевя около оси 4-о5ъ, а уравнен{е (2) есть общее уравнеше этихъ 
поверхностей, въ конечномъ видЁ 


2. Дано уравнеше 


%& 92 

“+ $ ди =1, (1°) 

тдВ а и $ постоянныя. 
Беремъ систему 

42 _ ау _ 4 

а т 
или 4х — ада =0, ау — 642 = 0, 
откуда д—92=0,, у—=0,. 


Обиий интеграль уравнешя (1) будеть 
Ф (т — 42 у— 62) =0 или у 42=ф$(— а4), {2°) 


тяБ ф произвольная фувкия. 


Уравнеше (1“) есть общее дифференшальное уравнеше цилинхриче- 
скихъ поверхностей, а (2°) общее уравнеше этихъ поверхностей, въ ко- 
нечномь видф. 


3. Дано уравнеше (коническихь поверхностей) 


9. 
рн 5 


Соотвфтеткующая система 
а и _ 4 


Интегралы ея 


Обиуй интегралъ уравневя (1) 


ТФ 9%) 
9(:—%, и) =. 


4. Дано уравнеше (коноидовъ) 


Облий интеграль 


ОНИ 


Зам ченныя опечатки. 


Страх. Строка — Строка 


ЕВЕЕХаея Я 


Е: 


вврлу. смшзу. Напечатано, Должно быть, 
21 - фунцы функц 
в - -1<=<+5 < <+Е 
23 - — м _@_ 
Уи 1ки 
- 1 л® ле 
8 _ амь сих 
- 8вэ 29 и 
ю _ можеть кожемъ 
черт. 88 точки К и К, дошины лежать ви эллилел. 
13 _ в= в 
в #9 ®) #9 лы 
2 - х, х, 
1 - 9 и 
л 1 ее ри Уя) + Ё ии ..ь ити) 
1 1 
я — Г { 


